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888,
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1482,

 

Katalogeintrag der Deutschen Nationalbibliothek: http://d-nb.info/1141060485

Mit dem Titel "Stoicheia" erinnert Euklid aus Alexandria (ca. -323 bis -283) an das Wort für
Buchstaben, womit die Mathematik gemeint ist, die Buchstaben verwendet, für die Ziffern auf  einem

Maßstab nur Beispiele sind.

Stoicheia war Euklids Bezeichnung für die Grundlegung und Lehre der Mathematik. 
Die Wirkungsstätte Euklids in Alexandria war viele Generationen lang zu seiner Zeit die exzellenteste
Hochschule der Antike. Die wissenschaftliche Leistung das damalige mathematische Wissen zu einem
begründenden Aufbau der erfolgreichsten Wissenschaft, der ihren grundlegenden Sinn erkennen lässt,

in ein Lehrbuch gebracht zu haben, übertrifft auch heute noch, Jahrtausende später, alles was
diesbezüglich auffindbar ist. 

Das Euklidische Werk setzt die Schulung durch Platon, dessen berühmtester Schüler er gewesen war,
und dessen Lehre von der Begriffsbildung voraus.

Der deutsche Text insbesondere des zehnten Buches enthält nicht nur eine Übersetzung, sondern auch
einen mathematischen Sinnzusammenhang, der geeignet ist, die langanhaltende Verwirrung, die über

dieses Buch bestand, zu beenden. Dessen Darstellung beruht wesentlich auf  der sorgfältigen
Ausführung der in den euklidischen Beweisen angegebenen geometrischen Konstruktionsschritte, die

ersichtlich hier zum ersten Mal auf  diese Weise nachvollzogen wurden. 
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Euklid: Stoicheia.  Die Lehrsätze

Buch I.

I.1.

Auf  einer gegebenen geraden Strecke ein gleichseitiges Dreieck errichten.

I.2.

An einen gegebenen Punkt eine gegebene gerade Strecke legen.

I.3.

Bei zwei gegebenen ungleichen geraden Strecken, eine der kleineren gleiche von der größeren 
abschneiden.

I.4.

Sind bei zwei Dreiecken zwei Seiten des einen gleich zwei Seiten des andern und ist auch der 
von ihnen eingeschlossene Winkel gleich, dann stimmen die Seiten überein, auf  denen die 
Dreiecke errichtet sind, und die errichteten Dreiecke, somit die übrigen Winkel, die diesen 
Seiten gegenüber liegen. 

I.5.

In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Winkel auf  der Grundseite, auf  der die Schenkel 
errichtet sind, gleich und, bei Verlängerung der beiden Schenkel, auch die Winkel darunter.

I.6.

Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, dann sind auch die ihnen gegenüber liegenden Seiten
gleich.

I.7.

Treffen sich, von den Endpunkten einer Strecke aus, zwei gerade Strecken in einem Punkt, 
dann können zwei andere auf  derselben Strecke errichtete paarweise gleiche gerade Strecken 
sich nicht in einem anderen Punkt treffen, als die beiden ersten. 

I.8.

Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen gleich zwei Seiten des andern und auch die 
Grundseiten gleich, auf  denen sie errichtet sind, dann sind auch die Winkel gleich, die von den 
Seiten eingeschlossen werden.

I.9.

Einen gradlinigen Winkel in zwei gleiche Teile teilen.

I.10.

Eine gerade Strecke in zwei gleiche Teile teilen.

I.11.

Auf  einer Geraden in einem gegebenen Punkt die Senkrechte errichten.

I.12.

Auf  einer Gerade zu einem Punkt, der nicht auf  ihr liegt, die Senkrechte ziehen.

I.13.

Die beiden Winkel, die eine Gerade mit einer auf  ihr errichteten Strecke bildet, sind entweder 
zwei rechte oder zusammen gleich zwei rechten.
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I.14.

Zwei Strecken, die mit einer Strecke an einem ihrer Endpunkte Winkel bilden, die zwei rechten 
gleich sind, liegen auf  der gleichen Geraden.

I.15.

Am Schnittpunkt zweier Geraden sind die einander gegenüber liegenden Winkel gleich.

I.16.

Wird an einem Dreieck eine Seite verlängert, dann ist der außen liegende Winkel größer als 
einer der innen gegenüber liegenden Winkel.

I.17.

Im Dreieck sind irgend zwei Winkel zusammen kleiner als zwei rechte.

I.18.

Im Dreieck liegt der größeren Seite der größere Winkel gegenüber.

I.19.

Im Dreieck liegt dem größeren Winkel die größere Seite gegenüber.

I.20.

Im Dreieck sind zwei Seiten zusammen größer als die dritte.

I.21.

Werden über der Seite eines Dreiecks zwei Strecken errichtet, die sich in einem Punkt im 
Innern des Dreiecks treffen, dann sind diese Strecken zusammen kleiner als die beiden Seiten 
des Dreiecks zusammen über derselben Seite, schließen aber einen größeren Winkel ein.

I.22

Aus drei gegebenen Strecken, deren je zwei zusammen größer als die dritte sind, ein Dreieck 
konstruieren.

I.23.

An eine Gerade in einem gegebenen Punkt einen gegebenen Winkel anlegen.

I.24.

Sind zwei Seiten eines Dreiecks gleich zwei Seiten eines anderen Dreiecks, ist aber der eine 
eingeschlossene Winkel größer als der andere, dann ist auch die Grundseite des einen, auf  der 
die Seiten errichtet sind, größer als die Grundseite des anderen.

I.25.

Sind zwei Seiten eines Dreiecks gleich zwei Seiten eines anderen Dreiecks, ist aber die 
Grundseite, auf  der die Seiten errichtet sind, größer als die Grundseite des anderen, dann liegt 
ihr ein größerer Winkel gegenüber wie der anderen Grundseite.

I.26.

Sind bei zwei Dreiecken zwei Winkel des einen gleich zwei Winkeln des andern und ist 
entweder die Seite zwischen den Winkeln oder eine, die einem der gleichen Winkel gegenüber 
liegt, des einen Dreiecks gleich derjenigen im anderen, dann sind auch die übrigen Seiten und 
der übrige Winkel im einen gleich denjenigen im andern.

I.27.

Werden zwei Gerade von einer Geraden geschnitten und sind wechselseitige Winkel gleich, 
dann sind die beiden Geraden parallel.



I.28.

Werden zwei Gerade von einer Geraden geschnitten und ist ein äußerer gleich dem innen an 
derselben Geraden gegenüber liegenden Winkel oder sind beide an einer Geraden innen 
liegende Winkel zusammen gleich zwei rechten, dann sind die beiden Geraden parallel.

I.29.

Werden zwei parallele Gerade von einer Geraden geschnitten, dann sind wechselseitige Winkel 
gleich, dann sind Stufenwinkel gleich und die beiden innen an einer Geraden liegenden Winkel 
sind gleich zwei rechten.

I.30.

Sind Gerade zu der gleichen Geraden parallel, dann sind sie zueinander parallel.

I.31.

Zu gegebenem Punkt und gegebener Geraden eine Parallele ziehen.

I.32.

An einem Dreieck, an dem eine Seite verlängert ist, ist der äußere Winkel gleich den beiden 
innen gegenüber liegenden zusammen und die drei inneren Winkel des Dreiecks zusammen 
sind gleich zwei rechten.

I.33.

Gerade Strecken, die die Endpunkte zweier gleicher gerader und paralleler Strecken verbinden, 
sind selbst gleich und parallel.

I.34.

Im Parallelogramm sind gegenüber liegende Seiten und Winkel gleich und es teilt die Diagonale
das Parallelogramm in zwei gleiche Teile.

I.35.

Parallelogramme, auf  derselben Grundseite errichtet, zwischen denselben Parallelen sind gleich.

I.36.

Parallelogramme, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet, zwischen 
denselben Parallelen sind gleich.

I.37.

Dreiecke, auf  derselben Grundseite errichtet, zwischen denselben Parallelen sind gleich.

I.38.

Dreiecke, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet und zwischen denselben 
Parallelen sind gleich.

I.39.

Gleiche Dreiecke, auf  derselben Grundseite errichtet, liegen zwischen denselben Parallelen.

I.40.

Gleiche Dreiecke, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet, liegen zwischen 
denselben Parallelen.

I.41.

Ein Parallelogramm, das mit einem Dreieck auf  derselben Grundseite errichtet ist und wie 
dieses zwischen denselben Parallelen liegt, ist das Doppelte des Dreiecks.



I.42.

Ein Parallelogramm errichten, das einem gegebenen Dreieck gleich ist und einen vorgegebenen 
Winkel hat.

I.43.

Ist ein Parallelogramm an einem Punkt seiner Diagonalen in vier Parallelogramme aufgeteilt, 
dann sind diejenigen Parallelogramme gleich, die neben den Parallelogrammen auf  der 
Diagonalen liegen.

I.44.

Auf  einer Strecke ein Parallelogramm errichten, das einem gegebenen Dreieck gleich ist und 
einen vorgegebenen Winkel hat.

I.45.

Ein Parallelogramm mit vorgegebenem Winkel errichten, das einer gegebenen gradlinigen Figur
gleich ist.

I.46.

Über einer geraden Strecke das Quadrat beschreiben.

I.47.

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der dem rechten Winkel gegenüber liegenden 
Seite gleich den Quadraten über den Seiten, die ihn einschließen, zusammen.

I.48.

Im Dreieck, bei dem das Quadrat über einer Seite gleich den Quadraten auf  den anderen 
beiden Seiten zusammen ist, ist der Winkel, den die beiden Seiten einschließen, ein rechter.

Buch II.

II.1.

Wird von zwei Seiten, die ein Rechteck ergeben, eine in mehrere Teile aufgeteilt, dann ergeben 
die ganzen Seiten das gleiche Rechteck wie zusammen die Rechtecke aus den Teilen der 
geteilten Seite mit der anderen Seite ergeben.

II.2.

Die Rechtecke, die die Teile einer Seite mit dieser Seite ergeben, sind zusammen dem Quadrat 
über der Seite gleich.

II.3.

Das Rechteck, das eine ganze zweigeteilte Seite mit einem Teil ergibt, ist gleich dem Rechteck, 
das die Teile der Seite ergeben, zusammen mit dem Quadrat über dieser Seite.

II.4.

Wird eine Strecke in zwei geteilt, dann ist das Quadrat über der ganzen Strecke gleich den 
Quadraten über den Teilen und dem doppelten Rechteck, das die Teile ergeben, zusammen.

II.5.

Ist eine Strecke an einem Punkt in zwei gleiche Teile geteilt und in einem anderen Punkt in zwei
ungleiche Teile, dann sind das Rechteck, das die ungleichen Teile ergeben, und das Quadrat 
über der Strecke zwischen den teilenden Punkten zusammen gleich dem Quadrat über der 
halben Strecke.
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II.6.

Wird eine Strecke verlängert, dann ist das Rechteck, das sich aus der Verlängerung mit der 
ganzen verlängerten Strecke ergibt, zusammen mit dem Quadrat über der halben Strecke gleich 
dem Quadrat, das über der halben Strecke zusammen mit der Verlängerung errichtet ist.

II.7.

Wird eine Strecke geteilt, dann sind die Quadrate über der Strecke und über einem Teil 
zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus der Strecke und dem einen Teil und dem 
Quadrat über dem anderen Teil zusammen.

II.8.

Wird eine Strecke geteilt und um eines der Teile verlängert, dann sind vier der Rechtecke, die 
die Strecke mit diesem Teil ergibt, zusammen mit dem Quadrat über dem anderen Teil gleich 
dem Quadrat über der verlängerten Strecke.

II.9.

Ist eine Strecke an einem Punkt in zwei gleiche Teile geteilt und in einem anderen Punkt in zwei
ungleiche Teile, dann sind die Quadrate über den ungleichen Teilen zusammen gleich dem 
Doppelten aus dem Quadrat über der halben Strecke und dem Quadrat über der Strecke 
zwischen den teilenden Punkten zusammen.

II.10.

Wird eine Strecke verlängert, dann sind die Quadrate über der verlängerten Strecke und über 
der Verlängerung zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über der halben Strecke
und über der halben Strecke mit der Verlängerung zusammen.

II.11.

Eine Strecke so zu teilen, dass das Rechteck, das die ganze Strecke mit einem Teil ergibt, gleich 
dem Quadrat über dem andern Teil ist.

II.12.

Im stumpfwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Seite, die dem stumpfen Winkel 
gegenüber liegt, größer als die Quadrate über den beiden anderen Seiten zusammen, und zwar 
um das doppelte Rechteck, das eine dieser Seiten mit ihrer Verlängerung bis zur Senkrechten 
auf  ihr ergibt, die den Eckpunkt des Dreiecks trifft.

II.13.

Im spitzwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Seite, die dem spitzen Winkel gegenüber 
liegt, kleiner als die Quadrate über den beiden anderen Seiten zusammen und zwar um das 
doppelte Rechteck, das eine dieser Seiten mit der Strecke auf  ihr ergibt, die bis zu der 
Senkrechten verkürzt ist, die den Eckpunkt des Dreiecks trifft.

II.14.

Das einem gegebenen Polygon gleiche Quadrat errichten.

Buch III.

III.1.

Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreises auffinden.

III.2.

Punkte auf  einer geraden Strecke zwischen zwei Punkten auf  einer Kreislinie liegen innerhalb 
des Kreises.
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III.3.

Teilt eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade den Abschnitt einer schneidenden Geraden, 
die nicht durch den Mittelpunkt geht, zwischen den Schnittpunkten in zwei gleiche Teile, dann 
bildet sie mit ihr rechte Winkel und bildet sie rechte Winkel, dann teilt sie den Abschnitt einer 
schneidenden Geraden zwischen den Schnittpunkten, nämlich die Sehne, in zwei gleiche Teile.

III.4.

Schneiden sich zwei Sehnen, die nicht durch den Mittelpunkt gehen, sind sie dadurch nicht 
beide in zwei gleiche Teile geteilt.

III.5.

Zwei Kreise, die sich schneiden, haben nicht denselben Mittelpunkt.

III.6.

Zwei Kreise, die sich berühren, haben nicht denselben Mittelpunkt.

III.7.

Unter den Strecken, die von einem, vom Mittelpunkt verschiedenen, Punkt auf  dem 
Durchmesser zu Punkten auf  der Kreislinie gezogen sind, ist die Strecke von diesem Punkt 
durch den Mittelpunkt die größte und der Rest des Durchmessers die kleinste. Unter den 
anderen Strecken ist diejenige, die der großen Strecke auf  dem Durchmesser näher ist, größer 
als die entferntere und nur jeweils eine Strecke ist unter ihnen, die kürzer als die größte sind, 
einer anderen gleich.

III.8.

Unter den Geraden, die von einem Punkt außerhalb eines Kreises durch den Kreis gelegt 
werden, ist die Strecke, die die Kreislinie vom Punkt aus von innerhalb des Kreises trifft, auf  
der am größten, die durch den Mittelpunkt geht, unter den andern ist die Strecke auf  der ihr 
näheren größer und auf  der entfernteren kleiner. Die Strecke, die die Kreislinie vom Punkt aus 
von außen trifft, aber ist auf  der Geraden durch den Mittelpunkt am kleinsten und unter den 
andern ist diese Strecke auf  der ihr näheren kleiner und die auf  der entfernteren größer, und 
nur jeweils eine Strecke ist unter ihnen, die größer als die kleinste sind, einer anderen gleich.

III.9.

Gehen von einem Punkt innerhalb eines Kreises mehr als zwei gleiche Strecken zu Punkten auf
der Kreislinie, dann ist dieser Punkt der Mittelpunkt.

III.10.

Ein Kreis schneidet einen anderen in nicht mehr als zwei Punkten.

III.11.

Berühren sich zwei Kreise von innen, dann geht die Gerade durch die beiden Mittelpunkte 
durch den Berührpunkt.

III.12.

Berühren sich zwei Kreise von außen, dann geht die Gerade durch die beiden Mittelpunkte 
durch den Berührpunkt.

III.13.

Kreise berühren sich in nicht mehr als einem Punkt, ob von innen oder von außen.

III.14.

Gleiche Sehnen sind vom Mittelpunkt gleich weit entfernt und vom Mittelpunkt gleich weit 
entfernte Sehnen sind gleich.



III.15.

Unter den Strecken im Kreis ist der Durchmesser die größte und unter den Sehnen ist 
diejenige, die dem Mittelpunkt näher ist, größer als die entferntere.

III.16.

Die am Endpunkt eines Durchmessers errichtete Senkrechte fällt außerhalb des Kreises; es 
kann zwischen ihr und dem Kreis keine Gerade außerhalb des Kreises gezogen werden; der 
Winkel zwischen Kreislinie und Durchmesser ist größer und der Winkel zwischen Kreislinie 
und Senkrechter kleiner als jeder spitze Winkel.

III.17.

An einen Kreis von einem gegebenen Punkt aus die Tangente anlegen.

III.18.

Die durch den Berührpunkt einer Tangenten und den Mittelpunkt gelegte Gerade steht 
senkrecht auf  der Tangenten.

III.19.

Auf  der Senkrechten, die am Berührpunkt einer Tangenten auf  ihr errichtet ist, liegt der 
Mittelpunkt des Kreises.

III.20.

Der Winkel im Mittelpunkt über einem Kreisbogen ist das Doppelte des Winkels in einem 
Punkt auf  der Kreislinie. 

III.21.

Die Winkel des gleichen Kreisabschnitts sind gleich.

III.22.

Im Viereck aus Sehnen sind gegenüber liegende Winkel gleich zwei rechten Winkeln.

III.23.

Über derselben Strecke können ähnliche, aber ungleiche Kreisbögen nicht errichtet sein.

III.24.

Ähnliche Kreisabschnitte mit gleichen Grundseiten sind gleich.

III.25.

Einen Kreisabschnitt zu dem Kreis ergänzen, von dem er Abschnitt ist.

III.26.

In gleichen Kreisen stehen gleiche Winkel am Mittelpunkt und gleiche Winkel an Punkten der 
Kreislinie auf  gleichen Kreisbögen.

III.27.

In gleichen Kreisen sind die auf  gleichen Kreisbögen stehenden Winkel gleich, die im 
Mittelpunkt und die an Punkten der Kreislinie.

III.28.

In gleichen Kreisen schneiden gleiche Sehnen gleiche Kreisbögen ab, und es ist der größere 
dem größeren und der kleinere dem kleineren gleich.

III.29.

Die Strecken zwischen den Endpunkten gleicher Kreisbögen sind in gleichen Kreisen gleich.



III.30.

Einen Kreisbogen in zwei gleiche Teile teilen.

III.31.

Der Winkel des Halbkreises ist ein rechter Winkel, der Winkel eines größeren Kreisabschnitts 
ist kleiner, der eines kleineren Kreisabschnitts größer als ein rechter Winkel, der Winkel des 
Kreisbogens mit der Grundseite ist im größeren Kreisabschnitt größer und im kleineren 
Kreisabschnitt kleiner als ein rechter Winkel.

III.32.

Schneidet eine Gerade einen Kreis, dann ist ihr Winkel mit der Tangente im Schnittpunkt gleich
dem der schneidenden Strecke gegenüber liegenden Winkel im Sehnendreieck, das über der 
schneidenden Strecke gegenüber errichtet ist.

III.33.

Auf  einer Strecke einen Kreisabschnitt mit gegebenem Winkel errichten.

III.34.

Von einem Kreis einen Kreisabschnitt mit gegebenem Winkel schneiden.

III.35.

Das Rechteck aus den Abschnitten einer Geraden, die im Kreis von einer anderen geschnitten 
wird, ist gleich dem aus den Abschnitten der anderen Geraden.

III.36.

Das Quadrat über dem Abschnitt auf  der Tangente, die von einer Geraden außerhalb des 
Kreises geschnitten wird, ist gleich dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt auf  der 
schneidenden Geraden mit dem aus dem inneren und äußeren zusammengesetzten.

III.37.

Wird eine schneidende Gerade, nämlich eine Sekante, außerhalb des Kreises von einer Geraden
geschnitten, die einen Punkt auf  der Kreislinie trifft und ist das Quadrat über ihrem Abschnitt 
gleich dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt der Sekante mit dem aus dem inneren und 
äußeren zusammengesetzten Abschnitt der Sekante, dann ist diese Gerade eine Tangente.

Buch IV.

IV.1.

In einen Kreis eine gerade Strecke eintragen, die nicht größer als der Durchmesser ist.

IV.2.

In einen Kreis ein Dreieck einbeschreiben, dessen Winkel einem gegebenen gleich sind.

IV.3.

Um einen Kreis ein Dreieck beschreiben, dessen Winkel einem gegebenen gleich sind.

IV.4.

Einem gegebenen Dreieck einen Kreis einbeschreiben.

IV.5.

Um ein gegebenes Dreieck einen Kreis beschreiben.

IV.6.

In einen Kreis ein Quadrat einbeschreiben.
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IV.7.

Um einen Kreis ein Quadrat beschreiben.

IV.8.

In ein Quadrat einen Kreis einbeschreiben.

IV.9.

Um ein Quadrat einen Kreis beschreiben.

IV.10.

Ein gleichschenkliges Dreieck errichten, dessen Winkel an der Grundseite doppelt so groß sind 
wie der übrige.

IV.11.

In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einbeschreiben.

IV.12.

Um einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck beschreiben.

IV.13.

In ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einen Kreis einbeschreiben.

IV.14.

Um ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einen Kreis beschreiben.

IV.15.

In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Sechseck einbeschreiben.

IV.16.

In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfzehneck einbeschreiben.

Buch V.

V.1.

Ist jede von mehreren Größen das gleiche Vielfache einer von gleich vielen anderen Größen, 
dann sind die einen zusammen dasselbe Vielfache von den anderen zusammen.

V.2.

Ist eine erste Größe das gleiche Vielfache einer zweiten wie eine dritte das Vielfache einer 
vierten, sowie eine fünfte das Vielfache der zweiten wie eine sechste das Vielfache der vierten, 
dann sind die erste und fünfte Größe zusammen das gleiche Vielfache der zweiten wie die dritte
und sechste zusammen das Vielfache der vierten.

V.3.

Ist eine erste Größe das gleiche Vielfache einer zweiten wie eine dritte das Vielfache einer 
vierten, sowie eine fünfte das gleiche Vielfache der ersten wie eine sechste das Vielfache der 
dritten, so ist auch die fünfte Größe das gleiche Vielfache der zweiten wie die sechste Vielfache 
der vierten.

V.4.

Steht eine Größe im gleichen Verhältnis zur zweiten wie eine dritte zur vierten, dann stehen die 
erste und dritte Größe auch dann in einem gleichen Verhältnis zu der zweiten und vierten 
Größe, wenn die einen oder die anderen beiden vervielfacht werden.
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V.5.

Ist eine Größe das gleiche Vielfache von einer anderen Größe, wie das von der einen 
Weggenommene das Vielfache des von der anderen Weggenommenen ist, dann ist auch der 
Rest der einen das gleiche Vielfache vom Rest der anderen.

V.6.

Sind zwei Größen gleiche Vielfache zweier anderer, deren gleiche Vielfache von ihnen 
weggenommen werden, dann verbleiben Reste, die gleich oder gleiche Vielfache der anderen 
Größen sind.

V.7.

Gleiche Größen stehen zu einer gegebenen Größe im gleichen Verhältnis und es steht diese 
Größe im gleichen Verhältnis zu jenen Größen.

V.8.

Von ungleichen Größen steht die größere zu einer anderen Größe in einem größeren Verhältnis
als die kleinere und eine Größe steht zu kleineren in einem größeren Verhältnis als zu größeren.

V.9.

Sind Verhältnisse, in denen Größen zu derselben Größe stehen, gleich, dann sind die Größen 
gleich, ebenso wie wenn sie in gleichen Verhältnisse derselben Größe zu ihnen stehen.

V.10.

Ist das Verhältnis zu derselben Größe größer als andere Verhältnisse, dann ist die Größe, die in 
diesem Verhältnis steht, größer und ist das Verhältnis derselben Größe zu einer Größe größer 
als andere Verhältnisse, dann ist letztere Größe kleiner.

V.11.

Verhältnisse sind gleich, die demselben Verhältnis gleich sind.

V. 12.

Stehen mehrere Größen in gleicher Proportion, dann verhalten sich die Vorderglieder 
zusammen zu den Hintergliedern zusammen wie eines der Vorderglieder zum Hinterglied.

V.13.

Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer vierten, hat 
aber die dritte zur vierten Größe eine größeres Verhältnis wie eine fünfte zu einer sechsten, 
dann ist das Verhältnis der ersten zur zweiten größer als das Verhältnis der fünften zur 
sechsten.

V. 14.

Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer vierten und ist
die erste größer als die dritte, dann ist auch zweite größer als die vierte, und wenn gleich gleich, 
und wenn kleiner kleiner. 

V.15.

Sind Größen gleiche Vielfache ihrer Teile, dann stehen die Teile im gleichen Verhältnis wie die 
ganzen Größen.

V.16.

Stehen vier Größen in Proportion, dann stehen sie auch in umgeordneter Proportion.



V.17.

Stehen Größen im gleichen Verhältnissen, dann sind auch die verkleinerten Verhältnisse unter 
sich gleich.

V.18.

Stehen Größen in gleichen Verhältnissen, dann sind auch die vergrößerten Verhältnisse unter 
sich gleich.

V.19.

Stehen Größen im gleichen Verhältnis, wie von ihnen abgeteilte Größen, dann stehen auch die 
Reste im gleichen Verhältnis.

V.20.

Stehen drei Größen wie ebenso viele andere in paarweise gleichen Verhältnissen und ist die 
erste größer als die dritte, dann ist auch die vierte größer als die sechste, und wenn gleich gleich,
und wenn kleiner kleiner.

V.21.

Stehen drei Größen mit ebenso vielen anderen in kreuzweiser Proportion und ist die erste 
größer als die dritte, dann ist auch die vierte größer als die sechste, und wenn gleich gleich, und 
wenn kleiner kleiner.

V.22.

Stehen mehrere Größen mit gleich vielen anderen paarweise in gleichen Verhältnissen, dann 
dann stehen die ersten und letzten Glieder in Proportion aufgrund Gleichheit.

V.23.

Stehen drei Größen mit gleich vielen anderen in kreuzweiser Proportion, dann stehen die ersten
und letzten Glieder in Proportion aufgrund Gleichheit.

V.24.

Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer vierten und 
steht eine fünfte zur zweiten wie eine sechste zur vierten, dann stehen die erste und fünfte 
zusammen im gleichen Verhältnis zur zweiten wie die dritte und sechste zusammen zur vierten.

V.25.

Von vier Größen in Proportion sind die größte und die kleinste zusammen größer als die 
beiden übrigen.

Buch VI.

VI.1.

Dreiecke und Parallelogramme mit gleicher Höhe stehen im gleichen Verhältnis untereinander 
wie ihre Grundseiten.

VI.2.

Eine Parallele zu einer Seite des Dreiecks teilt die beiden anderen Seiten im gleichen Verhältnis 
und werden im Dreieck zwei Seiten im gleichen Verhältnis geteilt, dann ist die Gerade durch die
teilenden Punkte parallel zur übrigen Seite.
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VI.3.

Wird der Winkel eines Dreiecks in zwei gleiche Teile geteilt, dann teilt die Winkelhalbierende 
die dem Winkel gegenüber liegende Seite im gleichen Verhältnis in dem die beiden übrigen 
Seiten stehen, und wird die Grundseite im gleichen Verhältnis geteilt, in dem die übrigen Seiten 
des Dreiecks stehen, dann wird der Winkel über der Grundseite von der Geraden durch den 
Punkt, an dem der Winkel liegt, und den teilenden Punkt, in zwei gleiche Teile geteilt.

VI.4.

In gleichwinkligen Dreiecken stehen die Seiten, die gleichen Winkeln gegenüber liegen, im 
gleichen Verhältnis zu den Seiten, mit denen sie gleiche Winkel einschließen.

VI.5.

Stehen die Seiten zweier Dreiecke in Proportion, dann sind sie gleichwinklig, wobei diejenigen 
Winkel gleich sind, die den entsprechenden Seiten in Proportion gegenüber liegen.

VI.6.

Ist in einem Dreieck ein Winkel einem Winkel in einem anderen Dreieck gleich und stehen die 
Seiten, die diese Winkel einschließen, in Proportion, dann sind die beiden Dreiecke 
gleichwinklig, wobei diejenigen Winkel gleich sind, die den entsprechenden Seiten in 
Proportion gegenüber liegen.

VI.7.

Ist in einem Dreieck ein Winkel einem Winkel in einem anderen Dreieck gleich und stehen die 
Seiten beider Dreiecke, die einen der anderen Winkel einschließen, in Proportion und sind dazu
die übrigen Winkel entweder kleiner oder nicht kleiner als ein rechter Winkel, dann sind die 
beiden Dreiecke gleichwinklig, wobei die Winkel gleich sind, die von den entsprechenden Seiten
in Proportion eingeschlossen werden.

VI.8.

Wird im rechtwinkligen Dreieck vom Punkt des rechten Winkels die Senkrechte auf  der 
Grundlinie errichtet, dann sind beide an der Senkrechten liegende Dreiecke einander und dem 
ganzen Dreieck ähnlich. 

VI.9.

Von einer Strecke einen Teil abschneiden.

VI.10.

Eine ungeteilte Strecke einer geteilten ähnlich aufteilen.

VI.11.

Zu zwei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das dritte Glied in 
fortlaufend gleicher Proportion.

VI.12.

Zu drei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das vierte Glied in 
Proportion.

VI.13.

Zu zwei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das mittlere Glied in 
fortlaufend gleicher Proportion.



VI.14.

Die Seiten zweier gleicher und gleichwinkliger Parallelogramme stehen in umgekehrten 
Verhältnissen zu den Seiten am gleichen Winkel im anderen Parallelogramm, und gleichwinklige
Parallelogramme deren Seiten in umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am gleichen Winkel 
im anderen Parallelogramm stehen, sind gleich.

VI.15.

In gleichen Dreiecken mit einem gleichen Winkel stehen die Seiten, die diesen Winkel 
einschließen, in umgekehrten Verhältnissen und Dreiecke mit einem gleichen Winkel sind 
gleich, in denen die Seiten, die diesen Winkel einschließen, in umgekehrten Verhältnissen 
stehen.

VI.16.

Stehen vier Strecken in Proportion, dann ist das Rechteck, das die äußeren Glieder ergeben, 
gleich dem das die inneren ergeben und sind zwei Rechtecke gleich, dann stehen die sie 
ergebenden Seiten wie innere und äußere Glieder in Proportion.

VI.17.

Stehen drei Strecken in fortlaufend gleicher Proportion, dann ist das Rechteck, das die äußeren 
Glieder ergeben, gleich dem Quadrat über dem mittleren Glied und ist ein Rechteck gleich 
einem Quadrat, dann stehen die Seiten, die das Rechteck ergeben, wie äußere Glieder mit der 
Seite des Quadrats in fortlaufend gleicher Proportion.

VI.18.

Auf  einer Strecke eine einer anderen ähnliche gradlinige Figur ähnlich errichten.

VI.19.

Ähnliche Dreiecke verhalten sich zueinander wie die Quadrate über entsprechenden Seiten.

VI.20.

Ähnliche Polygone sind in gleich viele ähnliche und einander entsprechende Dreiecke aufteilbar,
und sie verhalten sich zueinander wie die Quadrate über entsprechenden Seiten.

VI.21.

Gradlinige Figuren die einer gradlinigen Figur ähnlich sind, sind einander ähnlich.

VI.22.

Die auf  vier Strecken in Proportion ähnlich errichteten und ähnlichen gradlinigen Figuren 
stehen in Proportion und vier Seiten, auf  denen ähnliche gradlinige Figuren ähnlich in 
Proportion errichtet sind, stehen in Proportion.

VI.23.

Gleichwinklige Parallelogramme verhalten sich zueinander wie die äußeren Glieder der 
fortlaufenden Proportion ihrer Seiten.

VI.24.

In einem an einem Punkt seiner Diagonalen in vier Parallelogramme aufgeteilten 
Parallelogramm sind die auf  der Diagonalen liegenden Parallelogramme einander und dem 
ganzen ähnlich.

VI.25.

Eine einer gegebenen gradlinigen Figur ähnliche Figur errichten, die einer anderen gegebenen 
gleich ist.



VI.26.

Die Diagonalen eines Parallelogramms und eines ähnlichen, davon ähnlich abgeteilten, 
Parallelogramms mit demselben Winkel, liegen aufeinander.

VI.27.

Unter allen den ähnlich errichteten Parallelogrammen über einer geteilten Strecke, deren einer 
Teil dem Parallelogramm über der halben Strecke ähnlich ist, ist bei demjenigen der andere Teil 
am größten, der über der halben Strecke errichtet ist.

VI.28.

Auf  einer geteilten Strecke ein Parallelogramm errichten, dessen einer Teil gleich einer 
gegebenen gradlinigen Figur und der andere Teil einem gegebenen Parallelogramm ähnlich und 
nicht größer als der erste Teil ist.

VI.29.

Auf  einer Strecke mit Verlängerung ein Parallelogramm errichten, das einer gegebenen 
gradlinigen Figur gleich und dessen Teil über der Verlängerung einem gegebenen 
Parallelogramm ähnlich ist.

VI.30.

Eine Strecke stetig teilen.

VI.31.

Im rechtwinkligen Dreieck ist die gradlinige Figur über der Hypotenuse gleich den ähnlichen 
und ähnlich errichteten Figuren über den Katheten zusammen.

VI.32.

Stehen zwei Seiten eines Dreiecks im gleichen Verhältnis wie zwei Seiten eines andern, die zu 
ihnen parallel sind, und haben die Dreiecke einen gemeinsamen Eckpunkt, dann liegen die 
übrigen Seiten auf  derselben Geraden.

VI.33.

In gleichen Kreisen stehen die Winkel über den Kreisbögen, im Mittelpunkt wie auf  der 
Kreislinie, im gleichen Verhältnis wie die Kreisbögen.

Buch VII.

VII.1.

Wird von zwei ungleiche Zahlen ausgehend, immer wieder die kleinere von der größeren Zahl 
subtrahiert, und bleibt schließlich der Rest Eins, dann sind sie teilerfremd.

VII.2.

Zu zwei Zahlen, die nicht teilerfremd sind, den größten gemeinsamen Teiler finden.

VII.3.

Zu drei Zahlen, die nicht teilerfremd sind, den größten gemeinsamen Teiler finden.

VII.4.

Eine kleinere Zahl ist entweder Teiler oder ein Teil einer größeren Zahl.

VII.5.

Ist eine Zahl ein bestimmter Teiler einer Zahl und eine andere Zahl der gleiche Teiler einer 
weiteren Zahl, dann ist die Summe der Zahlen auch der gleiche Teiler der Summe der Zahlen 
von denen sie Teiler sind.
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VII.6.

Ist eine Zahl ein bestimmter Teil einer Zahl und eine andere der gleiche Teil einer weiteren 
Zahl, dann ist die Summe der kleineren Zahlen der gleiche Teil von der Summe der größeren 
Zahlen.

VII.7.

Ist eine Zahl ein Teiler einer größeren und das von ihr Subtrahierte der gleiche Teiler wie das 
von der größeren Subtrahierte, dann ist auch der Rest der Zahl der gleiche Teiler vom Rest der 
größeren.

VII.8.

Ist eine Zahl ein solcher Teil einer anderen wie das von ihr Subtrahierte ein Teil des von der 
größeren Subtrahierte ist, so ist auch ihr Rest der gleiche Teil vom größeren Rest wie ihr 
Ganzes vom größeren Ganzen. 

VII.9.

Ist eine Zahl von einer anderen der gleiche Teiler wie eine dritten von einer vierten, dann ist, 
wenn umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler auch immer die erste Zahl von der dritten ist, 
die zweite der gleiche Teil oder Teiler von der vierten.

VII.10.

Ist eine Zahl von einer anderen der gleiche Teil wie eine dritte von einer vierten, dann ist, wenn 
umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler auch immer die erste Zahl von der dritten ist, die 
zweite der gleiche Teil oder Teiler von der vierten.

VII.11.

Wenn sich ein Ganzes zu einem anderen Ganzen verhält wie ein davon Subtrahiertes zu dem 
vom andern Subtrahierten, dann verhalten sich auch die Reste zueinander wie das eine Ganze 
zum anderen.

VII.12.

In einer Proportion verhält sich die Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinterglieder wie
die erste zur zweiten Zahl.

VII.13.

Stehen vier Zahlen in einer Proportion, dann stehen sie auch nach Umordnen in Proportion zu 
einander.

VII.14.

Sind mehrere Zahlen mit anderen gegeben, die mit ihnen paarweise in Proportion stehen, so 
stehen jeweils auch die ersten mit der letzten paarweise in Proportion.

VII.15.

Ist eine Zahl so oft Vielfache von der Eins wie eine andere Zahl Vielfache von einer weiteren, 
so ist, nach Umordnung, die dritte Zahl so oft Vielfache von der Eins wie die vierte Vielfache 
von der zweiten.

VII.16.

Werden zwei Zahlen in der einen und in anderen Reihenfolge multipliziert, so sind die 
Ergebnisse gleich.

VII.17.

Wird eine Zahl mit jeder von zwei anderen Zahlen multipliziert, dann verhalten sich die beiden 
Produkte wie die beiden Zahlen, mit denen multipliziert wurde.



VII.18.

Wird von zwei Zahlen jede mit einer dritten multipliziert, dann verhalten sich die Produkte wie 
die beiden Zahlen, die multipliziert wurden.

VII.19.

Stehen vier Zahlen in Proportion, dann ist das Produkt der ersten mit der vierten Zahl dem 
Produkt der zweiten mit der dritten Zahl gleich und ist das Produkt der ersten mit der vierten 
Zahl von vier Zahlen gleich dem Produkt der zweiten mit der dritten Zahl, dann stehen sie in 
Proportion.

VII.20.

Stehen drei Zahlen in Proportion, so daß sich die erste zur zweiten so verhält wie die zweite zur
dritten Zahl, dann ist das Produkt der ersten mit der dritten Zahl der Quadratzahl aus der 
zweiten gleich und ist das Produkt aus erster und dritter Zahl der Quadratzahl aus der zweiten 
gleich, dann stehen die drei Zahlen in Proportion.

VII.21.

Die kleinsten beiden Zahlen sind von allen Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, 
die gleichen Teiler, die kleinere von den kleineren so wie die größere von den größeren.

VII.22. 

Stehen drei Zahlen wie ebenso viele andere in gleicher Proportion und sind sie untereinander 
kreuzweise proportional, dann verhält sich die erste zur dritten Zahl der einen Proportion wie 
die erste zur dritten Zahl der anderen Proportion.

VII.23.

Teilerfremde Zahlen sind die kleinsten der Zahlen, die im gleichen Verhältnis stehen.

VII.24. 

Die kleinsten Zahlen unter denen, die im gleichen Verhältnis stehen, sind teilerfremd.

VII.25.

Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist ein Teiler der einen Zahl teilerfremd zur anderen.

VII.26. 

Sind zwei Zahlen zu einer anderen teilerfremd, dann ist auch ihr Produkt teilerfremd zu dieser 
Zahl.

VII.27. 

Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist auch die Quadratzahl der einen teilerfremd zur anderen 
Zahl.

VII.28.

Ist von zwei Zahlen jede zu einer anderen teilerfremd, dann ist das Produkt der einen beiden 
Zahlen zu dem der anderen teilerfremd. 

VII.29. 

Sind zwei Zahlen teilerfremd und werden sie mit sich selbst multipliziert, dann sind die 
entstehenden Zahlen teilerfremd, und werden die gegebenen Zahlen mehrfach mit sich selbst 
multipliziert, dann sind alle zuletzt daraus entstehenden Zahlen teilerfremd, die aus der einen 
entstehenden zu den aus der anderen.

VII.30. 

Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist ihre Summe zu jeder von ihnen teilerfremd und ist die 
Summe zweier Zahlen zu einer von ihnen teilerfremd, dann sind beide teilerfremd.



VII.31. 

Primzahlen sind teilerfremd zu den Zahlen, die nicht ihre Vielfache sind.

VII.32. 

Ist das Produkt zweier Zahlen ein Vielfaches einer Primzahl, dann ist auch einer der Faktoren 
ein Vielfaches dieser Primzahl.

VII.33.

Jedes Produkt ist das Vielfache einer Primzahl.

VII.34. 

Jede Zahl ist selbst Primzahl oder ist das Vielfache einer Primzahl.

VII.35.

Zu beliebigen Zahlen die kleinsten finden, die im gleichen Verhältnis stehen.

VII.36. 

Zu zwei Zahlen die kleinste Zahl finden, die ihr gemeinsames Vielfaches ist.

VII.37.

Sind zwei Zahlen Teiler einer anderen, dann ist auch die kleinste Zahl, die ihr gemeinsames 
Vielfaches ist, Teiler dieser Zahl.

VII.38. 

Die kleinste Zahl finden, die gemeinsames Vielfaches dreier Zahlen ist.

VII.39. 

Der Teiler einer gegebenen Zahl ist Nenner eines Teils der Zahl, der ein Teiler der Zahl ist.

VII.40.

Der Teil einer Zahl hat einen Nenner, dessen Vielfaches die Zahl ist.

VII.41.

Den kleinsten gemeinsamen Nenner von Teilen gegebener Zahlen finden.

Buch VIII.

VIII.1.

Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind die erste und letzte Zahl 
teilerfremd, dann sind sie die kleinsten unter denen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen.

VIII.2.

Die kleinsten Zahlen finden, die in einem vorgegebenen Verhältnis stehen.

VIII.3.

Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind sie die kleinsten unter 
denen, die in diesem Verhältnis stehen, dann sind die erste und die letzte Zahl teilerfremd.

VIII.4.

Zu den kleinsten Zahlen in mehreren beliebigen Verhältnissen die kleinsten Zahlen finden, die 
in fortlaufender Proportion in den gegebenen Verhältnissen stehen.

VIII.5.

Das Verhältnis zweier Produkte ist gleich den multiplizierten Verhältnissen ihrer Faktoren.
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VIII.6.

Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die zweite keine Vielfache der 
ersten, ist keine Zahl Vielfache einer der anderen.

VIII.7.

Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die letze Zahl Vielfache der ersten, 
dann ist auch die zweite Zahl Vielfache der ersten.

VIII.8.

Können zwei Zahlen durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
ergänzt werden, dann können ebenso viele Zahlen zwischen zwei andere Zahlen, die im 
gleichen Verhältnis stehen, eingefügt und zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt 
werden.

VIII.9.

Können zwei teilerfremde Zahlen durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend gleichen
Proportion ergänzt werden, dann kann mit ebenso viele Zahlen die Eins und jede der beiden 
Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden.

VIII.10.

Kann jede von zwei Zahlen und die Eins durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt werden, dann können die beiden Zahlen durch Einfügen ebenso 
vieler Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden.

VIII.11.

Zwischen zwei Quadratzahlen kann eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
eingefügt werden, und es verhalten sich die Quadratzahlen wie das mit sich multiplizierte 
Verhältnis der Grundzahlen.

VIII.12.

Zwischen zwei Kubikzahlen können zwei Zahlen zu einer fortlaufenden Proportion eingefügt 
werden, und es verhalten sich die Kubikzahlen wie das dreimal als Faktor genommene 
Verhältnis der Grundzahlen.

VIII.13.

Werden mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion mit sich selbst multipliziert, stehen 
die Produkte gleichfalls in fortlaufend gleicher Proportion, werden diese mit den 
Anfangszahlen nochmals multipliziert, dann ebenfalls und auch dann, wenn dies wiederholt 
wird.

VIII.14.

Ist eine Quadratzahl Teiler einer anderen Quadratzahl, dann ist auch die Grundzahl der einen 
Teiler der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so sind es auch ihre 
Quadratzahlen.

VIII.15.

Ist eine Kubikzahl Teiler einer anderen Kubikzahl, dann ist auch die Grundzahl der einen Teiler
der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so sind es auch ihre Kubikzahlen.

VIII.16.

Sind zwei Quadratzahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind zwei 
Zahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Quadratzahlen.



VIII.17.

Sind zwei Kubikzahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind zwei Zahlen 
teilerfremd, dann sind es auch ihre Kubikzahlen.

VIII.18.

Ähnliche Produkte können mit einer eingefügten Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
ergänzt werden und ihr Verhältnis ist gleich dem der Quadratzahlen der Faktoren im gleichen 
Verhältnis.

VIII.19.

Ähnliche Produkte dreier Faktoren können mit zwei eingefügten Zahlen zu einer fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt werden und ihr Verhältnis ist wie das der Kubikzahlen der 
Faktoren im gleichen Verhältnis.

VIII.20.

Können zwei Zahlen mit einer eingefügten Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
ergänzt werden, dann sind sie ähnliche Produkte.

VIII.21.

Können zwei Zahlen mit zwei eingefügten Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
ergänzt werden, sind sie ähnliche Produkte dreier Faktoren.

VIII.22.

Stehen drei Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine Quadratzahl, dann 
ist auch die dritte eine Quadratzahl.

VIII.23.

Stehen vier Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine Kubikzahl, dann ist 
auch die vierte eine Kubikzahl.

VIII.24.

Ist das Verhältnis zweier Zahlen wie das zweier Quadratzahlen und ist die erste eine 
Quadratzahl, dann ist auch die andere eine Quadratzahl.

VIII.25.

Ist das Verhältnis zweier Zahlen wie das zweier Kubikzahlen und ist die erste eine Kubikzahl, 
dann ist auch die andere eine Kubikzahl.

VIII.26.

Ein Produkt steht zu einem ähnlichen Produkt in einem Verhältnis wie Quadratzahlen 
zueinander.

VIII.27.

Ein Produkt dreier Faktoren steht zu einem ähnlichen Produkt in einem Verhältnis wie 
Kubikzahlen zueinander.

Buch IX.

IX.1.

Das Produkt ähnlicher Produkte ist eine Quadratzahl.

IX.2.

Zwei Zahlen, deren Produkt eine Quadratzahl ist, sind ähnliche Produkte. 
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IX.3.

Eine Kubikzahl mit sich multipliziert ergibt eine Kubikzahl.

IX.4.

Das Produkt zweier Kubikzahlen ist eine Kubikzahl.

IX.5.

Eine Zahl, die mit einer Kubikzahl multipliziert eine Kubikzahl ergibt, ist eine Kubikzahl.

IX.6.

Eine Zahl, die mit sich multipliziert eine Kubikzahl ergibt, ist eine Kubikzahl. 

IX.7.

Die Multiplikation eines Produktes mit einer beliebigen Zahl ergibt stets ein Produkt aus drei 
Faktoren.

IX.8.

In einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, ist das dritte Glied und
jedes darauf  mit einem Glied Abstand folgende eine Quadratzahl, ist das vierte Glied und jedes
darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgende eine Kubikzahl und ist das siebte Glied und jedes 
darauf  mit fünf  Gliedern Abstand folgende Quadrat- und Kubikzahl zugleich.

IX.9.

Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die Eins 
folgende Glied eine Quadratzahl, dann sind alle folgenden Glieder Quadratzahlen, ist es eine 
Kubikzahl, dann sind alle folgenden Glieder Kubikzahlen.

IX.10.

Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die Eins 
folgende Glied keine Quadratzahl, dann sind keine anderen Glieder Quadratzahlen, als das 
dritte und die darauf  mit einem Glied Abstand folgenden, und ist das auf  die Eins folgende 
Glied keine Kubikzahl, dann sind keine anderen Glieder Kubikzahlen, als das vierte und die 
darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgenden.

IX.11.

In einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, ist jedes größere Glied 
so oft Vielfache eines kleineren Glieds wie eines der kleineren Glieder angibt.

IX.12.

Eine Primzahl, die Teiler des letzten Glieds einer fortlaufend gleichen Proportion ist, deren 
erstes Glied die Eins ist, ist auch Teiler des Glieds, das auf  die Eins folgt.

IX.13.

Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die Eins 
folgende Glied eine Primzahl, dann hat das letzte Glied keine anderen Teiler als die Zahlen, die 
in der Proportion vor ihm stehen. 

IX.14.

Das kleinste Produkt aus Primzahlen hat keine anderen Teiler als diese Primzahlen.

IX.15.

Von drei Zahlen einer fortlaufend gleichen Proportion in kleinstmöglichen Zahlen, ist die 
Summe zweier beliebiger Glieder teilerfremd zum dritten Glied.



IX.16.

Sind zwei Zahlen teilerfremd, gibt es keine Zahl, die zur zweiten Zahl im gleichen Verhältnis 
steht wie die erste zur zweiten.

IX.17.

Sind das erste und das letzte Glied einer fortlaufend gleichen Proportion teilerfremd, gibt es 
keine Zahl, die zum letzten Glied im gleichen Verhältnis steht wie das erste zum zweiten.

IX.18.

Zu zwei Zahlen, wenn möglich, die dritte Zahl zur fortlaufend gleichen Proportion finden.

IX.19.

Zu drei Zahlen, wenn möglich, die vierte Zahl finden, zu der sich die dritte verhält wie die erste
zur zweiten.

IX.20.

Die Anzahl der Primzahlen ist größer als jede Zahl, die vorgelegt wird.

IX.21.

Die Summe gerader Zahlen ist gerade.

IX.22.

Die Summe einer geraden Anzahl ungerader Zahlen ist gerade.

IX.23.

Die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ist ungerade.

IX.24.

Wird von einer geraden Zahl eine gerade Zahl subtrahiert, ist der Rest gerade.

IX.25.

Wird von einer geraden Zahl eine ungerade Zahl subtrahiert, ist der Rest ungerade.

IX.26.

Wird von einer ungeraden Zahl eine ungerade Zahl subtrahiert, ist der Rest gerade.

IX.27.

Wird von einer ungeraden Zahl eine gerade Zahl subtrahiert, ist der Rest ungerade.

IX.28.

Das Produkt einer ungeraden Zahl mit einer geraden ist gerade.

IX.29.

Das Produkt ungerader Zahlen ist ungerade.

IX.30.

Ist eine gerade Zahl Vielfache einer ungeraden Zahl, dann ist auch ihre Hälfte Vielfache der 
ungeraden Zahl.

IX.31.

Ist eine ungerade Zahl teilerfremd zu einer andern, dann ist sie auch teilerfremd zu deren 
Doppeltem.

IX.32.

Keine, von der Zahl Zwei ausgehend, durch fortgesetzte Verdopplung sich ergebende Zahl ist 
gerademal ungerade.



IX.33.

Keine Zahl, deren Hälfte ungerade ist, ist gerademal gerade.

IX.34.

Ergibt sich eine gerade Zahl, deren Hälfte gerade ist, nicht durch fortgesetzte Verdopplung von
der Zwei ausgehend, dann ist sie gerademal gerade und gerademal ungerade.

IX.35.

Wird vom zweiten und vom letzten Glied einer fortlaufend gleichen Proportion eine Zahl 
gleich dem ersten Glied subtrahiert, dann verhält sich der Rest des zweiten zum ersten Glied 
wie der Rest des letzten Glieds zur Summe aus den übrigen Gliedern.

IX.36.

Ist die Summe der Zahlen, die sich, beginnend mit der Eins, durch fortgesetzte Verdopplung 
ergeben, eine Primzahl, dann ist das Produkt aus dieser Summe mit der letzten dieser Zahlen 
eine vollkommene Zahl.

Buch X.

X.1.

Wird von der größeren von zwei ungleichen Größen mehr als die Hälfte weggenommen und 
vom Rest wiederum mehr als die Hälfte und wird dieses fortgesetzt, dann wird sich ein Rest 
ergeben, der kleiner als die kleinere der beiden Größen ist.

X.2.

Wird von zwei ungleiche Größen immer wieder die kleinere von der größeren weggenommen, 
und bleibt kein Rest, der Teiler des ihm vorhergehenden ist, dann sind die beiden Größen 
inkommensurabel.

X.3.

Zu zwei kommensurablen Größen die größte gemeinsame Maßeinheit finden.

X.4.

Zu drei kommensurablen Größen die größte gemeinsame Maßeinheit finden.

X.5.

Kommensurable Größen stehen in einem gleichen Verhältnis wie (natürliche) Zahlen.

X.6.

Größen, die in einem gleichen Verhältnis stehen wie Zahlen, sind kommensurabel.

X.7.

Inkommensurable Größen stehen nicht in einem Verhältnis zueinander wie Zahlen.

X.8.

Stehen Größen nicht in einem Verhältnis zueinander wie Zahlen, sind sie inkommensurabel.

X.9.

Sind Strecken der Länge nach kommensurabel, dann verhalten sich die Quadrate über ihnen 
wie Quadratzahlen, und verhalten sich Quadrate wie Quadratzahlen, dann sind ihre Seiten der 
Länge nach kommensurabel.
Sind Strecken der Länge nach inkommensurabel, dann stehen die Quadrate über ihnen 
zueinander nicht in einem Verhältnis wie Quadratzahlen, und stehen Quadrate zueinander nicht
in einem Verhältnis wie Quadratzahlen, dann sind ihre Seiten der Länge nach 
inkommensurabel.
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X.10.

Zu einer Strecke eine der Länge nach inkommensurable Strecke und eine andere, der Länge 
nach und im Quadrat inkommensurable, Strecke finden.

X.11.

Stehen vier Größen in Proportion und sind die erste und die zweite kommensurabel, dann sind 
es auch die dritte und die vierte und sind die erste und die zweite Größe inkommensurabel, 
dann sind es auch die dritte und die vierte.

X.12.

Die Größen, die zu einer Größe kommensurabel sind, sind kommensurabel.

X.13

Ist eine von zwei Größen zu einer weiteren kommensurabel, die andere jedoch 
inkommensurabel, dann sind die beiden Größen zueinander inkommensurabel.

X.14.

Ist von zwei kommensurablen Größen eine zu einer dritten Größe inkommensurabel, dann ist 
auch die andere zu ihr inkommensurabel.

Lemma X.15.:

Zu zwei ungleichen Strecken das Quadrat finden um das das Quadrat über der einen größer ist 
als das Quadrat über der anderen.

X.15. 

Ist bei vier Strecken in Proportion das Quadrat über der ersten um ein Quadrat größer als das 
Quadrat über der zweiten, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur ersten Strecke ist, 
dann ist auch das Quadrat über der dritten um eine Quadrat größer als das Quadrat über der 
vierten, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur dritten Strecke ist. 

Ist dagegen das Quadrat über der ersten um ein Quadrat größer als das Quadrat über der 
zweiten, dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zur ersten Strecke ist, dann ist auch das 
Quadrat über der dritten Strecke um ein Quadrat größer als das Quadrat über der vierten, 
dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zur dritten Strecke ist.

X.16. 

Werden zwei kommensurable Strecken zusammengesetzt, ist die ganze Strecke zu jeder von 
beiden kommensurabel, und ist eine aus zwei Strecken zusammengesetzte Strecke zu einer der 
beiden kommensurabel, dann sind die beiden Strecken kommensurabel.

X.17. 

Werden zwei inkommensurable Strecken zusammengesetzt, ist die ganze Strecke zu jeder von 
beiden inkommensurabel, und ist eine aus zwei Strecken zusammengesetzte Strecke zu einer 
der beiden inkommensurabel, dann sind die beiden Strecken inkommensurabel.

Lemma X.18.:

Wird von einem Rechteck das Quadrat über einer Seite abgeteilt, dann ist das übrige Rechteck 
gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der geteilten Seite.



X.18.

Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck 
über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich einem Viertel des 
Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in der Länge nach kommensurable Teile 
geteilt, dann ist das Quadrat über der größere Strecke um ein Quadrat, dessen Seite der Länge 
nach kommensurabel zu ihr ist, größer als das Quadrat über der kleineren.

Ist das Quadrat über der größeren von zwei ungleichen Strecken um ein Quadrat, dessen Seite 
kommensurabel zur größeren Strecke ist, größer als das Quadrat über der kleineren, dann wird 
durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck über der größeren Strecke, das 
verringert um das abgeteilte Quadrat einem Viertel des Quadrats über der kleineren gleich ist, 
die geteilte Strecke in der Länge nach kommensurable Teile geteilt. 

X.19. 

Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite eines 
Rechtecks über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich einem 
Viertel des Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in zwei der Länge nach 
inkommensurable Teile geteilt, dann ist das Quadrat über der größere Strecke um ein Quadrat, 
dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zu ihr ist, größer als das Quadrat über der 
kleineren.

Ist das Quadrat über der größeren von zwei ungleichen Strecken um ein Quadrat, dessen Seite 
inkommensurabel zur größeren Strecke ist, größer als das Quadrat über der kleineren dann wird
durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck über der größeren, das verringert 
um das abgeteilte Quadrat einem Viertel des Quadrats über der kleineren gleich ist, die geteilte 
Strecke in der Länge nach inkommensurable Teile geteilt. 

Lemma X.20.

Wie gezeigt, sind alle der Länge nach kommensurablen Strecken auch im Quadrat 
kommensurabel, aber nicht alle im Quadrat kommensurablen Strecken sind auch 
kommensurabel der Länge nach, sondern können der Länge nach kommensurabel oder 
inkommensurabel sein.

Deshalb sind rationale Strecken, der Länge nach und im Quadrat kommensurabel, und sind 
Strecken, die im Quadrat kommensurabel, der Länge nach aber inkommensurabel sind, 
quadriert rational. 

X.20.

Ein Rechteck aus den kommensurablen Seiten rationaler oder quadriert rationaler Länge ist 
rational.

X.21.

Wird auf  einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke ein rationales Rechteck errichtet, 
dann sind seine Länge und Breite der Länge nach kommensurabel.

X.22.

Ein Rechteck aus quadriert rationalen Strecken, die nur im Quadrat kommensurabel sind, ist 
irrational; die Seite des Quadrats, das ihm gleich ist, hat eine irrationale Länge, die biquadriert 
rational genannt wird.

Lemma X.23.

Die erste von zwei Strecken verhält sich zur zweiten wie das Quadrat über der ersten zum 
Rechteck aus den beiden Strecken.



X.23.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das einem Quadrat über einer 
biquadriert rationalen Strecke gleich ist, dann sind seine Seiten der Länge nach 
inkommensurabel.

X.24. 

Ist eine biquadriert rationale Strecke zu einer anderen kommensurabel, dann ist sie biquadriert 
rational.

Lemma X.25.

Entsprechend, wie für quadriert rationale Strecken [Lemma X.19.] erklärt, sind nicht alle 
Strecken, die im Biquadrat kommensurabel sind, auch im Quadrat kommensurabel, wie diese 
nicht alle der Länge nach kommensurabel sind, aber alle Strecken, die der Länge nach 
kommensurabel sind, da auch im Quadrat kommensurabel, sind auch im Biquadrat 
kommensurabel.

Ist eine Strecke der Länge nach kommensurabel zu einer irrationalen Strecke, dann ist sie auch 
im Quadrat und im Biquadrat zu ihr kommensurabel, ist sie aber nur im Quadrat zu ihr 
kommensurabel, dann auch im Biquadrat.

X.25.

Ein Rechteck aus biquadriert rationalen Strecken, die der Länge nach kommensurabel sind, ist 
quadriert rational.

X.26.

Ein Rechteck aus biquadriert rationalen Strecken, die nur im Quadrat kommensurabel sind, ist 
entweder rational oder quadriert rational.

X.27.

Eine quadriert rationale Größe ist nicht um eine rationale Größe größer als eine andere 
quadriert rationale.

X.28.

Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind und ein 
rationales Rechteck ergeben.

X.29. 

Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind und ein 
quadriert rationales Rechteck ergeben.

Lemma X.30.1

Zwei Quadratzahlen finden, deren Summe eine Quadratzahl ist.

Lemma X.30.2

Zwei Quadratzahlen finden, deren Summe keine Quadratzahl ist.

X.30.

Zwei im Quadrat kommensurable Strecken finden, deren größere im Quadrat um ein Quadrat 
über einer zu ihr der Länge nach kommensurablen Strecke größer ist als das Quadrat über der 
kleineren.

X.31. 

Zwei im Quadrat kommensurable Strecken finden, deren größere im Quadrat um ein Quadrat 
über einer zu ihr der Länge nach inkommensurablen Strecke größer ist als das Quadrat über der
kleineren.



X.32.

Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind und ein 
rationales Rechteck ergeben, so dass das Quadrat über der größeren um ein Quadrat, dessen 
Seite der Länge nach kommensurabel zur größeren ist, größer ist als das Quadrat über der 
kleineren.

X.33.

Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind und ein 
quadriert rationales Rechteck ergeben, so dass das Quadrat über der größeren um ein Quadrat, 
dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur größeren ist, größer ist als das Quadrat über 
der kleineren.

Lemma X.34.
Wird im Dreieck ABC mit rechtem Winkel in A die Senkrechte AD errichtet, 
dann, sage ich, 
ist das Rechteck aus CB mit BD gleich dem Quadrat über BA, 
ist das Rechteck aus BC mit CD gleich dem Quadrat über CA, 
ist das Rechteck aus BD mit DC gleich dem Quadrat über AD und 
ist das Rechteck aus BC mit AD gleich dem Rechteck aus BA mit AC.

X.34.

Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate rational ist 
und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben.

X.35.

Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate quadriert 
rational ist und die ein rationales Rechteck ergeben.

X.36.

Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate quadriert 
rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, das zur Summe der Quadrate 
inkommensurabel ist.

Buch X.  2.Teil.

X.37

Werden zwei nur im Quadrat kommensurable Strecken zusammengesetzt, dann ist die ganze 
Strecke irrational und wird eine quadriert kommensurabel binomische Strecke genannt.

X.38.

Werden zwei biquadriert rationale Strecken zusammengesetzt, die im Quadrat kommensurabel 
sind und ein rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze Strecke irrational und wird 
binomisch primär irrational genannt.

X.39. 

Werden zwei biquadriert rationale Strecken zusammengesetzt, die im Quadrat kommensurabel 
sind und ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze Strecke irrational und 
wird binomisch sekundär irrational genannt.

X.40.

Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe ihrer 
Quadrate rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze 
Strecke irrational und wird konjugiert binomisch genannt.
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X.41.

Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe ihrer 
Quadrate quadriert rational ist und die ein rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze 
Strecke irrational und wird konjugiert binomisch primär irrational genannt.

X.42.

Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe ihrer 
Quadrate quadriert rational ist und die ein, zu ihr inkommensurables, quadriert rationales 
Rechteck ergeben, dann ist die ganze Strecke irrational und wird konjugiert binomisch sekundär
irrational genannt.

Lemma X.43.
Wird eine Strecke AB in C und auch in D in jeweils zwei ungleiche Teile so geteilt, dass AC 
größer als DB ist, dann, sage ich, ist die Summe der Quadrate über AC und CB größer als die 
Summe der Quadrate über AD und DB.

X.43.
Eine quadriert kommensurabel binomische Strecke lässt sich nur in einem Punkt in Strecken 
aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind.

X.44.
Eine binomisch primär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in biquadriert rationale 
Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind und ein rationales Rechteck ergeben.

X.45.
Eine binomisch sekundär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in biquadriert 
rationale Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind und ein quadriert rationales 
Rechteck ergeben.

X.46.
Eine konjugiert binomische Strecke lässt sich nur in einem Punkt in Strecken aufteilen, deren 
Summe ihrer Quadrate rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben.

X.47.

Eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in Strecken 
aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein rationales Rechteck 
ergeben.

X.48.

Eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in 
Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein, zu ihr 
inkommensurables, quadriert rationales Rechteck ergeben.

Lemma X.49.

Unterteilung der quadriert binomischen Strecken.

X.49. 

Eine quadriert binomische Strecke erster Art finden.

X.50.

Eine quadriert binomische Strecke zweiter Art finden.

X.51.

Eine quadriert binomische Strecke dritter Art finden.



X.52.

Eine quadriert binomische Strecke vierter Art finden.

X.53.

Eine quadriert binomische Strecke fünfter Art finden.

X.54.

Eine quadriert binomische Strecke sechster Art finden.

Lemma X.55.

Werden zwei Quadrate AB, BC so aneinandergelegt, dass jeweils die Seiten DB und BE und die
Seiten FB und BG auf  einer Geraden liegen und wird das Parallelogramm AC vervollständigt, 
dann, sage ich, ist AC ein Quadrat und verhält sich DG zu AB, BC und verhält sich DC zu AC, 
CB wie die mittlere Größe in fortlaufend gleicher Proportion.

X.55. 

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke erster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel 
binomischen Strecke.

X.56.

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke zweiter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, binomisch 
primär irrational ist.

X.57.

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomische Strecke dritter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, binomisch 
sekundär irrational ist.

X.58.

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert 
binomisch ist.

X.59. 

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke fünfter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert 
binomisch primär irrational ist.

X.60.

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke sechster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert 
binomisch sekundär irrational ist.

Lemma X.61.

Wird eine Strecke in ungleiche Teile geteilt, dann ist die Summe ihrer Quadrate größer als das 
doppelte Rechteck, das sie ergeben.

X.61.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer quadriert 
kommensurabel binomischen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische 
Strecke erster Art. 



X.62.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
binomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische 
Strecke zweiter Art.

X.63.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
binomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische 
Strecke dritter Art.

X.64.
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
binomischen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische Strecke vierter Art.

X.65. 
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
binomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische 
Strecke fünfter Art.

X.66.
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
binomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine Breite eine quadriert binomische 
Strecke sechster Art.

X.67.
Eine Strecke, die zu einer quadriert binomischen Strecke der Länge nach kommensurabel ist, ist
eine quadriert binomische Strecke gleicher Art.

X.68.
Eine Strecke, die zu einer binomisch primär oder sekundär irrationalen Strecke kommensurabel 
ist, ist ebenso binomisch primär oder sekundär irrational.

X.69.
Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomischen Strecke der Länge nach kommensurabel ist, 
ist eine konjugiert binomische Strecke.

X.70.
Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke der Länge nach 
kommensurabel ist, ist eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke.

X.71.

Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke der Länge nach 
kommensurabel ist, ist eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke.

X.72.
Eine rationale und eine quadriert rationale Fläche zusammen sind gleich dem Quadrat über 
einer von vier verschiedenen binomischen Strecken, der quadriert kommensurabel binomischen
und der binomisch primär irrationalen, der konjugiert binomischen oder der konjugiert 
binomisch primär irrationalen Strecke.

X.73.
Zwei quadriert rationale Flächen zusammen sind gleich einem Quadrat über einer von zwei 
verschiedenen binomischen Strecken, der binomisch sekundär irrationalen oder der konjugiert 
binomisch sekundär irrationalen Strecke.



Buch X, 3.Teil.

 

Wird von einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu 
ihr nur im Quadrat kommensurabel ist, dann ist die restliche Strecke irrational und wird 
quadriert kommensurabel apotomisch genannt.

X.75.

Wird von einer biquadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im 
Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales Rechteck ergibt, dann ist die restliche 
Strecke irrational und wird apotomisch primär irrational genannt.

X.76. 

Wird von einer biquadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im 
Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert rationales Rechteck ergibt, dann ist die 
restliche Strecke irrational und wird apotomisch sekundär irrational genannt.

X.77. 

Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat inkommensurabel 
ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken rational ist und die beiden 
Strecken ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist die restliche Strecke irrational und 
wird konjugiert apotomisch genannt.

X.78.

Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat inkommensurabel 
ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken quadriert rational ist und die 
beiden Strecken ein rationales Rechteck ergeben, dann ist die restliche Strecke irrational und 
wird konjugiert apotomisch primär irrational genannt.

X.79.

Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat inkommensurabel 
ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken quadriert rational ist und die 
beiden Strecken ein quadriert rationales Rechteck ergeben, das zur Summe der Quadrate 
inkommensurabel ist, dann ist die restliche Strecke irrational und wird konjugiert apotomisch 
sekundär irrational genannt.

X.80.

Zu jeder apotomischen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur ganzen Strecke im 
Quadrat kommensurabel ist.

X.81. 

Zu jeder apotomisch primär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur 
ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales Rechteck ergibt.X.82.

Zu jeder apotomisch sekundär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur 
ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert rationales Rechteck 
ergibt.

X.82. 
Zu jeder apotomisch sekundär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur 
ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert rationales Rechteck 
ergibt.



X.83.

Zu jeder konjugiert apotomischen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur ganzen 
Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe ihrer Quadrate rational und das 
sich mit ihr ergebende Rechteck quadriert rational ist.

X.84.

Zu jeder konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke,
die zur ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe ihrer Quadrate 
quadriert rational und das sich mit ihr ergebende Rechteck rational ist.

X.85. 
Zu jeder konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende 
Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe der 
Quadrate über ihnen quadriert rational ist und sie mit ihr ein quadriert rationales Rechteck 
ergibt, das zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist.

Lemma X.86,

Unterteilung der quadriert apotomischen Strecken.

X.86. 

Eine quadriert apotomische Strecke erster Art finden.

X.87.

Eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art finden.

X.88.

Eine quadriert apotomische Strecke dritter Art finden.

X.89.

Eine quadriert apotomische Strecke vierter Art finden.

X.90.

Eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art finden.

X.91. 

Eine quadriert apotomische Strecke sechster Art finden.

X.92. 

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke erster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel 
apotomischen Strecke.

X.93. 

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke zweiter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer apotomisch primär irrationalen 
Strecke.

X.94.

Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke dritter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer apotomisch sekundär irrationalen 
Strecke.

X.95.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomischen Strecke.



X.96.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke fünfter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch primär 
irrationalen Strecke.

X.97.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke sechster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch sekundär 
irrationalen Strecke.

X.98.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer quadriert 
kommensurabel apotomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke erster Art.

X.99.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
apotomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke zweiter Art.

X.100. 

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke dritter Art.

X.101. 

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
apotomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert apotomische Strecke 
vierter Art.

X.102. 

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
apotomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke fünfter Art.

X.103.

Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer konjugiert
apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke sechster Art.

X.104.

Eine Strecke, die zu einer quadriert kommensurabel apotomischen Strecke der Länge nach 
kommensurabel ist, ist eine quadriert kommensurabel apotomische Strecke.

X.105.

Eine Strecke, die entweder zu einer apotomisch primär oder zu einer apotomisch sekundär 
irrationalen Strecke kommensurabel ist, ist ebenfalls entweder apotomisch primär oder 
apotomisch sekundär irrational.

X.106.

Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomischen Strecke kommensurabel ist, ist konjugiert 
apotomisch.



X.107.
Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke kommensurabel ist,
ist konjugiert apotomisch primär irrational.

X.108.
Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke kommensurabel 
ist, ist konjugiert apotomisch sekundär irrational.

X.109. 
Wird von einem rationalen Rechteck ein quadriert rationales Rechteck weggenommen, ist das 
restliche Rechteck irrational und gleich dem Quadrat entweder über einer quadriert 
kommensurabel apotomischen oder über einer konjugiert apotomischen Strecke.

X.110. 
Wird von einem quadriert rationalen Rechteck ein rationales Rechteck weggenommen, dann ist 
das restliche Rechteck irrational und gleich dem Quadrat entweder über einer apotomisch 
primär irrationalen oder über einer konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke.

X.111.
Wird von einem quadriert rationalen Rechteck ein dazu inkommensurables, quadriert rationales 
Rechteck weggenommen, dann ist das restliche Rechteck irrational und gleich dem Quadrat 
entweder über einer apotomisch sekundär irrationalen oder über einer konjugiert apotomisch 
sekundär irrationalen Strecke.

X.112.

Eine apotomische Strecke ist keiner binomischen Strecke gleich.

X.112, Corollar:

Keine der benannten apotomischen und irrationalen Strecken kann eine Strecke der anderen 
Benennungen sein.

X.113.

Ist die eine Seite eines rationales Rechtecks eine binomische Strecke, dann ist die andere Seite 
eine apotomische Strecke, die als quadriert apotomische Strecke von der gleichen Art ist wie die
andere als quadriert binomische Strecke, wobei ihre Teilstrecken zueinander kommensurabel 
sind und im gleichen Verhältnis stehen.

X.114.

Ist die eine Seite eines rationales Rechtecks eine apotomische Strecke, dann ist die andere Seite 
eine binomische Strecke, die als quadriert binomische Strecke von der gleichen Art ist wie die 
andere als quadriert apotomische Strecke, wobei ihre Teilstrecken zueinander kommensurabel 
sind und im gleichen Verhältnis stehen.

X.115.

Ein Rechteck aus einer apotomischen Strecke mit einer binomischen Strecke, deren eine 
Teilstrecken kommensurabel zu den Teilstrecken der anderen sind und in gleichen Verhältnissen
stehen, ist rational.

X.116.

Von einer quadriert rationalen Strecke ausgehend können unbegrenzt viele irrationale Strecken 
gebildet werden, die ihr und einander nicht gleichen.

X.117. 

Die Diagonale eines Quadrats ist zu seiner Seite der Länge nach inkommensurabel.



Buch XI.

XI.1.
Eine Gerade liegt in einer Ebene und nicht zum Teil nicht in ihr.

XI.2.
Zwei Gerade, deren eine die andere schneidet, liegen in einer Ebene und es liegen alle Dreiecke 
jeweils in einer Ebene.

XI.3.
Zwei Ebenen, deren eine die andere schneidet, schneiden sich in einer Geraden, die beiden 
gemeinsam ist.

XI.4.

Bildet eine Gerade mit zwei Geraden in ihrem Schnittpunkt rechte Winkel, dann steht sie 
senkrecht zur Ebene, in der die Geraden liegen.

XI.5.

Drei Gerade, in deren gemeinsamen Schnittpunkt eine Senkrechte errichtet ist, liegen in 
derselben Ebene.

XI.6.

Zwei zur selben Ebene senkrechte Gerade sind parallel.

XI.7.

Die Gerade durch zwei beliebige Punkte auf  Parallelen liegt in der Ebene der Parallelen.

XI.8.

Steht eine von zwei Parallelen senkrecht zu einer Ebene, dann steht auch die andere senkrecht 
zu derselben Ebene.

XI.9.

Gerade sind parallel, die einer anderen parallel sind, auch wenn sie nicht mit ihr in derselben 
Ebene liegen. 

XI.10.

Zwei sich schneidende Gerade, die schneidenden Geraden einer anderen Ebene parallel sind, 
bilden gleiche Winkel.

XI.11.

Auf  einer Ebene die Senkrechte durch einen nicht in ihr liegenden Punkt errichten.

XI.12.

An einem Punkt einer Ebene die Senkrechte errichten.

XI.13.

Durch denselben Punkt einer Ebene können nicht zwei Senkrechte gezogen werden.

XI.14.

Ebenen, zu denen dieselbe Gerade senkrecht steht, sind parallel.

XI.15.

Sind zwei sich schneidende Gerade einer Ebene den Geraden einer anderen Ebene parallel, 
dann sind die Ebenen parallel.

XI.16.

Die Schnittgeraden in parallelen Ebenen, die von einer Ebene geschnitten werden, sind parallel.
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XI.17.

Die Abschnitte der Geraden, die von parallelen Ebenen geschnitten werden, stehen im gleichen
Verhältnis.

XI.18.

Die Ebenen, in denen eine Senkrechte zu einer Ebene liegt, stehen senkrecht zu dieser Ebene.

XI.19.

Die Schnittgerade von Ebenen, die senkrecht zu einer Ebene stehen, steht senkrecht zu dieser 
Ebene.

XI.20.

Im Raumwinkel, der von drei ebenen Winkeln gebildet wird, sind je zwei Winkel zusammen 
größer als der dritte.

XI.21.

Die ebenen Winkel, die einen Raumwinkel bilden, sind zusammen kleiner als vier rechte 
Winkel.

XI.22.

Drei Strecken über denen ebene Winkel errichtet sind, von denen je zwei zusammen größer 
sind als der dritte und die jeweils von gleichen Strecken eingeschlossen werden, sind den Seiten 
eines Dreiecks gleich. 

XI.23.

Aus drei ebenen Winkeln, die zusammen kleiner als vier rechte Winkel sind und von denen je 
zwei zusammen größer sind als der dritte, einen Raumwinkel bilden.

Lemma XI.23.

Zu zwei gegebenen Strecken diejenige finden, die um das Quadrat der einen kleiner ist als das 
Quadrat der anderen.

XI.24.

Die gegenüberliegenden Flächen eines Körpers, der in Länge, Breite und Höhe zwischen 
parallelen Ebenen liegt, sind gleiche und ähnliche Parallelogramme.

XI.25.

Von den durch eine, zu einer der gegenüberliegenden Flächen eines Parallelepipeds parallelen, 
es schneidende Ebene abgeteilten Körpern verhält sich einer zum andern wie seine 
Grundfläche zur andern.

XI.26.

An einer Geraden in einem gegebenen Punkt einen Raumwinkel anlegen, der einem gegebenen 
gleich ist.

XI.27.

An einer Strecke ein Parallelepiped, das einem gegebenen ähnlich ist, ähnlich errichten.

XI.28.

Ein Parallelepiped, das von einer Ebene geschnitten wird, in der die Diagonalen zweier 
gegenüberliegender Flächen liegen, wird dadurch in zwei gleiche Teile geteilt.

XI.29.

Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten dieselben Geraden schneiden, 
sind gleich.



XI.30.

Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten nicht dieselben Geraden 
schneiden, sind gleich.

XI.31.

Parallelepipede gleicher Grundfläche und Höhe sind gleich.

XI.32.

Gleich hohe Parallelepipede stehen im gleichen Verhältnis wie ihre Grundflächen.

XI.33.

Ähnliche Parallelepipede stehen im gleichen Verhältnis wie Kuben über entsprechenden ihrer 
Kanten.

XI.34.

Die Grundflächen gleicher Parallelepipede stehen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen und 
Parallelepipede, der Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen, sind gleich.

XI.35.

Die Winkel, die von Geraden gebildet werden, die jeweils über zwei einen gleichen Winkel 
bildenden Geraden durch deren Schnittpunkt verlaufen und mit ihnen gleiche Winkel 
einschließen, mit den Geraden durch ihre Schnittpunkte und die Fußpunkte der Senkrechten in 
beliebigen ihrer Punkte zu den Ebenen, in denen jene Geraden liegen, sind gleich.

XI.36.

Das Parallelepiped, dessen Kanten gleich drei Strecken sind, die in fortlaufend gleicher 
Proportion stehen, ist gleich dem gleichseitigen Parallelepiped mit den gleichen Winkeln, dessen
Kanten gleich der mittleren Strecke sind.

XI.37.

Vier ähnliche und ähnlich errichtete parallelepipede Körper, deren Kanten vier Strecken gleich 
sind, die in Proportion stehen, stehen in Proportion und die Strecken, die den Kanten von vier 
ähnlichen und ähnlich errichteten, in Proportion stehenden parallelepipeden Körpern gleich 
sind, stehen in Proportion.

XI.38.

Werden die gegenüberliegenden Seiten eines Würfels von schneidenden Ebenen jeweils in zwei 
gleiche Teile geteilt, dann wird die Diagonale des Würfels von den Ebenen und wird die 
Schnittgerade der Ebenen von der Diagonalen in zwei gleiche Teile geteilt. 

XI.39.

Zwei Prismen gleicher Höhe, wovon das eine ein Parallelogramm und das andere ein Dreieck 
zur Grundfläche hat, wobei das Parallelogramm das Doppelte des Dreiecks ist, sind gleich.



Buch XII.

XII.1.

Ähnliche Polygone, die einem Kreis einbeschrieben sind, stehen im Verhältnis der Quadrate 
über den Durchmessern der Kreise.

XII.2.

Kreise stehen im Verhältnis der Quadrate über ihren Durchmessern.

XII.3.

Jede Pyramide auf  dreieckiger Grundfläche lässt sich in zwei gleiche, der ganzen ähnliche 
Pyramiden und in zwei gleiche Prismen aufteilen, die zusammen größer als die Hälfte der 
Pyramide sind.

XII.4.

Werden zwei gleich hohe Pyramiden mit dreieckiger Grundfläche jeweils in zwei gleiche, der 
ganzen ähnliche Pyramiden und in zwei gleiche Prismen aufgeteilt, dann verhält sich die 
Grundfläche der einen Pyramide zur Grundfläche der anderen wie alle Prismen zusammen in 
der einen zu allen Prismen zusammen in der anderen Pyramide auch dann, wenn die Aufteilung
der aufgeteilten Pyramiden auf  gleiche Weise fortgesetzt wird.

XII.5.

Gleich hohe Pyramiden auf  dreieckiger Grundfläche stehen im Verhältnis ihrer Grundflächen.

XII.6.

Pyramiden gleicher Höhe, deren Grundflächen Polygone sind, stehen im Verhältnis ihrer 
Grundflächen.

XII.7.

Jedes Prisma ist in drei gleiche Pyramiden mit dreieckiger Grundfläche aufteilbar.

XII.8.

Ähnliche Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen stehen im Verhältnis der Kuben über 
entsprechenden Kanten.

XII.9.
Die Grundflächen gleicher Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen stehen im umgekehrten 
Verhältnis ihrer Höhen und die Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen, deren Grundflächen 
im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen, sind gleich.
XII.10.

Jeder Kegel ist dem Drittel eines Zylinders mit gleicher Grundfläche und Höhe gleich.

XII.11.

Sowohl Kegel wie Zylinder gleicher Höhe stehen im Verhältnis ihrer Grundflächen.

XII.12.

Sowohl ähnliche Kegel wie ähnliche Zylinder stehen im Verhältnis der Kuben über den 
Durchmessern ihrer Grundflächen.

XII.13.

Wird ein Zylinder von einer schneidenden, zu den Grundflächen parallelen Ebene geteilt, dann 
stehen die abgeteilten Achsen im Verhältnis der abgeteilten Zylinder.

XII.14.

Sowohl Kegel wie Zylinder mit gleichen Grundflächen stehen im Verhältnis ihrer Höhen.
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XII.15.

Die Grundflächen gleicher Kegel und gleicher Zylinder stehen im umgekehrten Verhältnis ihrer
Höhen und Kegel und Zylinder, deren Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen 
stehen, sind gleich.

XII.16.

In den größeren von zwei Kreisen um denselben Mittelpunkt ein Polygon gerader Seitenzahl 
einbeschreiben, das den kleineren nicht berührt.

XII.17.

In die größere von zwei Kugeln um denselben Mittelpunkt ein Polyeder einbeschreiben, das die
kleinere nicht berührt.

Zusatz XII.17 
Das Polyeder, das der Kugel BCDE einbeschrieben ist, steht zu einem ähnlichen Polyeder, das 
einer anderen Kugel mit dem Mittelpunkt A einbeschrieben wird, im Verhältnis des Kubus über
dem Durchmesser der Kugel BCDE zum Kubus über dem Durchmesser der anderen Kugel.

XII.18.

Kugeln stehen im Verhältnis der Kuben über ihren Durchmessern.

Buch XIII.

XIII.1.
Das Quadrat über der Strecke aus dem größeren Teil einer in stetiger Teilung geteilten Strecke 
zusammen mit der Hälfte der Strecke ist gleich dem fünffachen Quadrat über der Hälfte der 
Strecke.

XIII.2.
Ist das Quadrat über einer Strecke gleich dem fünffachen Quadrat über einem ihrer Abschnitte,
dann ist der andere Abschnitt gleich dem größerem Teil der in stetiger Teilung geteilten 
doppelten Strecke.

XIII.3.

Das Quadrat über der Strecke aus dem kleineren Teil einer in stetiger Teilung geteilten Strecke 
und der Hälfte des größeren Teiles zusammen ist gleich dem fünffachen Quadrat über der 
Hälfte der größeren Strecke.

XIII.4.

Das Quadrat über einer in stetiger Teilung geteilten Strecke zusammen mit dem Quadrat über 
dem kleineren Teil ist gleich dem dreifachen Quadrat über dem größeren Teil.

XIII.5.

Eine nach stetiger Teilung geteilte Strecke zusammen mit ihrem größeren Teil ist der größere 
Teil der zusammengesetzten Strecke nach stetiger Teilung geteilt.

XIII.6.
Die Teile einer Strecke rationaler oder quadriert rationaler Länge, die in stetiger Teilung geteilt 
ist, sind irrational und zwar apotomisch.

XIII.7.

Ein gleichseitiges Fünfeck, in dem drei Winkel, nebeneinanderliegend oder nicht, gleich sind, ist
gleichwinklig.
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XIII.8.

Die Sehnen unter zwei nebeneinanderliegenden Winkeln eines gleichseitigen und 
gleichwinkligen Fünfecks schneiden sich in stetiger Teilung, wobei die größeren Teile den 
Seiten des Fünfecks gleich sind.

XIII.9.

Die Seiten eines demselben Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Sechsecks und eines 
gleichseitigen Zehnecks zusammen ergeben eine Strecke, die in stetiger Teilung geteilt ist, wobei
die Seite des Sechsecks der größere Teil ist.

XIII.10.

Das Quadrat über der Seite eines in einen Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Fünfecks ist 
gleich den Quadraten über den Seiten des diesem Kreis einbeschriebenen gleichseitigen 
Sechsecks und des ihm einbeschriebenen gleichseitigen Zehnecks zusammen.

XIII.11.

Die Seite eines gleichseitigen Fünfecks, das einem Kreis mit rationalem oder quadriert 
rationalem Durchmesser einbeschrieben ist, ist konjugiert apotomisch.

XIII.12.

Das Quadrat über der Seite eines gleichseitigen Dreiecks, das einem Kreis einbeschrieben ist, ist
gleich dem dreifachen Quadrat über dem Radius.

XIII.13.

Ein Tetraeder einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben. 
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem einundeinhalbfachen 
Quadrat über der Kante des Tetraeders.

XIII.14.

Ein Oktaeder einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben. 
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem doppelten Quadrat über 
der Kante des Oktaeders.

XIII.15.

Einen Würfel einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben.
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem dreifachen Quadrat über 
der Kante des Würfels.

XIII.16.
Ein Ikosaeder einer Kugel mit gegebenem rationalem oder quadriert rationalem Durchmesser 
einbeschreiben.
Die Kante des Ikosaeders ist dann irrational und zwar konjugiert apotomisch.

Zusatz XIII.16:
Offensichtlich ist das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem fünffachen 
Quadrat über dem Radius des Kreises, über dem das Ikosaeder errichtet ist, und ist der 
Durchmesser der Kugel gleich der Seite des Sechsecks und der doppelten Seite des Zehnecks, 
die jenem Kreis einbeschrieben sind, zusammen. 

XIII.17.

Ein Dodekaeder einer Kugel mit gegebenem rationalem oder quadriert rationalem 
Durchmesser einbeschreiben.
Die Kante des Dodekaeders ist dann irrational und zwar apotomisch.
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XIII.18.

Die Kanten der fünf  verschiedenen Polyeder, die Kugeln mit gleichem Durchmesser 
einbeschrieben sind, darstellen und vergleichen.

Zusatz XIII.18:
Außer den fünf  erwähnten Körpern kann kein Polyeder konstruiert werden, das von gleichen, 
gleichseitigen und gleichwinkligen Flächen begrenzt wird.

Lemma XIII.18.

Der Winkel eines gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfecks ist gleich einem und einem 
Fünftel eines rechten Winkels. 

Buch XIV.

XIV.1.

Die senkrechte Strecke von der Seite eines Fünfecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem es 
einbeschrieben ist, ist die Hälfte der Strecke aus den Seiten eines Sechsecks und eines Zehnecks
zusammen, die demselben Kreis einbeschrieben sind. 

Lemma XIV.2.

Das Quadrat über der Sehne unter zwei Seiten eines gleichseitigen und gleichwinkligen 
Fünfecks zusammen mit dem Quadrat über einer Seite des Fünfecks ist gleich dem fünffachen 
Quadrat über dem Radius des Kreises, dem es einbeschrieben ist.

XIV.2.

Die fünfeckige Seitenfläche eines Dodekaeders und die dreieckige Seitenfläche eines Ikosaeders,
die derselben Kugel einbeschrieben sind, haben den gleichen Umkreis.

XIV.3.

Das dreißigfache Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines gleichseitigen und 
gleichwinkligen Fünfecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem es einbeschrieben ist, mit einer 
Seite des Fünfecks ist gleich der Oberfläche dessen Dodekaeders.

Das dreißigfache Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines gleichseitigen und 
gleichwinkligen Dreiecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem es einbeschrieben ist, mit einer 
Seite des Dreiecks ist gleich der Oberfläche dessen Ikosaeders.

XIV.4.

Die Oberfläche eines Dodekaeders verhält sich zur Oberfläche eines Ikosaeders wie die Kante 
eines Würfels zur Kante des Ikosaeders.

Lemma XIV.4.

Sind zwei Strecken in stetiger Teilung geteilt, dann verhält sich die eine Strecke zu ihrem 
größeren Teil wie die andere Strecke zu ihrem größeren Teil.

XIV.5.

Die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer in stetiger Teilung geteilten Strecke 
zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, verhält sich zur Seite des 
Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat über dem 
kleineren Teil gleich ist, wie die Kante eines Würfel zur Kante eines Ikosaeders.

XIV.6.
Das Volumen eines Dodekaeders verhält sich zum Volumen eines Ikosaeders wie die Kante 
eines Würfels zur Kante eines Ikosaeders.
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Zusatz XIV.6.:
Es verhält sich die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer in stetiger Teilung geteilten 
Strecke zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, zur Seite des 
Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat über dem 
kleineren Teil gleich ist, wie die Kante eines Würfel zur Kante eines Ikosaeders [wie XIV.5.].

Buch XV.

XV.1.
Einem gegebenen Würfel ein Tetraeder einbeschreiben.

XV.2.

Einem gegebenen Tetraeder ein Oktaeder einbeschreiben.

XV.3.

Einem gegebenen Würfel ein Oktaeder einbeschreiben.

XV.4.

Einem gegebenen Oktaeder einen Würfel einbeschreiben.

XV.5.

Einem gegebenen Ikosaeder ein Dodekaeder einbeschreiben.

XV. 6.

Die Anzahl der Kanten und Ecken der fünf  Polyeder bestimmen.

XV.7.

Die Neigungen der Seitenflächen an den Kanten der fünf  Polyeder bestimmen.

XV.7b  Neigungswinkel am Octaeder

XV.7c Neigungswinkel am Icosaeder

XV.7d Neigungswinkel am Dodekaeder
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Euklid: Stoicheia.  Buch I.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen. 

1. Das elementar Bezeichnete, ein Punkt, hat keine Teile.

 2. Eine Linie hat eine Länge aber keine Breite.

 3. Dort, wo sich eine Linie erstreckt, liegen Punkte.

 4. Eine Gerade ist eine Linie, die durch Punkte gleichmäßig gegeben ist.

 5. Eine Fläche hat Länge und Breite.

 6. Dort, wo sich eine Fläche erstreckt, liegen Linien.

 7. Eben ist eine Fläche, die durch Gerade gleichmäßig gegeben ist.

 8. Ein ebener Winkel wird von zwei sich berührenden und nicht aufeinander liegenden Linien 
einer Ebene gebildet und benennt die Neigung der einen zur anderen.

 9. Wenn es Gerade sind, die einen Winkel bilden, werden sie die Schenkel des Winkels genannt.

10. Ist eine Gerade so auf  einer anderen errichtet, dass die nebeneinander liegenden Winkel 
gleich sind, dann ist jeder der Winkel ein rechter Winkel und die errichtete Gerade eine 
Senkrechte zur andern.

11. Ein Winkel größer als ein rechter ist ein stumpfer Winkel.

12. Ein Winkel aber kleiner als ein rechter ist ein spitzer Winkel.

13. Am Äußersten, wohin sich etwas erstreckt, wird es begrenzt.

14. Eine Figur ist eine Fläche, die durch die Grenzen, in denen sie liegt, bezeichnet wird.

15. Ein Kreis ist eine ebene Figur innerhalb einer Linie, von deren Punkte zu einem besonderen
Punkt innerhalb der Figur gleiche gerade Strecken zu ziehen sind.

16. Der besondere Punkt des Kreises ist sein Mittelpunkt.

17. Der Durchmesser eines Kreises ist eine gerade Strecke durch den Mittelpunkt, die durch die
Punkte auf  der Kreislinie begrenzt und vom Mittelpunkt in Radien halbiert wird.

18. Ein Halbkreis ist eine Figur, die durch Durchmesser und der von ihm abgeschnittenen 
Kreislinie begrenzt wird; sein Mittelpunkt ist derselbe wie der des Kreises.

19. Die Seiten gradliniger Figuren sind gerade Strecken; Dreiecke haben drei, Vierecke vier, 
Polygone haben mehr als vier Seiten.

20. Unter den Dreiecken heißt eines gleichseitig, wenn es drei gleiche Seiten, gleichschenklig, 
wenn es zwei gleiche Seiten, und ungleichseitig, wenn es drei ungleiche Seiten hat.

21. Außerdem heißt ein Dreieck rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel, stumpfwinklig, 
wenn es einen stumpfen Winkel, und spitzwinklig, wenn es drei spitze Winkel hat.
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22. Unter den Vierecken heißt eines ein Quadrat, wenn es gleichseitig und rechtwinklig ist, ein 
Rechteck, wenn es rechtwinklig, aber nicht gleichseitig, eine Raute, wenn es gleichseitig, aber
nicht rechtwinklig, ein Parallelogramm, wenn gegenüber liegende Winkel und gegenüber 
liegende Seiten gleich sind, es aber weder gleichwinklig noch gleichseitig ist und von den 
übrigen ein Trapez, wenn zwei seiner Seiten parallel sind, wobei 

23. parallele gerade Strecken derselben Ebene solche sind, die, wie auch immer beiderseits 
verlängert, sich nicht treffen.

Anmerkung:
Zu 1.:
Die Erklärung des Punktes hat viele Einwände und Diskussionen hervorgerufen. Denn scheinbar wissen 
wir nun nur was ein Punkt nicht ist. 

Wie kommt ein kleines Häufchen Kreide auf der Tafel, wie etwas Druckerschwärze auf dem Papier, wie 
ein paar beleuchtete oder nicht beleuchtete Pixel auf dem Bildschirm dazu ein Punkt genannt zu werden, 
der keine Teile habe? Zunächst: das als Punkt Begriffene darf damit nicht verwechselt werden.

Platon hat im 7. Brief (342 St.3 A ff.) erläutert, was grundlegend zur Begriffsbildung zu sagen ist: das 
bezeichnete Objekt wird unter einer bestimmenden Bedingung mit dem bezeichnenden Namen benannt.

„Kreis ist zum Beispiel ein sprachlich bezeichnetes Ding, das eben den Namen hat, welchen wir eben laut
werden ließen. Das Zweite von jenem Ding würde die sprachlich ausgedrückte Erklärung sein, welche 
aus Nenn- und Aussagewörtern zusammengesetzt ist, zum Beispiel: ‚das von seinem Mittelpunkt überall 
gleich weit Entfernte’ wäre wohl die Erklärung von jenem Ding, das den Namen Rund, Zirkel, Kreis hat. 
Das Dritte ist das in die Sinne wahrnehmbare Exemplar davon, zum Beispiel vom Zeichner oder vom 
Drechsler angefertigt, was sich wieder auslöschen und vernichten lässt, Zufälle welchen der Begriff des 
Kreises an sich, mit dem alle jene Meister sich beschäftigen, nicht unterworfen ist, weil er etwas anderes
und ganz davon Verschiedenes ist.“

Ein Begriff von Etwas kann gebildet werden, wenn zum Einen die Bedingung, die das Bezeichnete zu 
erfüllen hat, erkannt wird und damit der Zusammenhang mit seiner Bedeutung hergestellt werden kann, 
und zum Anderen die Fähigkeit besteht, das Bezeichnete die Bedingung gut genug erfüllend, das heißt 
im Augenmaß, zu subsumieren und somit den Zusammenhang mit der Bezeichnung sinnvoll 
herzustellen. Das bezeichnete Objekt aber, dient nun selbst der Bezeichnung von etwas, das im 
Zusammenhang einer Bezeichnung steht, und das nicht dasselbe ist, sondern das, was der Begriff 
verlangt, denn unter einem Kreis verstehen wir ein geometrisches Objekt, dem wir keine Zufälligkeiten 
der handwerklichen Verfertigung zugestehen.

Was ist nun ein Punkt? Wir haben den Punkt als Endpunkt einer Strecke, als Schnittpunkt zweier Geraden
(Dedomena 25), als Schnittpunkt zweier Kreise (Stoicheia I.1), der zum Eckpunkt eines Dreiecks wird.
Was aber ist die Bedingung die ein Punkt, der da keine Dimension hat, erfüllen muss? 
Der bezeichnete, nur angedeutete Punkt gehorcht als bezeichnendes Mittel, wie jedes Mittel einer 
Bezeichnung, nur noch seiner Bestimmung etwas zu bezeichnen. Er bezeichnet etwas, das der 
Bedingung genügt keine Teile, keine Ausdehnung und keine Dimension zu haben und das es nur als 
Begriff eines geometrischen Punktes gibt.



Postulate.

 1. Von einem beliebigen Punkt zu einem anderen ist eine gerade Strecke zu ziehen,

 2. und eine gerade Strecke ist beliebig verlängerbar,

 3. und um einen beliebigen Punkt ist mit beliebigem Radius ein Kreis beschreibbar,

 4. und alle rechten Winkel sind unter sich gleich,

5. und zwei Gerade, die von einer Geraden geschnitten werden, wobei die
innen liegenden beiden Winkel zusammen kleiner als zwei rechte sind,
treffen sich dort, wonach die Winkel liegen.

Grundsätze.

  1. Das was demselben gleich ist, ist unter sich gleich,

  2. und Gleichem das Gleiche hinzugefügt ergibt Gleiches,

  3. und Gleichem das Gleiche weggenommen ergibt Gleiches,

  4. und Ungleichem das Gleiche hinzugefügt ergibt Ungleiches,

  5. und Ungleichem das Gleiche weggenommen ergibt Ungleiches,

  6. und Gleiches verdoppelt ergibt Gleiches,

  7. und Gleiches halbiert ergibt Gleiches.

  8. Das was übereinstimmt ist gleich.

  9. Das Ganze ist größer als ein Teil davon.

10. Zwei Gerade schließen keine Fläche ein.
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I.1.
Auf  einer gegebenen geraden Strecke ein gleichseitiges Dreieck errichten.

Es sei die gerade Strecke AB gegeben. Es soll auf  AB ein gleichseitiges Dreieck errichtet 
werden.

Es ist um A mit Radius AB der Kreis BCD zu zeichnen und um B mit Radius BA der Kreis 
ACE. Vom Punkt C, in dem die Kreise sich schneiden, sind zu den Punkten A und B die 
Strecken CA und CB zu ziehen.

Da der Punkt A Mittelpunkt des Kreises CDB
ist, ist AC gleich AB.
Da wiederum B Mittelpunkt des Kreises CAE
ist, ist BC gleich BA. 
Es wurde gezeigt, dass CA gleich AB ist, somit
sind CA und CB gleich AB.
Da dasjenige, das demselben gleich ist, auch
unter sich gleich ist, ist CA gleich CB. Also
sind CA, AB, BC gleich.

Deshalb ist das Dreieck ABC gleichseitig und
auf  AB errichtet, was auszuführen war.

I.2.
An einen gegebenen Punkt eine gegebene gerade Strecke legen.

Es sei der Punkt A und die gerade Strecke BC gegeben. Es soll an den Punkt A eine der BC 
gleich lange gerade Strecke angelegt werden.

Es ist vom Punkt A zum Punkt B die gerade Strecke AB zu ziehen und auf  ihr das gleichseitige 
Dreieck DAB zu errichten. Sodann sind DA und DB um AE und BF zu verlängern. 
Um B ist mit Radius BC der Kreis CGH und um D mit Radius DG der Kreis GKL zu ziehen.

Da der Punkt B Mittelpunkt des Kreises 
CGH ist, ist BC gleich BG.
Da wiederum D Mittelpunkt des Kreises 
GKL ist, ist DL gleich DG. 
Also ist DA gleich DB und deshalb auch 
AL gleich BG. 
Es wurde gezeigt, dass BC gleich BG ist,
somit sind AL und BC der Strecke BG
gleich. 
Da dasjenige, das demselben gleich ist, auch
unter sich gleich ist, ist AL gleich BC.

Deshalb ist an den Punkt A eine Strecke
AL, die BC gleich ist, angelegt, 
was auszuführen war.
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I.3.
Bei zwei gegebenen ungleichen geraden Strecken, eine der kleineren gleiche von der 
größeren abschneiden.

Es seien zwei ungleiche gerade Strecken AB und C gegeben,
davon AB die größere. Es soll von AB eine der kleineren C
gleiche Strecke abgeschnitten werden.

Es ist an den Punkt A eine der C gleiche Strecke AD
anzulegen und um A mit dem Radius AD der Kreis DEF zu
ziehen. 
Da A der Mittelpunkt des Kreises DEF ist, ist AE gleich AD,
das der Strecke C gleich ist. Also ist jede der beiden, AE und
C, der Strecke AD gleich, damit ist AE gleich C.

Deshalb ist von der größeren Strecke AB eine der kleineren
C gleiche Strecke AE abgeschnitten, was auszuführen war.

I.4.
Sind bei zwei Dreiecken zwei Seiten des einen gleich zwei Seiten des andern und ist 
auch der von ihnen eingeschlossene Winkel gleich, dann stimmen die Seiten überein, 
auf  denen die Dreiecke errichtet sind, und die errichteten Dreiecke, somit die übrigen 
Winkel, die diesen Seiten gegenüber liegen. 

Sind zwei Dreiecke ABC und DEF gegeben und sind zwei Seiten AB und AC des einen gleich 
zwei Seiten DE und DF des andern und ist auch der Winkel BAC des einen gleich dem Winkel 
EDF des andern, dann, sage ich, sind auch die Seiten BC und EF gleich und die Winkel des 
einen den Winkeln des andern, die den gleichen Seiten gegenüber liegen, also der Winkel ABC 
gleich dem Winkel DEF ist und auch der Winkel ACB gleich dem Winkel DFE.

Ebenso wie wenn man das Dreieck ABC auf  das Dreieck DEF legen würde, sieht man, dass 
wenn der Punkt A der Seite AB mit dem Punkt D der Seite DE übereinstimmt, dann auch der 
Punkt B mit dem Punkt E, da AB gleich DE ist. Da auch AC gleich DF ist, ist dann auch der 
Winkel BAC dem Winkel EDF gleich. Also stimmt der Punkt C der Seite AC mit dem Punkt F 
der Seite DF überein. Ebenso der Punkt B der Seite BC mit E der
Seite EF. Würde, obwohl B mit E und C mit F auf  gleichen Seiten
übereinstimmen, BC mit EF nicht übereinstimmen, würden zwei
Seiten eine Fläche einschließen, was nicht möglich ist. 

Also stimmen die Seiten BC und EF überein und die Dreiecke, die
darauf  errichtet sind. Da dann das Dreieck ABC mit dem Dreieck
DEF übereinstimmt, stimmt auch der Winkel ABC mit dem
Winkel DEF und der Winkel ACB mit dem Winkel DFE überein.

Deshalb sind, wenn bei zwei Dreiecken zwei Seiten gleich sind und
die Winkel, die sie einschließen, dann auch die Seiten gleich, auf  denen die Dreiecke errichtet 
sind, und auch die errichteten Dreiecke, also die übrigen Winkel, die diesen Seiten 
gegenüberliegen, was zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_4.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_3.htm


I.5.
In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Winkel auf  der Grundseite, auf  der die 
Schenkel errichtet sind, gleich und, bei Verlängerung der beiden Schenkel, auch die 
Winkel darunter.

Wenn das Dreieck ABC die beiden gleichen Seiten AB und AC hat, dann, nach Verlängerung 
der Seiten AB und AC um BD und CE, sage ich, ist der Winkel ABC gleich dem Winkel ACB 
und der Winkel CBD gleich dem Winkel BCE.

Von einem beliebigen Punkt F auf  BD ist die Gerade FC zu ziehen, von der ganzen Strecke 
AE eine der AF gleiche Strecke AG abzuschneiden und die Gerade GB zu ziehen.

Da dann AF gleich AG ist und AB gleich AC, sind die beiden Strecken FA und AC den beiden 
Strecken GA und AB gleich und die einen und die anderen der beiden schließen den 
gemeinsamen Winkel FAG ein. Also ist FC gleich GB und das Dreieck AFC ist gleich dem 
Dreieck AGB, damit auch die übrigen Winkel, die von jeweils gleichen Seiten eingeschlossen 
werden. Also ist der Winkel ACF gleich dem Winkel ABG. Da AF gleich AG und deren Teile 
AB und AC gleich sind, ist auch BF gleich CG. 
Da gezeigt wurde, dass FC gleich GB ist, sind die Strecken BF und FC gleich den Strecken CG 
und GB. Die gleichen Winkel BFC und CGB liegen unter der
Grundseite BC, also ist das Dreieck BFC gleich dem Dreieck
FGB und damit auch die übrigen Winkel, die von jeweils gleichen
Seiten eingeschlossen werden. Damit ist der Winkel FBC gleich
dem Winkel GCB und der Winkel BCF gleich dem Winkel CBG. 
Da, wie gezeigt, die Winkel ABG und ACF gleich sind und als
deren Teile die Winkel CBG und BCF, sind auch die Winkel ABC
und ACB gleich, die auf  der Grundseite des Dreiecks ABC
liegen. Dass auch die Winkel FBC und GCB, die unter der
Grundseite liegen, gleich sind, wurde ebenfalls gezeigt.

Deshalb sind im gleichschenkligen Dreieck, die Winkel, die auf  der Grundseite liegen, gleich 
und, nach Verlängerung de Schenkel, auch die Winkel unter der Grundseite, was zu zeigen war.

I.6.
Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, dann sind auch die ihnen gegenüber 
liegenden Seiten gleich.

Wenn im Dreieck ABC die Winkel ABC und ACB gleich sind, dann, sage ich, ist auch AB 
gleich AC.
Denn, wenn die Strecken AB und AC nicht gleich sind, ist eine die
größere; diese sei AB. Es ist dann von der größeren Strecke AB eine der
kleinere AC gleiche DB abzuschneiden und die Strecke DC zu zeichnen.
Da dann DB gleich AC ist und die beiden Strecken DB und BC den
beiden Strecken AC und CB gleich sind, ist der Winkel DBC gleich dem
Winkel ACB, also ist dann DC gleich AB und das Dreieck DBC gleich
dem Dreieck ACB, das kleinere dem größeren, was nicht möglich ist. 
Also sind AB und AC nicht ungleich, sondern gleich.

Deshalb sind in einem Dreieck, in dem zwei Winkel gleich sind, auch die ihnen gegenüber 
liegenden Seiten gleich, was zu zeigen war.
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I.7.
Treffen sich, von den Endpunkten einer Strecke aus, zwei gerade Strecken in einem 
Punkt, dann können zwei andere auf  derselben Strecke errichtete paarweise gleiche 
gerade Strecken sich nicht in einem anderen Punkt treffen, als die beiden ersten. 

Wenn von den Endpunkten der Strecke AB ausgehend, zwei gerade Strecken AC und BC sich 
im Punkt C treffen, dann, sage ich, treffen sich zwei andere Strecken, die eine gleich AC von A 
ausgehend, die andere gleich BC von B ausgehend, in keinem anderen Punkt als C.

Denn treffen sie sich nicht im Punkt C, dann sei D der Punkt in dem sie sich treffen.
Es sind dann die Strecken AC und CB gleich den Strecken AD und DB. CA und DA treffen 
sich dann im Punkt A, sowie CB und DB im Punkt B. 
Es ist dann die Strecke CD zu ziehen.
Da AC gleich AD, ist der Winkel ACD gleich dem Winkel ADC. 
Damit ist der Winkel ADC größer als DCB und noch größer ist CDB
als DCB. Da CB gleich DB, ist aber der Winkel CDB gleich dem
Winkel DCB, der mehrfache gleich dem kleineren, was, wie gezeigt,
nicht möglich ist.

Deshalb trifft sich, von den Endpunkten einer Strecke aus, das eine
von zwei gleichen Streckenpaaren in keinem anderen Punkt wie das
andere, das von den gleichen Punkten ausgeht, was zu zeigen war. 

I.8.
Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen gleich zwei Seiten des andern und auch 
die Grundseiten gleich, auf  denen sie errichtet sind, dann sind auch die Winkel gleich, 
die von den Seiten eingeschlossen werden.

Wenn in den Dreiecken ABC und DEF die Seiten AB und AC den Seiten DE und DF gleich 
sind, die eine im einen gleich der andern im andern, also AB gleich DE ist und AC gleich DF, 
und auch BC gleich EF ist, dann, sage ich, ist der Winkel BAC gleich dem Winkel EDF.

Ebenso, wie wenn man das Dreieck ABC auf  das Dreieck DEF legen würde, sieht man, daß 
wenn die Dreiecke ABC und DEF im Punkt B der Strecke BC und E der Strecke EF 
übereinstimmen, dann stimmen sie auch in den Punkten C und F überein. Da BC und EF 
gleich sind, stimmen dann auch BA und CA mit ED und DF
überein. Würden, obwohl die Grundseiten BC und EF gleich
sind, BA und AC nicht mit ED und DF übereinstimmen,
müssten sich die einen in einem anderen Punkt treffen wie die
anderen, was nicht möglich ist. 

Also ist es unmöglich dass, bei gleichen Grundseiten BC und
EF, die Seiten BA und AC nicht mit den Seiten ED und DF
übereinstimmen. Damit stimmt auch der Winkel BAC mit dem
Winkel EDF überein und ist ihm gleich.

Deshalb sind in zwei Dreiecken, in denen zwei Seiten des einen gleich zwei Seiten des andern 
und auch die Grundseiten gleich sind, auf  denen die Seiten errichtet sind, dann auch die Winkel
gleich, die von den Seiten eingeschlossen werden, was zu zeigen war.
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I.9.
Einen gradlinigen Winkel in zwei gleiche Teile teilen.

Es sei der gradlinige Winkel BAC gegeben, der in zwei gleiche Teile geteilt werden soll.

Wird ein beliebiger Punkt D auf  AB gesetzt, von AC eine der AD
gleiche Strecke AE abgeschnitten, auf  DE das gleichseitige
Dreieck DEF errichtet und die Gerade von F nach A gezogen,
dann, sage ich, ist der gradlinige Winkel BAC durch AF in zwei
gleich große Teile geteilt.
Denn da AD gleich AE ist und AF den Dreiecken DAF und EAF
gemeinsam ist, sind die Seiten DA und AF des einen gleich den
Seiten EA und AF des andern. Die Seiten DF und EF sind gleich
und deshalb ist auch der Winkel DAF gleich dem Winkel EAF.

Deshalb ist der gradlinige Winkel BAC durch AF in zwei gleiche
Teile geteilt, was auszuführen war.

I.10.
Eine gerade Strecke in zwei gleiche Teile teilen.

Es sei die gerade Strecke AB gegeben und sie soll in zwei gleiche Teile geteilt werden.
Wird auf  AB das gleichseitige Dreieck ABC errichtet und der Winkel ACB durch CD in zwei 
gleiche Teile geteilt, dann, sage ich, ist AB in D in zwei gleiche Teile geteilt.

Denn da AC gleich CB ist und CD den Dreiecken ADC und DBC
gemeinsam ist, sind die Seiten AC und CD des einen gleich den Seiten BC
und CD des andern. Also ist der Winkel ACD gleich dem Winkel BCD und
AD ist gleich BD.

Also ist die gerade Strecke AB im Punkt D in zwei gleiche Teile geteilt, 
was auszuführen war.

I.11.
Auf  einer Geraden in einem gegebenen Punkt die Senkrechte errichten.

Es seien die Gerade AB und ein Punkt C auf  ihr gegeben. Es soll in C die Senkrechte errichtet 
werden. Werden mit dem gegebenen Punkt C auf  AB zwei gleiche Strecken CE und CD 
markiert, wird in DE das gleichseitige Dreieck FDE errichtet und die Strecke FC gezogen, 
dann, sage ich, ist auf  der Geraden AB im Punkt C die Senkrechte FC errichtet.

Denn da DC gleich CE ist und CF den Dreiecken FDC und CEF
gemeinsam ist, sind die Seiten DC und CF des einen gleich den
Seiten EC und CF des anderen. Es dann sind ihre Grundseiten DF
und FE gleich und die Winkel DCF und ECF. 
Ist nun eine Gerade so auf  einer anderen Geraden errichtet, dass
die nebeneinander liegenden Winkel gleich sind, dann sind die
Winkel rechte, also sind die Winkel DCF und FCE rechte Winkel.

Deshalb ist auf  der Geraden AB im Punkt C die Senkrechte CF errichtet, was auszuführen war.
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I.12.
Auf  einer Gerade zu einem Punkt, der nicht auf  ihr liegt, die Senkrechte ziehen.

Es sei die Gerade AB und der Punkt C, der nicht auf  ihr liegt, gegeben. Es soll von AB zum 
Punkt C eine Senkrechte gezogen werden.

Wenn auf  der C gegenüber liegenden Seite von AB ein beliebiger Punkt D gesetzt wird, um C 
mit dem Radius CD der Kreis EFG gezogen wird, EG in H in zwei gleiche Teile geteilt wird 
und Strecken CG, CH und CE gezogen werden, dann, sage ich, ist auf  AB zum Punkt C die 
Senkrechte HC errichtet.
Da GH gleich HE ist und HC den Dreiecken GHC und
HEC gemeinsam ist, sind die Seiten GH und HC des
einen gleich den Seiten EH und HC des andern. Also
sind ihre Grundseiten CG und CE gleich und die Winkel
CHG und EHC. Ist eine Gerade so auf  einer anderen
Geraden errichtet, dass die nebeneinander liegenden
Winkel gleich sind, dann sind die Winkel rechte und die
errichtete Gerade eine Senkrechte.

Deshalb ist auf  der Geraden AB zum Punkt C, der nicht auf  ihr liegt, eine Senkrechte CH 
gezogen, was auszuführen war.

I.13.
Die beiden Winkel, die eine Gerade mit einer auf  ihr errichteten Strecke bildet, sind 
entweder zwei rechte oder zusammen gleich zwei rechten.

Wenn auf  einer Geraden CD eine Strecke AB errichtet wird und die Winkel CBA und ABD 
bildet, dann, sage ich, sind die Winkel CBA und ABD zwei rechte oder zusammen gleich zwei 
rechten Winkeln.

Denn sind die Winkel CBA und ABD gleich, dann sind sie rechte. 
Sind sie dies nicht, dann ist im Punkt B auf  CD die Senkrechte BE zu errichten. Die Winkel 
CBE und EBD sind dann rechte. 
Der Winkel CBE ist gleich den Winkeln CBA und ABE zusammen und dies ist auch EBD. 
Also sind die Winkel CBE und EBD zusammen gleich den Winkeln CBA, ABE und EBD 
zusammen. 
Auch der Winkel DBA ist gleich den Winkeln DBE und EBA zusammen und dies ist auch 
ABC. Also sind die Winkel DBA und ABC zusammen gleich den Winkel DBE, EBA und ABC 
zusammen. 
Die Winkel, die den Winkeln CBE und EBD zusammen
gleich sind, sind sich ebenso gleich, also sind die Winkel CBE
und EBD zusammen gleich den Winkeln DBA und ABC
zusammen. Da die Winkel CBE und EBD zusammen zwei
rechte sind, sind CBE und EBD zusammen gleich zwei
rechten Winkeln.

Deshalb bilden eine Geraden und eine auf  ihr errichtete
Strecke zwei Winkel, die entweder zwei rechte oder zusammen gleich zwei rechten sind, was zu 
zeigen war.
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I.14.
Zwei Strecken, die mit einer Strecke an einem ihrer Endpunkte Winkel bilden, die zwei 
rechten gleich sind, liegen auf  der gleichen Geraden.

Wenn am Punkt B einer Strecke AB zwei Strecken, die nicht auf  ihr liegen, zwei Winkel ABC 
und ABD bilden, die zwei rechten gleich sind, dann, sage ich, liegen CB und BD auf  der 
gleichen Geraden.

Wenn BC und BD nicht auf  der gleichen Geraden liegen, dann seien CB und BE zwei Strecken,
die auf  der gleichen Geraden liegen.
Da die Strecke AB auf  CBE errichtet ist, sind die Winkel ABC und ABE zusammen gleich zwei
rechten. Da aber die Winkel ABC und ABD zusammen gleich zwei rechten sind, sind die 
Winkel CBA und ABE zusammen gleich den Winkeln CBA und
ABD zusammen. 
Davon jeweils, als gemeinsames, den Winkel CBA
weggenommen, ist der Winkel ABE gleich ABD, damit der
kleinere dem größeren gleich, was nicht möglich ist. 
Also liegen BE und CB nicht auf  der gleichen Geraden. 
Das gleiche kann von BE und BD gezeigt werden. 
Damit liegen aber CB und BD auf  der gleichen Geraden.

Deshalb liegen zwei Strecken, die am Endpunkt einer Strecke mit ihr zwei Winkel bilden, die 
zwei rechten gleich sind, auf  der gleichen Geraden, was zu zeigen war.

I.15.
Am Schnittpunkt zweier Geraden sind die einander gegenüber liegenden Winkel gleich.

Wenn die Geraden AB und CD sich im Punkt E schneiden, dann, sage ich, ist der Winkel AEC 
gleich dem Winkel DEB und der Winkel CEB gleich dem Winkel AED.

Da die Strecke AE auf  CD errichtet ist, sind die eingeschlossenen Winkel CEA und AED 
zusammen gleich zwei rechten. 
Da die Strecke DE auf  AB errichtet ist, sind die
eingeschlossenen Winkel AED und DEB zusammen gleich
zwei rechten. 
Also sind CEA und AED zusammen gleich AED und DEB
zusammen. Davon jeweils, als gemeinsames, den Winkel
AED weggenommen, ist der Winkel CEA gleich dem
Winkel BED. 
Ebenso kann gezeigt werden, dass der Winkel CEB gleich
dem Winkel DEA ist.

Deshalb sind am Schnittpunkt zweier Geraden die einander gegenüber liegenden Winkel gleich,
was zu zeigen war.
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I.16.
Wird an einem Dreieck eine Seite verlängert, dann ist der außen liegende Winkel 
größer als einer der innen gegenüber liegenden Winkel.

Wenn die Seite BC eines Dreiecks ABC verlängert wird bis zum Punkt D, dann, sage ich, ist der
Winkel ACD größer als der Winkel CBA und auch größer als der Winkel BAC.

Denn wird AC im Punkt E in zwei gleiche Teile geteilt, die Strecke BE mit der Strecke EF 
gleicher Länge verlängert, wird FC gezogen und AC bis G verlängert, dann ist AE gleich EC 
und BE gleich EF. 

Also sind die Seiten AE und EB des einen Dreiecks
gleich CE und EF des andern, ebenso sind auch die
von ihnen eingeschlossenen Winkel AEB und FEC
gleich und auch die Grundseiten AB und FC der
Dreiecke ABE und FEC, die somit übereinstimmen. 
Damit ist der Winkel BAE gleich ECF, aber der
Winkel ECD größer als ECF. 

Also ist der Winkel ACD größer als BAE. Da BC in
zwei gleiche Teile geteilt ist, sind die Winkel BCG
und ACD größer als ABC und auch größer als BAC.

Deshalb ist, nach Verlängerung einer Seite eines Dreiecks, der äußere Winkel größer als einer 
der innen gegenüber liegenden Winkel, was zu zeigen war.

I.17.
Im Dreieck sind irgend zwei Winkel zusammen kleiner als zwei rechte.

Im Dreieck ABC, sage ich, sind zwei Winkel des Dreiecks, welche zusammen auch immer, 
kleiner als zwei rechte.

Wird die Seite BC verlängert bis D, dann ist der äußere Winkel ACD größer als einer der innen 
gegenüber liegenden Winkel ABC und ACB. Also
sind die Winkel ACD und ACB zusammen größer
als die Winkel ABC und BCA zusammen. 

Da die Winkel ACD und ACB zusammen gleich
zwei rechten Winkeln sind, sind ABC und BCA
zusammen kleiner als zwei rechte.
Auf  ähnliche Weise kann gezeigt werden, dass die
Winkel BAC und ACB zusammen und CAB und
ABC zusammen kleiner als zwei rechte sind.

Deshalb sind in einem Dreieck irgend zwei Winkel zusammen kleiner als zwei rechte, was zu 
zeigen war.
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I.18.
Im Dreieck liegt der größeren Seite der größere Winkel gegenüber.

Wenn in einem Dreieck ABC die Seite AC größer ist als die Seite AB, dann, sage ich, ist der 
Winkel ABC größer als der Winkel BCA.

Da AC größer als AB ist, kann von AC eine Strecke AD abgeschnitten werden, die gleich AB 
ist. Wird die Strecke BD eingezeichnet, dann hat das Dreieck BCD den äußeren Winkel ADB.
Also ist der Winkel ADB größer als DCB, der innen
gegenüber liegt. Da der Winkel ADB gleich ABD und die
Seite AB gleich AD ist, ist der Winkel ABD größer als ACB
und noch mehr ist der Winkel ABC größer als ACB.

Deshalb liegt in einem Dreieck der größeren Seite der größere
Winkel gegenüber, was zu zeigen war.

I.19.
Im Dreieck liegt dem größeren Winkel die größere Seite gegenüber.

Wenn in einem Dreieck ABC der Winkel ABC größer ist als der Winkel BCA, dann, sage ich, ist
die Seite AC größer als AB.

Denn ist sie dies nicht, sondern ist AC gleich oder kleiner als AB,
dann ist auch der Winkel ABC gleich oder kleiner als der Winkel
ACB, was er aber nicht ist. 
Da AC nicht gleich oder kleiner als AB ist, ist AC größer als AB.

Deshalb liegt im Dreieck dem größeren Winkel die größere Seite
gegenüber, was zu zeigen war.

I.20.
Im Dreieck sind zwei Seiten zusammen größer als die dritte.

Im Dreieck ABC, sage ich, sind die Seiten BA und AC zusammen größer als BC, AB und BC 
zusammen größer als AC, sowie BC und CA zusammen größer als AB.

Denn wird die Seite BA um eine der Strecke CA gleichen bis zum Punkt D verlängert und wird 
die Strecke DC eingezeichnet, dann ist DA gleich AC und der Winkel ADC gleich dem Winkel 
ACD und deshalb der Winkel BCD größer als ADC. Da der Winkel BCD größer als BDC ist 
und dem größeren Winkel die größere Seite gegenüber liegt, ist
DB größer als BC.
Da DA gleich AC ist, sind BA und AC zusammen größer als BC.

Auf  ähnliche Weise kann gezeigt werden, dass AB und BC
zusammen größer als CA und auch, dass BC und CA zusammen
größer als AB sind.

Deshalb sind im Dreieck jeweils zwei Seiten zusammen größer
als die dritte, was zu zeigen war.
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I.21.
Werden über der Seite eines Dreiecks zwei Strecken errichtet, die sich in einem Punkt 
im Innern des Dreiecks treffen, dann sind diese Strecken zusammen kleiner als die 
beiden Seiten des Dreiecks zusammen über derselben Seite, schließen aber einen 
größeren Winkel ein.

Werden über der Seite BC des Dreiecks ABC die Strecken BD und DC errichtet, die sich im 
Punkt D im Innern des Dreiecks treffen, dann, sage ich, sind BD und DC zusammen kleiner 
als BA und AC zusammen, aber der Winkel BDC ist größer als BAC.

Denn, wird BD bis zu E auf  AC verlängert, dann sind im Dreieck ABE die Seiten AB und AE 
zusammen größer als BE. Wird beidem die gleiche Strecke EC hinzugefügt, dann sind BA und 
AC zusammen größer als BE und EC zusammen.

Da im Dreieck CED die Seiten CE und ED zusammen größer sind als CD, sind, mit beidem 
hinzugefügter Seite DB, die Seiten CE und EB zusammen größer als CD und DB zusammen. 
Da, wie gezeigt, BA und AC zusammen größer als BE und
EC zusammen sind, ist BA und AC zusammen umso größer
als BD und DC zusammen.
Da der äußere Winkel eines Dreiecks größer ist als ein innen
gegenüber liegender, ist am Dreieck CDE der Winkel BDC
größer als CED. 

Aus den gleichen Gründen ist am Dreieck ABE der Winkel
CEB größer als BAC. Da, wie gezeigt, der Winkel BAC
größer ist als CEB, ist BDC umso größer als BAC.

Deshalb sind zwei Strecken, die über der Seite eines Dreiecks errichtet sind und sich im Innern 
des Dreiecks treffen, zusammen kleiner als die Seiten des Dreiecks zusammen über derselben 
Seite, doch der Winkel den sie einschließen ist größer als der, den die Seiten des Dreiecks 
einschließen, was zu zeigen war.
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I.22
Aus drei gegebenen Strecken, deren je zwei zusammen größer als die dritte sind, ein 
Dreieck konstruieren.

Es seien drei Strecken A, B, C gegeben, wovon je zwei zusammen größer als die dritte, also A 
und B zusammen größer als C, A und C zusammen größer als B, sowie B und C zusammen 
größer als A sind. Mit den Seitenlängen A, B, C soll ein Dreieck konstruiert werden.

Wenn auf  einer Geraden DE, beginnend am
Punkt D, eine Strecke DF gleich A, an F
eine Strecke FG gleich B und an G eine
Strecke GH gleich C gesetzt wird, um F mit
Radius FD der Kreis DKL und um G mit
Radius GH der Kreis KLH geschlagen wird,
sodann die Strecken KF und KG gezogen
werden, dann, sage ich, hat das Dreieck
KFG Seitenlängen gleich A, B, C.

Da F der Mittelpunkt des Kreises DKL ist,
ist die FD gleich FK. FD ist aber gleich A,
also ist KF gleich A. 
Da G der Mittelpunkt des Kreises LKH ist,
ist GH gleich GK. GH ist aber gleich C, also ist GK gleich C. 
Da KG gleich C und FG gleich B ist, sind KF, FG und GK Seiten eines Dreiecks, dessen 
Seitenlängen gleich A, B, C sind.

Deshalb sind KF, FG, GK, die gleich den gegebenen Strecken A, B, C sind, die Seiten des 
Dreiecks KFG, was auszuführen war.

I.23.
An eine Gerade in einem gegebenen Punkt einen gegebenen Winkel anlegen.

Es sei eine Gerade AB gegeben mit einem Punkt A auf  ihr und der gradlinige Winkel DCE. Es 
soll an die Gerade AB im Punkt A ein Winkel gleich dem
Winkel DCE angelegt werden.

Es ist vom beliebigen Punkt D zum beliebigen Punkt E auf
den Schenkeln des Winkels DCE die Strecke DE zu ziehen
und mit den drei Strecken CD, DE, CE ein Dreieck AFG zu
errichten so, dass CD gleich AF, CE gleich AG und DE
gleich FG ist.

Da die beiden Seiten DC und CE des einen Dreiecks gleich
den Seiten FA und AG des andern sind, sind auch die
Grundseiten 
DE und FG gleich, auf  denen sie errichtet sind, und damit ist auch der Winkel DCE gleich 
dem Winkel FAG.

Damit ist an die Gerade AB am gegebenen Punkt A der Winkel FAG angelegt, der gleich dem 
gegebenen Winkel DCE ist, was auszuführen war.
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I.24.
Sind zwei Seiten eines Dreiecks gleich zwei Seiten eines anderen Dreiecks, ist aber der 
eine eingeschlossene Winkel größer als der andere, dann ist auch die Grundseite des 
einen, auf  der die Seiten errichtet sind, größer als die Grundseite des anderen.

Wenn die Seiten AB und AC des Dreiecks ABC gleich den Seiten DE und DF des Dreiecks 
DEF sind, also AB gleich DE und AC gleich DF ist, der Winkel bei A aber größer ist als der 
Winkel bei D, dann, sage ich, ist BC größer als EF.

Da der Winkel BAC größer ist als der Winkel EDF, ist auf  DF im Punkt D der dem Winkel 
BAC gleiche Winkel EDG anzulegen, so dass DG gleich AC und gleich DF ist, sodann sind 
EG und FG einzuzeichnen. 
Da AB gleich DE und AC gleich DG, sind die Seiten BA und AC des einen gleich den Seiten 
ED und DG des anderen Dreiecks und ebenso ist der Winkel BAC gleich dem Winkel EDG, 
also ist auch BC gleich EG. 

Da auch DF gleich DG ist, ist der Winkel DGF
gleich dem Winkel DFG. Also ist der Winkel DFG
größer als EGF und der Winkel EFG umso
größer als EGF.
Da im Dreieck EFG der Winkel EFG größer ist
als EGF und dem größeren Winkel die größere
Seite gegenüber liegt, ist EG größer als EF. Da
EG gleich BC ist, ist BC größer als EF.

Deshalb ist die Grundseite eines Dreiecks, dessen auf  ihr errichtete Seiten gleich den Seiten 
eines anderen Dreiecks sind, der von ihnen eingeschlossene Winkel aber größer ist als der von 
den andern, größer als die Grundseite des andern Dreiecks, was zu zeigen war.

I.25.
Sind zwei Seiten eines Dreiecks gleich zwei Seiten eines anderen Dreiecks, ist aber die 
Grundseite, auf  der die Seiten errichtet sind, größer als die Grundseite des anderen, 
dann liegt ihr ein größerer Winkel gegenüber wie der anderen Grundseite.

Wenn im Dreieck ABC die Seiten AB und AC gleich den Seiten DE und DF des Dreiecks DEF
sind, also AB gleich DE und AC gleich DF ist, die
Grundseite BC des einen aber größer ist als die Grundseite
EF des anderen, dann, sage ich, ist der Winkel BAC größer
als der Winkel EDF.

Denn ist er es nicht, dann ist der Winkel BAC gleich oder
kleiner als der Winkel EDF. Also ist dann BC entweder
gleich EF oder kleiner als EF, was beides nicht möglich ist.

Deshalb ist in einem Dreieck, in dem zwei Seiten gleich
zwei Seiten eines anderen sind, in dem aber die Grundseite,
auf  der diese errichtet sind, größer ist als die Grundseite des anderen, auch der Winkel, der 
gegenüber der Grundseite liegt, größer als im anderen, was zu zeigen war.
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I.26.
Sind bei zwei Dreiecken zwei Winkel des einen gleich zwei Winkeln des andern und ist 
entweder die Seite zwischen den Winkeln oder eine, die einem der gleichen Winkel 
gegenüber liegt, des einen Dreiecks gleich derjenigen im anderen, dann sind auch die 
übrigen Seiten und der übrige Winkel im einen gleich denjenigen im andern.

Wenn in den Dreiecken ABC und DEF die Winkel ABC und BCA gleich den Winkeln DEF 
und EFD sind, die einen im einen gleich den andern im andern, also der Winkel ABC gleich 
DEF und der Winkel BCA gleich EFD ist, und die Seiten zwischen den Winkeln gleich sind, 
also BC gleich EF ist, dann, sage ich zunächst, sind auch die übrigen Seiten gleich, also AB 
gleich DE und AC gleich DF, und auch der übrige Winkel BAC ist gleich EDF.

Denn ist AB der Seite DE nicht gleich, dann ist eine davon größer, es sei dies AB. Es ist dann 
von AB eine Strecke BG, die gleich DE ist, abzuteilen und GC zu ziehen. 
Also ist dann BG gleich DE und BC gleich EF, die zwei Seiten BG und BC den Seiten DE und 
EF gleich, jeweils eine der anderen, womit der Winkel GBC gleich DEF ist. 
Da dann GC gleich DF ist und damit das Dreieck GBC mit dem Dreieck DEF übereinstimmt, 
sind die übrigen Winkel im einen gleich den Winkeln im andern und ebenso die übrigen Seite. 
Es dann ist der Winkel GCB gleich DFE und DFE gleich BCA, also BCG gleich BCA, der 
kleinere dem größeren, was nicht möglich ist. 
Also ist AB der Seite DE nicht ungleich, sondern gleich. Da BC gleich EF ist, sind die Seiten 
AB und BC gleich den Seiten DE und EF, jeweils die eine der anderen, somit ist der Winkel 
ABC gleich DEF. AC ist damit gleich DF und der Winkel BAC gleich EDF.

Sind dagegen die beiden Seiten, die einem der gleichen Winkel gegenüber liegen, gleich, ist also 
AB gleich DE, dann, sage ich auch, sind auch die übrigen Seiten gleich, also AC gleich DF und 
BC gleich EF, und auch der übrige Winkel
BAC ist gleich EDF.

Denn ist BC der Seite EF nicht gleich,
dann ist eine davon größer, es sei dies BC.
Es dann von BC eine Strecke BH, die
gleich EF ist, abzuteilen und AH zu
ziehen. 

Also ist dann BH gleich EF und AB gleich
DE, die zwei Seiten AB und BH den
Seiten DE und EF gleich, jeweils die eine
der anderen, und schließen den gleichen Winkel ein. 
Da dann AH gleich DF ist und damit das Dreieck ABH mit dem Dreieck DEF übereinstimmt, 
sind die übrigen Winkel im einen gleich den Winkeln im andern und ebenso die übrigen Seite. 
Es dann ist der Winkel BHA gleich EFD und der Winkel EFD gleich BCA, also BHA gleich 
BCA, der äußere Winkel BHA im Dreieck AHC dem innen gegenüber liegenden Winkel BCA, 
was nicht möglich ist. 
Also ist BC der Seite EF nicht ungleich, sondern gleich. Da AB gleich DE ist, sind die Seiten 
AB und BC gleich den Seiten DE und EF, jeweils die eine der andern, somit ist das Dreieck 
ABC gleich dem Dreieck DEF und der übrige Winkel BAC gleich EDF.

Deshalb sind in zwei Dreiecken, in denen zwei Winkel und entweder die Seiten zwischen den 
Winkeln oder Seiten, die gleichen Winkeln gegenüber liegen, gleich sind, auch die übrigen 
Seiten gleich und der übrige Winkel, was zu zeigen war.
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I.27.
Werden zwei Gerade von einer Geraden geschnitten und sind wechselseitige Winkel 
gleich, dann sind die beiden Geraden parallel.

Wenn zwei Gerade AB und CD von einer Geraden EF geschnitten werden und die 
wechselseitigen Winkel AEF und EFD sind gleich, dann sind die Geraden AB und CD parallel.

Denn wären sie es nicht, dann würden sich AB und CD nach Verlängerung außerhalb von B 
und D oder außerhalb von A und C treffen. Würden sie sich außerhalb von B und D im Punkt 
G treffen, dann wäre im Dreieck GEF der äußere Winkel AEF gleich dem innen gegenüber 
liegenden Winkel EFG, was nicht möglich ist. 

Also treffen sich AB und CD nicht außerhalb von B
und D. Da sie sich auch nicht außerhalb von A und
C treffen, wie auf  ähnliche Weise gezeigt werden
kann, und Gerade, die sich nicht treffen, parallel
sind, sind die Geraden AB und CD parallel.

Deshalb sind zwei Gerade parallel, die von einer
Geraden geschnitten werden und wechselseitige Winkel gleich sind, was zu zeigen war.

I.28.
Werden zwei Gerade von einer Geraden geschnitten und ist ein äußerer gleich dem 
innen an derselben Geraden gegenüber liegenden Winkel oder sind beide an einer 
Geraden innen liegende Winkel zusammen gleich zwei rechten, dann sind die beiden 
Geraden parallel.

Wenn zwei Gerade AB und CD von einer Geraden EF geschnitten werden und der äußere 
Winkel EGB ist gleich dem innen an derselben Geraden gegenüber liegenden Winkel GHD 
oder die beiden innen an einer Geraden liegenden Winkel BGH und GHD zusammen sind 
gleich zwei rechten, dann, sage ich, sind die Geraden AB und CD parallel.

Denn da der Winkel EGB gleich GHD und EGB gleich AGH ist, ist auch AGH gleich GHD, 
die wechselseitige Winkel sind. 
Also sind die Geraden AB und CD parallel.
Da aber die Winkel BGH und GHD zusammen gleich
zwei rechten sind und ebenso AGH und BGH
zusammen, sind die Winkel AGH und BGH zusammen
gleich BGH und GHD zusammen. Wird von beidem der
ihnen gemeinsame Winkel BGH weggenommen, ist
AGH gleich GHD, die wechselseitige Winkel sind. 
Also sind die Geraden AB und CD parallel.

Deshalb sind zwei Gerade parallel, die von einer Geraden geschnitten werden und ein äußerer 
Winkel ist gleich einem innen an derselben Geraden gegenüber liegender oder die beiden an 
einer Geraden innen liegende Winkel zusammen sind gleich zwei rechten, was zu zeigen war.

Anmerkung:
Der Winkel EGB und der Winkel GHD heißen Stufenwinkel

http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_28.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_27.htm


I.29.
Werden zwei parallele Gerade von einer Geraden geschnitten, dann sind wechselseitige 
Winkel gleich, dann sind Stufenwinkel gleich und die beiden innen an einer Geraden 
liegenden Winkel sind gleich zwei rechten.

Wenn AB und CD zwei Parallele sind und von der Geraden EF geschnitten werden, dann, sage 
ich, sind die wechselseitigen Winkel AGH und GHD gleich, dann sind die Stufenwinkel EGB 
und GHD gleich und die beiden innen an einer Geraden liegenden Winkel BGH und GHD 
sind zusammen gleich zwei rechten.

Denn wenn die Winkel AGH und GHD nicht gleich
sind, dann ist einer größer. Ist AGH der größere und
wird beiden der Winkel BGH hinzugefügt, dann ist
AGH und BGH zusammen größer als BGH und GHD
zusammen. 

Da AGH und BGH zusammen gleich zwei rechten
Winkeln sind, sind dann BGH und GHD zusammen
kleiner als zwei rechte. Zwei geschnittene Gerade mit
zwei Winkeln, die kleiner als zwei rechte sind, treffen
sich. Also würden sich dann AB und CD treffen. 
Sie treffen sich aber nicht und sind parallel, was vorausgesetzt ist. 
Die Winkel AGH und GHD sind also nicht ungleich, sondern gleich.
Auch die Winkel AGH und EGB sind gleich, damit auch EGB und GHD. 

Da der Winkel EGB gleich GHD ist, sind, zu beidem der Winkel BGH hinzugenommen, die 
Winkel EGB und BGH zusammen gleich BGH und GHD zusammen. EGB und BGH 
zusammen sind gleich zwei rechten Winkeln, also sind auch BGH und GHD zusammen gleich 
zwei rechten.

Deshalb sind dann, wenn Parallele von einer Geraden geschnitten werden, wechselseitige 
Winkel gleich, es sind die Stufenwinkel gleich und die beiden innen an einer Geraden liegenden 
Winkel sind gleich zwei rechten, was zu zeigen war.

I.30.
Sind Gerade zu der gleichen Geraden parallel, dann sind sie zueinander parallel.

Wenn die Geraden AB und CD parallel zu EF sind,
dann, sage ich, ist auch AB parallel zu CD.

Ist GK eine schneidende Gerade und sind AB, EF
parallel, dann ist der Winkel AGK gleich GHF. Da auch
EF und CD parallel sind, ist der Winkel GHF gleich
GKD. Also ist AGK gleich GKD. 

Da dies wechselseitige Winkel sind, ist AB parallel zu CD,
was zu zeigen war.
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I.31.
Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden eine Parallele ziehen.

Es sei der Punkt A und die Gerade BC gegeben. Durch A soll eine Parallele zur Geraden BC 
gezogen werden.

Es ist ein beliebiger Punkt D auf  BC zu setzen und AD zu ziehen, an DA ist im Punkt A der 
Winkel DAE gleich ADC anzulegen und EA um AF
zu verlängern.

Da dann AD die beiden Geraden BC und EF
schneidet mit den Winkeln EAD und ADC, die
wechselseitige Winkel sind, sind EF und BC parallel.

Damit ist durch den gegebenen Punkt A zur
gegebenen Geraden AB die Parallele EF gezogen, was auszuführen war.

I.32.
An einem Dreieck, an dem eine Seite verlängert ist, ist der äußere Winkel gleich den 
beiden innen gegenüber liegenden zusammen und die drei inneren Winkel des 
Dreiecks zusammen sind gleich zwei rechten.

Wenn am Dreieck ABC die Seite BC bis D verlängert wird, dann, sage ich, ist der äußere 
Winkel ACD gleich den innen gegenüber liegenden Winkeln CAB und ABC zusammen und die
drei inneren Winkel ABC, BCA, CAB zusammen sind gleich zwei rechten.

Es ist durch den Punkt C eine Parallele zu AB zu ziehen, diese sei CE.
Da AB und CE parallel sind und von AC geschnitten werden, sind die Winkel BAC und ACE 
gleich. Da AB und CE parallel sind und von BD
geschnitten werden, ist der äußere Winkel ECD
gleich dem innen gegenüber liegenden ABC. 

Da der Winkel ACE gleich BAC ist, ist ACD gleich
BAC und ECD zusammen. Zu beidem der gleiche
Winkel ACB hinzugenommen sind dann die Winkel
ACD und ACB zusammen gleich ABC, BCA und
CAB zusammen. 

Da die Winkel ACD und ACB zusammen gleich
zwei rechten sind, sind auch ACB, CBA und CAB zusammen gleich zwei rechten.

Deshalb ist an einem Dreieck, an dem eine Seite verlängert ist, der äußere Winkel gleich den 
innen gegenüber liegenden und sind die drei innen liegenden Winkel gleich zwei rechten, was 
zu zeigen war.
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I.33.
Gerade Strecken, die die Endpunkte zweier gleicher gerader und paralleler Strecken 
verbinden, sind selbst gleich und parallel.

Wenn zwei gleiche gerade und parallele Strecken AB und CD an ihren Endpunkten mit geraden
Strecken AC und BD verbunden werden, dann, sage ich, sind AC und BD gleich und parallel.

Denn wird BC gezogen, dann sind AB und CD Parallele, die von BC geschnitten werden. Die 
Winkel ABC und BCD sind dann wechselseitige Winkel und gleich. 
Da AB und BC mit BC und CD übereinstimmen und die eingeschlossenen Winkel ABC und 
BCD gleich sind, sind die Grundseiten AC und BG der Dreiecke ABC und BCD gleich und 
deshalb auch die übrigen Winkel, die gleichen
Seiten gegenüber liegen. 
Also sind die Winkel ACB und CBD gleich, die
wechselseitige Winkel zu AC und BD sind, die
von BC geschnitten werden. 
Damit sind AC und BD parallel, und auch gleich,
wie bereits gezeigt.

Deshalb sind zwei Strecken, die die Endpunkte zweier gleicher gerader und paralleler Strecken 
verbinden, selbst gleich und parallel, was zu zeigen war.

I.34.
Im Parallelogramm sind gegenüber liegende Seiten und Winkel gleich und es teilt die 
Diagonale das Parallelogramm in zwei gleiche Teile.

Das Parallelogramm ACDB mit Diagonale BC, sage ich, hat gegenüber liegende gleiche Seiten 
und Winkel und die Diagonale BC teilt es zwei gleiche Teile.

Denn da AB und CD Parallelen sind, die von BC geschnitten werden, sind die wechselseitigen 
Winkel ABC und BCD gleich. Da auch AC und BD Parallelen sind, die von BC geschnitten 
werden, sind die wechselseitigen Winkel ACB und CBD gleich. 
Also haben die Dreiecke ABC und BCD die gleichen wechselseitigen Winkel ABC, BCA und 
BCD, CBD und die gemeinsame Seite BC. 
Damit liegen auch ihre übrigen Seiten an gleichen
wechselseitigen Winkeln und es ist AB gleich CD, AC
gleich BD und der Winkel BAC gleich CDB. 
Da der Winkel ABC gleich BCD und der Winkel CBD
gleich ACB, ist ABD gleich ACD. 
Wie gezeigt, ist auch der Winkel BAC gleich CDB.
Deshalb sind im Parallelogramm gegenüber liegende
Seiten und Winkel gleich.

Ich sage nun, die Diagonale teilt es in zwei gleiche Teile. Da AB gleich CD ist, sind mit der 
gemeinsamen Seite BC die Seiten AB, BC und CD, BC jeweils gleich und der Winkel ABC ist 
gleich BCD. Also stimmen die Dreiecke ABC und BCD überein.

Deshalb teilt die Diagonale BC das Parallelogramm ABCD in zwei gleiche Teile, was zu zeigen 
war.
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I.35.
Parallelogramme, auf  derselben Grundseite errichtet, zwischen denselben Parallelen 
sind gleich.

Wenn zwei Parallelogramme ABCD und EBCF auf  derselben Grundseite BC errichtet sind 
und zwischen denselben Parallelen AF und BC liegen, dann, sage ich, ist ABCD dem EBCF 
gleich.

Da ABCD ein Parallelogramm ist, ist AD gleich BC und aus dem gleichen Grund ist EF gleich 
BC. Da AD gleich EF ist, das gleiche DE hinzugefügt, AE gleich DF.

Da AB gleich DC, sind die einen Strecken EA und AB
gleich den anderen Strecken FD und DC, ebenso sind
die eingeschlossenen Winkel FDC und EAB gleich.

Es sind EB und FC gleich und die Grundseiten der
Dreiecke EAB und DFC. Von diesen gleichen
Dreiecken das gleiche Dreieck DGE weggenommen,
ist das Trapez ABGD gleich dem Trapez EGCF. 
Beidem das gleiche Dreieck GBC hinzugefügt, ist das
Parallelogramm ABCD gleich dem Parallelogramm
EBCF.

Deshalb sind Parallelogramme auf  derselben Grundseite zwischen denselben Parallelen gleich, 
was zu zeigen war.

I.36.
Parallelogramme, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet, zwischen 
denselben Parallelen sind gleich.

Wenn zwei Parallelogramme ABCD und EFGH auf  gleichen Grundseiten BC und FG 
errichtet sind und zwischen denselben Parallelen AH und BG liegen, dann, sage ich, ist das 
Parallelogramm ABCD dem EFGH gleich.

Denn wird BE und CH gezogen, dann, da BC
gleich FG und FG gleich EH, ist BC gleich EH und
parallel. Da EB und HC Strecken gleicher Länge an
ihren Endpunkten verbinden, die parallel sind, sind
sie selbst gleich und parallel. 

Also sind die Parallelogramme EBCH und ABCD
gleich, denn sie sind auf  derselben Grundseite BC
errichtet, und liegen zwischen ihr und derselben
Parallelen AH. 
Aus gleichen Gründen ist das Parallelogramm EFGH gleich EBCH, also ist das Parallelogramm
ABCD gleich EFGH.

Deshalb sind Parallelogramme auf  gleichen Grundseiten zwischen denselben Parallelen gleich, 
was zu zeigen war.
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I.37.
Dreiecke, auf  derselben Grundseite errichtet, zwischen denselben Parallelen sind 
gleich.

Wenn zwei Dreiecke ABC und DBC auf  derselben Grundseite BC errichtet sind und zwischen 
denselben Parallelen AD und BC liegen, dann, sage ich, ist das Dreieck ABC gleich DBC.

Denn, wird AD nach beiden Seiten um BC bis E und F verlängert, durch B die zu CA parallele 
BE gezogen, sowie durch C die zu BA parallele CF, dann sind die Parallelogramme EBCA und 
DBCF gleich. 

Da sie auf  derselben Grundseite BC errichtet
sind, die zu EF parallel ist, und das
Parallelogramm EBCA durch die Diagonale
AB in zwei gleiche Teile geteilt wird, deren
einer das Dreieck ABC ist, wird ebenso das
Parallelogramm DBCF durch die Diagonale
DC in zwei gleiche Teile geteilt, deren einer
das Dreieck DBC ist. Also ist das Dreieck
ABC gleich dem Dreieck DBC.

Deshalb sind zwei Dreiecke gleich, die auf  derselben Grundseite errichtet sind und zwischen 
denselben Parallelen liegen, was zu zeigen war.

I.38.
Dreiecke, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet und zwischen 
denselben Parallelen sind gleich.

Wenn zwei Dreiecke ABC und DEF auf  den gleichen Grundseiten BC und EF errichtet sind 
und zwischen denselben Parallelen BF und AD liegen, dann, sage ich, ist das Dreieck ABC 
gleich DEF.

Denn, wird AD nach beiden Seiten um BC bis G und H verlängert, durch B die zu CA parallele
BG gezogen, sowie durch F die zu DE parallele FH, dann sind die Parallelogramme GBCA 
und DEFH gleich. 

Da sie auf  gleichen Grundseiten BC und EF
errichtet sind, die auf  einer Parallelen zu GH
liegen, wird das Parallelogramm GBCA durch
die Diagonale AB in zwei gleiche Teile geteilt,
deren einer das Dreieck ABC ist. 

Ebenso wird das Parallelogramm DEFH
durch die Diagonale DF in zwei gleiche Teile
geteilt, deren einer das Dreieck FED ist. Also ist das Dreieck ABC gleich dem Dreieck DEF.

Deshalb sind zwei Dreiecke gleich, die auf  gleichen Grundseiten errichtet sind und zwischen 
denselben Parallelen liegen, was zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_38.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B1g/B1_37.htm


I.39.
Gleiche Dreiecke, auf  derselben Grundseite errichtet, liegen zwischen denselben  
Parallelen.

Wenn zwei gleiche Dreiecke ABC und DBC auf  derselben Grundseite BC errichtet sind, dann, 
sage ich, liegen sie zwischen BC und einer Parallelen zu ihr.

Zieht man nämlich die Gerade AD, dann, sage ich, ist AD parallel zu BC.
Denn ist sie es nicht, dann ist eine Gerade AE durch den Punkt A eine Parallele zu BC und es 
kann EC gezogen werden. 

Es sind dann die Dreiecke ABC und EBC gleich, denn
sie sind auf  derselben Grundseite errichtet und liegen
zwischen Parallelen. Da das Dreieck ABC gleich DBC
ist, ist DBC dann auch gleich EBC, das größere dem
kleineren, was nicht möglich ist. 

Also ist AE nicht parallel zu BC. Ebenso kann gezeigt
werden, dass auch keine andere Gerade als AD parallel
zu BC ist. Also ist AD parallel zu BC.

Deshalb liegen gleiche Dreiecke, die auf  derselben Grundseite errichtet sind, zwischen dieser 
und einer Parallelen zu ihr, was zu zeigen war.

I.40.
Gleiche Dreiecke, auf  gleichen Grundseiten auf  derselben Geraden errichtet, liegen 
zwischen denselben Parallelen.

Wenn zwei gleiche Dreiecke ABC und CDE auf  gleichen Grundseiten BC und CE, die auf  
einer Geraden liegen, errichtet sind, dann, sage ich, liegen sie zwischen dieser und einer 
Parallelen zu ihr.

Zieht man nämlich die Gerade AD, dann, sage ich, ist AD parallel zu BE.
Denn ist sie es nicht, dann ist eine Gerade AF durch A eine Parallele zu BE und es kann FE 
gezogen werden. 

Es sind dann die Dreiecke ABC und FCE
gleich, denn sie sind auf  gleichen
Grundseiten BC und CE errichtet und
liegen zwischen Parallelen. 
Da das Dreieck ABC gleich DCE ist, ist
dann auch DCE gleich FCE, das größere
dem kleineren, was nicht möglich ist.

Also ist AF nicht parallel zu BE. Ebenso kann gezeigt werden, dass auch keine andere Gerade 
als AD parallel zu BE ist. Also ist AD parallel zu BE.

Deshalb liegen gleiche Dreiecke, die auf  gleichen Grundseiten errichtet sind, die auf  derselben 
Geraden liegen, zwischen dieser und einer Parallelen zu ihr, was zu zeigen war.
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I.41.
Ein Parallelogramm, das mit einem Dreieck auf  derselben Grundseite errichtet ist und 
wie dieses zwischen denselben Parallelen liegt, ist das Doppelte des Dreiecks.

Wenn ein Parallelogramm ABCD die gleiche Grundseite BC hat wie ein Dreieck EBC und wie 
dieses zwischen den Parallelen BC und AE liegt, dann, sage ich, ist das Parallelogramm ABCD 
das Doppelte des Dreiecks BEC.

Denn wird AC gezogen, dann haben die Dreiecke ABC
und EBC die gleiche Grundseite BC, sie liegen
zwischen denselben Parallelen BC und AE und sind
gleich. 

Da das Parallelogramm ABCD durch die Diagonale AC
in zwei gleiche Teile geteilt wird, ist das Parallelogramm
ABCD das Doppelte des Dreiecks ABC und auch das
Doppelte des Dreiecks EBC.

Deshalb ist ein Parallelogramm, das mit einem Dreieck die Grundseite gemeinsam hat und wie 
dieses zwischen denselben Parallelen liegt, das Doppelte des Dreiecks, was zu zeigen war.

I.42.
Ein Parallelogramm errichten, das einem gegebenen Dreieck gleich ist und einen 
vorgegebenen Winkel hat.

Es sei das Dreieck ABC gegeben und der gradlinige Winkel D. Es soll ein dem Dreieck ABC 
gleiches Parallelogramm mit dem Winkel D errichtet werden.

Es ist BC in E in zwei gleiche Teile zu teilen, AE zu ziehen und im Punkt E an EC ein dem D 
gleicher Winkel anzulegen. Es ist dann durch A die zu EC parallele AG zu ziehen, durch C die 
zu EF parallele CG. FECG ist dann ein Parallelogramm.

Da BE gleich EC ist, ist das Dreieck ABE
gleich dem Dreieck AEC. 
Da diese auf  den gleichen Grundseiten BE und
EC errichtet sind und zwischen denselben
Parallelen liegen, ist ABC das Doppelte von
AEC. 

Aber auch das Parallelogramm FECG ist das
Doppelte von AEC, denn sie sind auf  der
gleichen Grundseite errichtet und liegen
zwischen denselben Parallelen.

Also ist das Parallelogramm FECG gleich dem Dreieck ABC und hat den Winkel CEF, der 
gleich D ist.

Also ist ein einem gegebenem Dreieck gleiches Parallelogramm errichtet, das einen gegebenen 
Winkel hat, was auszuführen war.
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I.43.
Ist ein Parallelogramm an einem Punkt seiner Diagonalen in vier Parallelogramme 
aufgeteilt, dann sind diejenigen Parallelogramme gleich, die neben den 
Parallelogrammen auf  der Diagonalen liegen.

Wenn das Parallelogramm ABCD am Punkt K auf  seiner Diagonalen AC in vier 
Parallelogramme aufgeteilt ist, und die Parallelogramme AEKH und KGCF auf  der Diagonalen
AC liegen und die Parallelogramme EBGK und HKFD neben ihnen, dann, sage ich, ist EBGK
gleich HKFD.

Da das Parallelogramm ABCD durch die Diagonale AC in zwei gleiche Teile geteilt wird, ist das
Dreieck ABC gleich ACD. 
Ebenso wird das Parallelogramm AEKH durch die
Diagonale AK in zwei gleiche Teile geteilt und es ist
das Dreieck AEK gleich AHK. Aus den gleichen
Gründen ist das Dreieck KFC gleich KGC. 

Also sind die Dreiecke AEK und KGC zusammen
gleich AHK und KFC zusammen; diese von den
gleichen Dreiecken ABC und ADC weggenommen,
sind die Parallelogramme EBGK und HKFD gleich.

Deshalb sind in einem Parallelogramm, das an einem Punkt auf  der Diagonalen in vier 
Parallelogramme aufgeteilt ist, diejenigen Parallelogramme gleich, die neben den 
Parallelogrammen auf  der Diagonalen liegen.

I.44.
Auf  einer Strecke ein Parallelogramm errichten, das einem gegebenen Dreieck gleich 
ist und einen gegebenen Winkel hat.

Es seien eine Strecke AB, ein Dreieck C und der gradlinige Winkel D gegeben. Es soll auf  AB 
ein Parallelogramm errichtet werden, das dem Dreieck C gleich ist und den Winkel D hat.

Es ist das Parallelogramm BEFG, das C gleich ist
und den Winkel EBG hat, der D gleich ist, so zu
errichten, dass BE und AB auf  derselben Geraden
liegen. Dann ist FG bis H zu verlängern, durch A die
zu BG und EF parallele AH zu ziehen und dann HB
einzuzeichnen.

Da AH und EF parallel sind und von HF
geschnitten werden, sind die Winkel AHF und HFE
zusammen gleich zwei rechten Winkeln. 
Da die Winkel BHG und GFE zusammen kleiner als
zwei rechte sind, werden sich die Geraden HB und
FE, wenigstens nach Verlängerung, in einem Punkt
treffen.

Es sei K dieser Punkt und es ist dann durch K die zu EA und FH parallele KL zu ziehen und 
die Geraden HA und GB bis zu den Punkten L und M zu verlängern. 
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Es ist dann HLKF ein Parallelogramm, auf  dessen Diagonalen HK die Parallelogramme 
ABGH und BMKE liegen und neben ihnen die Parallelogramme EFGB und ALMB, die damit 
gleich sind. 
Das Parallelogramm EFGB ist gleich dem Dreieck C, deshalb ist auch ALMB gleich C. 
Da der Winkel GBE gleich ABM ist und GBE gleich dem Winkel D, ist auch ABM gleich D.

Also ist auf  der gegebenen Strecke AB ein Parallelogramm ALMB errichtet, das dem 
gegebenen Dreieck C gleich ist und den Winkel ABM hat, der dem gegebenen Winkel D gleich 
ist, was auszuführen war.

I.45.
Ein Parallelogramm mit gegebenem Winkel errichten, das einer gegebenen gradlinigen
Figur gleich ist.

Es seien das Polygon ABCD und der gradlinige Winkel E gegeben. Es soll ein der gradlinigen 
Figur ABCD gleiches Parallelogramm mit dem Winkel E errichtet werden.

Es ist DB zu ziehen und ein dem Dreieck ABD gleiches Parallelogramm FKHG mit dem 
Winkel HKF, der dem Winkel E gleich ist, zu errichten. Sodann ist an die Seite GH das dem 
Dreieck DBC gleiche Parallelogramm GHML mit dem Winkel GHM, der dem Winkel E gleich 
ist, anzufügen.

Der Winkel E ist gleich HKF und gleich GHM, somit
ist der Winkel HKF gleich GHM. Beiden der gleiche
Winkel KHG hinzugefügt, ist dann FKH und KHG
zusammen gleich KHG und GHM zusammen. 
Die Winkel FKH und KHG zusammen sind gleich
zwei rechten, also sind auch KHG und GHM
zusammen gleich zwei rechten. 
Da GH im Punkt H mit KH und HM die Winkel nicht
nach derselben Seite bildet, liegen KH und HM auf
derselben Geraden. 
Die Parallelen KM und FL werden von GH
geschnitten, es sind deshalb die wechselseitigen Winkel
MHG und HGF gleich. Beiden der gleiche Winkel
HGL hinzugefügt, ist dann MHG und HGL
zusammen gleich HGF und HGL zusammen. 
Die Winkel MHG und HGL zusammen sind gleich zwei rechten, also sind auch HGF und 
HGL zusammen gleich zwei rechten. 
FG und GL liegen deshalb auf  derselben Geraden. 
FK ist der HG gleich und parallel, auch HG ist der ML gleich und parallel, also ist auch KF der 
ML gleich und parallel. 
Da sie die Strecken KM und FL an ihren Endpunkten verbinden, sind auch diese gleich und 
parallel. KFLM ist deshalb ein Parallelogramm. 
Das Dreieck ABD ist gleich dem Parallelogramm GFKH und das Dreieck DBC gleich dem 
Parallelogramm GHML, damit ist ABCD gleich dem Parallelogramm KFLM.

Also ist das der gradlinigen Figur ABCD gleiche Parallelogramm KFLM mit dem Winkel FKM,
der gleich E ist, errichtet, was auszuführen war.
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I.46.
Über einer geraden Strecke das Quadrat beschreiben.

Es sei eine gerade Strecke AB gegeben. Es soll das Quadrat über AB beschrieben werden.

Zu errichten ist auf  AB im Punkt A die Senkrechte AC, auf  ihr die Strecke AD gleich AB zu 
schneiden, parallel zu AB im Punkt D die Gerade DE zu ziehen und parallel zu AB in B die 
Gerade BE.
Das errichtete Parallelogramm ist ADEB, damit ist AB gleich DE,
AD gleich DE, also auch AB gleich AD. 
Somit sind BA, AD, DE und EB gleich und das Parallelogramm
ADEB ist gleichseitig. 

Ich sage, es ist auch rechtwinklig. 
Die Parallelen AB und DE werden von AD geschnitten, also sind
die gegenüber liegenden Winkel BAD und ADE zusammen gleich
zwei rechten. Es ist aber BAD ein rechter Winkel, also auch ADE.
Ebenso sind die gegenüber liegenden ABE und BED rechte
Winkel. Also ist ADEB rechtwinklig; auch dass es gleichseitig ist, wurde gezeigt, weshalb es ein 
Quadrat ist.

Somit ist das Quadrat über der gegebenen Strecke AB ausgeführt, was aufgegeben war.

I.47.
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der dem rechten Winkel gegenüber 
liegenden Seite gleich den Quadraten über den Seiten zusammen, die ihn einschließen.

Wenn das Dreieck ABC den rechten
Winkel BAC hat, dann sage ich, ist
das Quadrat über BC gleich den
Quadraten auf  BA und AC
zusammen.

Es ist auf  BC das Quadrat BDEC zu
errichten und auch auf  BA und AC
die Quadrate ABFG und AHKC.
Sodann ist durch A die zu BD und
CE parallele AL und sind AD, AE,
CF und BK zu ziehen.

Da die nebeneinander liegenden
Winkel BAC und BAG rechte Winkel
im Punkt A sind, die BA nicht nach
derselben Seite gerichtet bildet,
liegen CA und AG auf  derselben
Geraden. 

Aus den gleichen Gründen liegen
auch BA und AH auf  derselben Geraden. Der Winkel DBC ist gleich FBA, 
beiden der gleiche Winkel ABC hinzugefügt, ist der Winkel DBA gleich FBC. 
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Es ist DB gleich BC und FB gleich BA, also sind die einen beiden Strecken DB und BA gleich 
den anderen beiden Strecken FB und BC. 
AD ist somit gleich FC und das Dreieck ABD gleich FBC. 

Das Parallelogramm BDLM ist das Doppelte des Dreiecks ABD, da beide auf  derselben 
Grundseite BD errichtet sind und zwischen denselben Parallelen BD und AL liegen. 
Das Quadrat AGFB ist das Doppelte des Dreiecks FBC, da sie auf  derselben Grundseite FB 
errichtet sind und zwischen denselben Parallelen FB und GC liegen. 
Das Dreieck FBC ist gleich ABD und somit ist das Parallelogramm BDLM gleich dem Quadrat
AGFB. Ebenso ist mit AE und BK zu zeigen, dass das Parallelogramm CELM gleich dem 
Quadrat KHAC ist. 

Also ist das Quadrat BDEC gleich den Quadraten AGFB und KHAC zusammen.
BDEC ist auf  BC errichtet, AGFB und KHAC auf  BA und AC, womit das Quadrat über der 
Seite BC gleich den Quadraten über BA und AC zusammen ist.

Deshalb ist im rechtwinkligen Dreieck das Quadrat über der Seite, die dem rechten Winkel 
gegenüber liegt, gleich den Quadraten über den Seiten, die ihn einschließen, zusammen, was zu 
zeigen war.

Dazu der Kommentar des Commandinus *:

I.48.
Im Dreieck, bei dem das Quadrat über einer Seite gleich den Quadraten auf  den 
anderen beiden Seiten zusammen ist, ist der Winkel, den die beiden Seiten 
einschließen, ein rechter.

Wenn im Dreieck ABC das Quadrat über BC gleich den
Quadraten über BA und auf  AC zusammen ist, dann, sage ich,
ist der Winkel BAC ein rechter.Denn im Punkt A ist die
Senkrechte AC auf  AB errichtet. Es ist BA um AD gleich AB
zu verlängern und DC zu ziehen. 

Da DA gleich AB ist, ist auch das Quadrat über DA gleich dem
Quadrat über AB.
Beiden das gleiche Quadrat über AC hinzugefügt, sind dann die
Quadrate über DA und auf  AC zusammen gleich den Quadraten über BA und auf  AC 
zusammen.

* „Dass dieser Lehrsatz dem Pythagoras zugeschrieben und behauptet wird, er habe ihn aufgestellt, ist den Doofen 
zu verdanken. Denn von Euklid wird er im sechsten Buch viel allgemeiner gefasst. Er zeigt nämlich, dass im 
rechtwinkligen Dreieck, die gradlinige Figur, die über der Seite, die den rechten Winkel überspannt, errichtet wird, 
den über den Seiten, die den rechten Winkel einschließen, ähnlich errichteten ähnlichen Figuren zusammen gleich 
ist.“
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Es ist aber das Quadrat über DC gleich den Quadraten über DA und über AC zusammen, denn
der Winkel DAC ist ein rechter. 
Also ist, wie vorausgesetzt, das Quadrat über BC gleich den Quadraten über BA und AC 
zusammen.

Nun ist das Quadrat über DC gleich dem Quadrat über BC, also ist auch DC gleich BC.
DA ist gleich AB und mit der gemeinsamen AC sind dann die beiden Seiten DA und AC gleich 
den beiden Seiten BA und AC. Zu diesen sind die Grundseiten DC und BC gleich und 
die Winkel DAC und BAC. 
Es ist DAC ein rechter Winkel, deshalb auch BAC.

Deshalb ist im Dreieck, bei dem das Quadrat über einer Seite gleich den Quadraten über den 
anderen beiden Seiten zusammen ist, der von den beiden Seiten eingeschlossene Winkel ein 
rechter, was zu zeigen war.
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Euklid: Stoicheia.  Buch II.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Von einem rechtwinkligen Parallelogramm sagt man, dass die beiden den rechten Winkel 
einschließenden Seiten das Rechteck ergeben.

 2. Wird ein Parallelogramm an einem Punkt auf  einer Diagonalen in vier Parallelogramme 
aufgeteilt, dann bilden die drei Parallelogramme zusammen, die ein auf  der Diagonalen 
liegendes zum Ganzen ergänzen, ein Gnomon 1.

II.1.
Wird von zwei Seiten, die ein Rechteck ergeben, eine in mehrere Teile aufgeteilt, dann 
ergeben die ganzen Seiten das gleiche Rechteck wie zusammen die Rechtecke aus den 
Teilen der geteilten Seite mit der anderen Seite ergeben.

Denn wenn von zwei Seiten A und BC eines Rechtecks, BC in den Punkten D und E geteilt 
wird, dann, sage ich, das Rechteck, das A und BC ergeben, ist dem gleich, das die Rechtecke aus
A und BD, A und DE, und A und EC zusammen ergeben.

Wird im Punkt B auf  der Strecke BC die Senkrechte BF errichtet, auf  dieser BG gleich A 
abgeteilt, durch G die GH gezogen, die zu BC parallel und ihr gleich ist, sowie durch die 
Punkte D, E und C die zu BG parallelen DK, EL und CH gezogen, dann besteht das Rechteck 
BGHC aus den Rechtecken BGKD, DKLE und ELHC.

A und BC ergeben BGHC, denn, da BG gleich A ist, sind
seine Seiten GB und BC. 
A und BD ergeben BGKD, denn seine Seiten sind A und
BD. A und DE ergeben DKLE, denn seine Seiten sind A
und DE. 
Entsprechend ergeben A und EC das Rechteck ELHC. 
Also ergeben A und BC das Rechteck, das A mit BD, A
mit DE und A mit EC zusammen ergeben. 

Deshalb ergeben zwei Seiten eines Rechtecks das gleiche wie zusammen die Rechtecke 
aus den Teilen einer geteilten Seite mit der anderen Seite ergeben, was zu zeigen war.

1 γνώμων,  die Ergänzung, die ähnlich macht. 

  Das im aufgeteilten Parallelogramm auf der Diagonale liegende Parallelogramm GCEF
  wird durch das Gnomon ABDF zum ähnlichen ganzen Parallelogramm ABDC ergänzt.
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II.2.
Die Rechtecke, die die Teile einer Seite mit dieser Seite ergeben, sind zusammen dem 
Quadrat über der Seite gleich.

Wenn die Seite AB im Punkt C geteilt wird, dann, sage ich, die Rechtecke die AB mit BC und 
BA mit AC ergeben sind zusammen gleich dem Quadrat über AB.

Denn wird auf  AB das Quadrat ADEB errichtet und durch C 
die Gerade CF parallel zu AD und BE gezogen, dann besteht das
Quadrat ADEB aus den Rechtecken ADFC und CFEB. 

Es ist AD gleich AB, also ergeben die Seiten AB und AC das Rechteck
ADFC. BE ist gleich AB, also ergeben die Seiten AB und BC das
Rechteck CFEB. 
Damit sind die Rechtecke, die BA mit AC ergibt und AB mit BC ergibt,
zusammen gleich dem Quadrat über AB.

Deshalb sind die Rechtecke, die die Teile einer Seite mit dieser Seite ergeben, zusammen 
genommen gleich dem Quadrat über dieser Seite, was zu zeigen war.

II.3.
Das Rechteck, das eine ganze zweigeteilte Seite mit einem Teil ergibt, ist gleich dem 
Rechteck, das die Teile der Seite ergeben, zusammen mit dem Quadrat über dieser 
Seite.

Wenn die Seite AB im Punkt C geteilt ist, dann, sage ich, ist das Rechteck aus AB und BC gleich
dem Rechteck aus AC mit CB und dem Quadrat über BC zusammen.

Denn wird auf  CB das Quadrat CDEB errichtet und ED bis F verlängert, durch A die zu CD 
und BE parallele AF gezogen, 
dann besteht das Rechteck AFEB, das sich aus AB und BE ergibt, 
aus den Rechtecken AFDC und CDEB. 

Da BE gleich BC ist, ergibt sich AFDC aus AC mit CB. 
Da DC gleich CB, ist CDEB das Quadrat über CB. 
Also ist das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Rechteck aus 
AC mit CB und dem Quadrat über BC zusammen.

Deshalb ist das Rechteck, das eine ganze zweigeteilte Seite mit einem Teil ergibt, gleich dem 
Rechteck, das die Teile der Seiten ergeben, und dem Quadrat über BC zusammen, was zu 
zeigen war.
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II.4.
Wird eine Strecke in zwei geteilt, dann ist das Quadrat über der ganzen Strecke gleich 
den Quadraten über den Teilen und dem doppelten Rechteck, das die Teile ergeben, 
zusammen.

Wenn die Strecke AB in C geteilt ist, dann, sage ich, ist das Quadrat über AB gleich den 
Quadraten über AC und CB und dem doppelten Rechteck aus AC und CB zusammen.

Denn wird über AB das Quadrat ADEB errichtet, BD gezogen, durch C die zu AD und EB 
parallele CF und durch G die zu AB und DE parallele HK gezogen, dann ist an den Parallelen 
CF und AD, die von BD geschnitten werden, der äußere Winkel CGB gleich dem innen 
gegenüber liegenden Winkel ADB. 

Es ist der Winkel ADB gleich ABD, denn BA ist gleich AD und der Winkel CGB gleich GBC.
Da BC gleich CG ist, sind auch CB und GK gleich, sowie CG und KB. Also ist das Viereck 
CGKB gleichseitig. 

Ich sage, es ist auch rechtwinklig.
Da CG parallel zu BK ist, sind die Winkel KBC und GCB zusammen gleich zwei rechten. Also 
ist KBC ein rechter Winkel, ebenso wie BCG. Die gegenüber liegenden Winkel CGK und GKB
sind rechte Winkel, also ist CGKB eine Rechteck und weil auch gleichseitig, ein Quadrat, das 
über CB errichtet ist.
Aus den gleichen Gründen ist auch HDFG ein Quadrat, das über HG, das gleich AC ist, 
errichtet ist.
Die Quadrate HDFG und CGKB sind deshalb gleich den Quadraten über AC und CB.

Das Rechteck AHGC ist gleich GFEK. 
AHGC ergibt sich aus AC mit CB, also ergibt sich auch
HFEK aus AC mit CB. 
Somit sind AHGC und GFEK zusammen gleich dem
Doppelten des Rechtecks aus AC mit CB.

Es sind damit HDFG, CGKB, AHGC und GFEK
zusammen gleich den Quadraten über AC und CB und dem
Doppelten des Rechtecks aus AC mit CB zusammen.

Es sind aber HDFG, CGKB, AHGC und GFEK zusammen
ADEB und dies ist das Quadrat über AB. 

Das Quadrat über AB ist deshalb gleich den Quadraten über AC und CB und dem Doppelten 
des Rechtecks aus AC und CB zusammen.

Deshalb ist das Quadrat über einer zweigeteilten Strecke gleich den Quadraten über den Teilen 
und dem doppelten Rechteck, das die Teile ergeben, was zu zeigen war.
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II.5.
Ist eine Strecke an einem Punkt in zwei gleiche Teile geteilt und in einem anderen 
Punkt in zwei ungleiche Teile, dann sind das Rechteck, das die ungleichen Teile 
ergeben, und das Quadrat über der Strecke zwischen den teilenden Punkten zusammen
gleich dem Quadrat über der halben Strecke.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in zwei gleiche Teile geteilt wird und im Punkt D in zwei 
ungleiche Teile, dann, sage ich, ist das Rechteck, das AD mit DB ergibt, zusammen mit dem 
Quadrat über CD gleich dem Quadrat über CB.

Es ist das Quadrat CEFB über CB zu errichten, die Diagonale BE zu ziehen, sodann durch D 
die zu CE und BF parallele DG, durch H die zu AB und EF parallele KM, 
sowie durch A die zu CL und BM parallele AK zu legen.

Das Rechteck CDHL ist gleich dem Rechteck HMFG; beiden das gleiche Quadrat über DB 
hinzugefügt, ist dann das Rechteck CBML
gleich dem Rechteck DBFG.
Das Rechteck CBML ist gleich dem 
Rechteck ACLK, denn AC ist gleich CB; 
beiden das gleiche Rechteck CDHL
hinzugefügt, 
ist das Rechteck aus AD mit DH gleich 
dem Gnomon CBFH und, 
da DH gleich DB ist, auch gleich dem Rechteck
aus AD mit DB.
Diesen beiden das gleiche Quadrat über LH,
das dem Quadrat über CD gleich ist, hinzugefügt, ist das Rechteck aus AD mit DB zusammen 
mit dem Quadrat über CD gleich CBFE, da das Gnomon CBFH das Quadrat über LH zum 
Quadrat CBFE ergänzt. CBFE ist aber das Quadrat über CB.
Also ist das Rechteck aus AD mit DB zusammen mit dem Quadrat über CD gleich dem 
Quadrat über CB.

Deshalb ist bei einer Strecke, die in einem Punkt in zwei gleiche und in einem anderen Punkt in 
zwei ungleiche Teile geteilt ist, das Rechteck, das die ungerade Teile ergeben, zusammen mit 
dem Quadrat über der Strecke der teilenden Punkte gleich dem Quadrat über der halben 
Strecke, was zu zeigen war.

II.6.
Wird eine Strecke verlängert, dann ist das Rechteck, das sich aus der Verlängerung mit 
der ganzen verlängerten Strecke ergibt, zusammen mit dem Quadrat über der halben 
Strecke gleich dem Quadrat, das über der halben Strecke zusammen mit der 
Verlängerung errichtet ist.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in zwei gleiche Teile geteilt wird und mit BD verlängert wird, 
dann, sage ich, ist das Rechteck aus AD mit DB zusammen mit dem Quadrat über CB gleich 
dem Quadrat über CD.

Es ist das Quadrat CEFD über CD zu errichten, die Diagonale DE zu ziehen, dann durch B 
die zu EC und DF parallele BG, durch H die zu AB und EF parallele KM und durch A die zu 
CL und DM parallele AK zu legen.
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Da AC gleich CB ist, ist das Rechteck ACLK gleich dem Rechteck CBHL, das wiederum gleich 
dem Rechteck HMFG ist. Beiden das gleiche Rechteck CDML hinzugefügt, ist das Rechteck 
aus AD mit DM gleich dem Gnomon CDFH. 

Es ist das Rechteck aus AD mit DM gleich 
dem Rechteck aus AD mit DB, denn DM 
ist gleich DB. Also ist das Gnomon CDFH 
gleich dem Rechteck aus AD mit DB. 

Beiden das gleiche Quadrat über LH, das gleich
dem Quadrat über CB ist, hinzugefügt, ist das
Rechteck aus AD mit DB zusammen mit dem
Quadrat über CB gleich CDFE, da das Gnomon
CDFH das Quadrat über LH zum Quadrat CDFE
ergänzt. CDFE ist aber das Quadrat über CD.
Also ist das Rechteck aus AD mit DB zusammen mit dem Quadrat über CB gleich dem 
Quadrat über CD.

Deshalb ist bei einer verlängerten Strecke das Rechteck aus der Verlängerung mit der ganzen 
verlängerten Strecke zusammen mit dem Quadrat über der halben Strecke gleich dem Quadrat, 
das über der halben Strecke mit der Verlängerung zusammen errichtet ist, was zu zeigen war.

II.7.
Wird eine Strecke geteilt, dann sind die Quadrate über der Strecke und über einem Teil 
zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus der Strecke und dem einen Teil und 
dem Quadrat über dem anderen Teil zusammen.

Wenn die Strecke AB im Punkt C geteilt wird, dann, sage ich, sind die Quadrate über AB und 
über BC zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus AB mit BC und dem Quadrat über CA 
zusammen.

Es ist das Quadrat ADEB über AB zu errichten, die Diagonale BD zu ziehen, dann durch C die
zu AD und BE parallele CN und durch G die zu AB und DE parallele HF zu legen.

Das Rechteck AHGC ist gleich GNEF, beiden das gleiche
Quadrat über CB hinzugefügt, ist das Rechteck AHFB gleich
CNEB. Da AHFB und CNEB zusammen gleich dem 
Gnomon ABEG und dem Quadrat über CB zusammen 
sind, sind das Gnomon ABEG und das Quadrat über CB
zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus AB mit BF, 
also gleich dem doppelten Rechteck aus AB mit BC. 

Beidem das Quadrat über GH, das dem Quadrat über AC
gleich ist, hinzugefügt, sind das Quadrat über AB und das
Quadrat über CB zusammen gleich dem doppelten Rechteck
aus AB mit BC und dem Quadrat über AC.
Deshalb sind bei einer geteilten Strecke die Quadrate über der Strecke und über einem Teil 
zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus der Strecke und dem Teil und dem Quadrat über
dem anderen Teil zusammen, was zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B2g/B2_7.htm


II.8.
Wird eine Strecke geteilt und um eines der Teile verlängert, dann sind vier der 
Rechtecke, die die Strecke mit diesem Teil ergibt, zusammen mit dem Quadrat über 
dem anderen Teil gleich dem Quadrat über der verlängerten Strecke.

Wenn eine Strecke AB im Punkt C geteilt und um CB bis D verlängert wird, dann, sage ich, 
sind vier Rechtecke aus AB mit CB zusammen mit dem Quadrat über AC gleich dem Quadrat 
über AD.

Es ist die Strecke AB in C zu teilen und in B um BD, das gleich CB ist, bis D zu verlängern.
Sodann das Quadrat AEFD über AD zu errichten, die Diagonale DE zu ziehen, durch C und B
die zwei zu AE und DF parallelen CH und BL, sowie durch K und Q die zwei zu AD und EF 
parallelen MN und OP zu legen.

Dann ist CB gleich BD, CB gleich GK, BD gleich KN,
somit GK gleich KN. 
Aus den gleichen Gründen ist QR gleich RP. 
Da BK gleich DN, DN gleich NP und KR gleich NP, ist
auch BK gleich KR. 
Aus den gleichen Gründen ist CG gleich GQ.
Also ist das Quadrat über CB gleich dem Quadrat über
BD und das Quadrat über GK gleich dem Quadrat über
KN, 
somit ist das Quadrat über CB gleich dem Quadrat über
KN. Da diese vier Quadrate einander gleich sind und
sich zum Quadrat über CD ergänzen, ist das 
Quadrat über CD gleich vier Quadraten über CB.

Es ist das Rechteck aus AC mit CG gleich dem aus MG mit GQ und das Rechteck aus QR mit 
RL gleich dem aus RP mit PF. Im Quadrat über MK ist das Rechteck aus MG mit GQ gleich 
dem Rechteck aus QR mit RL. Also sind diese vier Rechtecke gleich und zusammen gleich vier 
Rechtecken aus AC mit CG.
Das Rechteck aus AC mit CG zusammen mit dem Quadrat über CG ist gleich dem Rechteck 
aus AB mit BK.
Damit ist das Gnomon ADFQ gleich vier Rechtecken aus AB mit BK, und weil CB gleich BK 
ist, auch gleich vier Rechtecken aus AB mit CB. 
Beidem das Quadrat über OQ, das gleich dem Quadrat über AC ist, hinzugenommen, ist das 
Quadrat über AD gleich vier Rechtecken aus AB mit BC und dem Quadrat über AC 
zusammen, denn das Gnomon ADFQ zusammen mit dem Quadrat über OQ ist das Quadrat 
über AD.

Ist deshalb eine Strecke geteilt und um eines der Teile verlängert, dann sind vier Rechtecke, die 
sich aus der Strecke und diesem Teil ergeben zusammen mit dem Quadrat über dem anderen 
Teil gleich dem Quadrat über der verlängerten Strecke, was zu zeigen war.
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II.9.
Ist eine Strecke an einem Punkt in zwei gleiche Teile geteilt und in einem anderen 
Punkt in zwei ungleiche Teile, dann sind die Quadrate über den ungleichen Teilen 
zusammen gleich dem Doppelten aus dem Quadrat über der halben Strecke und dem 
Quadrat über der Strecke zwischen den teilenden Punkten zusammen.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in zwei gleiche Teile geteilt wird und im Punkt D in zwei 
ungleiche Teile, dann, sage ich, sind die Quadrate über AD und DB zusammen gleich dem 
Doppelten aus den Quadraten über AC und CD zusammen.

Es ist auf  AB im Punkt C die Senkrechte CE zu errichten, wobei CE gleich AC und gleich CB 
ist. Sodann EA und EB zu ziehen, durch D die Gerade DF parallel zu EC und durch F die 
Gerade FG parallel zu AB zu legen und AF zu ziehen.

Es ist dann AC gleich CE, somit der Winkel EAC gleich AEC. Da AEC ein rechter Winkel ist, 
sind die Winkel EAC und AEC gleich und
zusammen ein rechter Winkel. Also sind CEA
und CAE halbe rechte Winkel. Da auch AEB ein
rechter Winkel ist, sind aus den gleichen
Gründen CEB und EBC halbe rechte Winkel.
Ebenso ist EGF ein rechter Winkel und sind
GEF und EFG halbe rechte Winkel. EG ist
deshalb gleich GF. 
Da FDB ein rechter Winkel und ABE ein 
halber rechter Winkel ist, ist BFD ein halber rechter Winkel. FD ist deshalb gleich DB.
Da AC gleich CE ist auch das Quadrat über AC gleich dem Quadrat über CE. Die Quadrate 
über AC und CE zusammen sind somit gleich dem doppelten Quadrat über AC.
Da das Quadrat über EA gleich den Quadraten über AC und CE zusammen ist, ist das Quadrat
über EA gleich dem doppelten Quadrat über AC.
Da EG gleich GF ist auch das Quadrat über EG gleich dem Quadrat über GF. Die Quadrate 
über EG und GF zusammen sind somit gleich dem doppelten Quadrat über GF.
Da das Quadrat über EF gleich den Quadraten über EG und GF zusammen ist, ist das Quadrat
über EF gleich dem doppelten Quadrat über GF.
Da GF gleich CD, ist das Quadrat über EF gleich dem doppelten Quadrat über CD.
Es ist das Quadrat über EA gleich dem doppelten Quadrat über AC, also sind die Quadrate 
über AE und EF zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über AC und CD 
zusammen.
Es ist das Quadrat über AF gleich den Quadraten aus AE und EF zusammen, also ist das 
Quadrat über AF gleich dem Doppelten aus den Quadraten über AC und CD zusammen.
Da die Quadrate über AD und DF zusammen gleich dem Quadrat über AF sind, sind die 
Quadrate über AD und DF zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über AC und 
CD zusammen.
Es ist DF gleich DB, also sind die Quadrate über AD und DB zusammen gleich dem 
Doppelten aus den Quadraten über AC und CD zusammen.

Deshalb sind bei einer Strecke, die in einem Punkt in zwei gleiche und in einem anderen Punkt 
in zwei ungleiche Teile geteilt ist, die Quadrate über den ungleichen Strecken zusammen gleich 
dem Doppelten aus dem Quadrat über der halben Strecke und dem Quadrat über der Strecke 
zwischen den teilenden Punkten zusammen, was zu zeigen war.
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II.10.
Wird eine Strecke verlängert, dann sind die Quadrate über der verlängerten Strecke und
über der Verlängerung zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über der 
halben Strecke und über der halben Strecke mit der Verlängerung zusammen.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in zwei gleiche Teile geteilt und um eine beliebige Strecke BD
verlängert wird, dann, sage ich, sind die Quadrate über AD und DB zusammen gleich dem 
Doppelten aus den Quadraten über AC und CD zusammen.

Es ist auf  AB im Punkt C die Senkrechte CE zu errichten, wobei CE gleich AC und CB ist.
Sodann ist durch D die zu CE parallele DF zu legen und durch E die zu AD parallele FE.
Es ist dann EA und EB zu ziehen, EB bis zum Schnittpunkt mit FD bis G und FD bis G zu 
verlängern und AG zu ziehen.

Da AC gleich CE ist, sind die Winkel EAC und AEC gleich. Der Winkel ACE ist ein rechter. 
Also sind EAC und AEC halbe rechte Winkel. Aus den gleichen Gründen sind CEB und EBC 
halbe rechte Winkel. Es ist AEB somit ein rechter Winkel.
Da EBC ein halber rechter Winkel ist, sind dies auch DBG und DGB. Somit sind die Winkel 
DGB und DBG gleich und auch die Strecken BD und GD.
Da EGF ein halber rechter Winkel ist, ist auch FEG ein halber rechter Winkel. Somit sind die 
Winkel EGF und FEG gleich und auch die Strecken GF und EF.

Da das Quadrat über EC gleich dem Quadrat über CA ist, sind die Quadrate über EC und CA 
zusammen gleich dem doppelten Quadrat über CA. Es ist aber das Quadrat über EA gleich den
Quadraten über EC und CA zusammen, also ist das Quadrat über EA gleich dem doppelten 
Quadrat über AC.
Da FG gleich EF ist, sind auch die Quadrate über FG und EF gleich. 
Somit sind die Quadrate über GF und
FE zusammen gleich dem doppelten
Quadrat über EF. 
Es ist aber EF gleich CD, also ist das
Quadrat über EG gleich dem doppelten
Quadrat über CD.
Da, wie gezeigt, das Quadrat über EA
gleich dem doppelten Quadrat über AC
ist, sind die Quadrate über AE und EG
zusammen gleich dem Doppelten aus
den Quadraten über AC und CD zusammen.
Da das Quadrat über AG gleich den Quadraten über AE und EG zusammen ist, ist das 
Quadrat über AG gleich dem Doppelten aus den Quadraten über AC und CD zusammen.
Das Quadrat über AG ist auch gleich den Quadraten über AD und DG zusammen, also sind 
die Quadrate über AD und DG zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über AC 
und CD zusammen.
Es ist DG gleich DB, also sind die Quadrate über AD und DB gleich dem Doppelten aus den 
Quadraten über AC und CD zusammen.

Deshalb sind an einer verlängerten Strecke die Quadrate über der verlängerten Strecke und der 
Verlängerung zusammen gleich dem Doppelten aus den Quadraten über der halben Strecke 
und über der halben Strecke mit der Verlängerung zusammen, was zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B2g/B2_10.htm


II.11.
Eine Strecke so zu teilen, dass das Rechteck, das die ganze Strecke mit einem Teil 
ergibt, gleich dem Quadrat über dem andern Teil ist.

Die Strecke AB soll so in zwei geteilt werden, dass das Rechteck aus AB mit dem einen Teil 
gleich dem Quadrat über dem anderen Teil ist.

Es ist über AB das Quadrat ABCD zu errichten, AC im Punkt E in zwei gleiche Teile zu teilen, 
und BE zu ziehen. Sodann ist CA bis F so zu verlängern, dass EF gleich BE ist. Wird über AF 
das Quadrat FAHG errichtet und GH bis K verlängert, dann, sage ich, die Strecke AB ist in H 
so geteilt, dass das Rechteck aus AB mit BH gleich dem Quadrat über AH ist.

Es ist AC in E halbiert und in A um FA verlängert, also ist
das Rechteck, das die ganze verlängerte Strecke CF mit der
Verlängerung FA ergibt, zusammen mit dem Quadrat über
AE gleich dem Quadrat über EF. 
Es ist EF gleich EB, deshalb ist das Rechteck aus CF mit FA
zusammen mit dem Quadrat über AE gleich dem Quadrat
über EB.

Da EAB ein rechter Winkel ist, sind die Quadrate über BA
und AE zusammen gleich dem Quadrat über EB, damit ist
das Rechteck aus CF mit FA zusammen mit dem Quadrat
über AE gleich den Quadraten über BA und AE zusammen.

Von beidem das gleiche Quadrat über AE weggenommen, ist
das Rechteck aus CF mit FA gleich dem Quadrat über BA.
Da AF gleich FG, ist das Rechteck aus CF mit FA gleich dem
Rechteck aus CF mit FG.
Von ABDC und auch vom Rechteck aus CF mit FG das gleiche Rechteck aus AH mit HK 
weggenommen, ist das Quadrat über AH gleich dem Rechteck aus BH mit HK.

Es ist HK gleich AB, deshalb ist das Quadrat über AH gleich dem Rechteck aus HB mit BA, 
was auszuführen war.

Anmerkung:

Ist  AB = 1,  dann ist  BE = ((1 + (1/2)²)1/2 = 51/2 / 2   [wie I.47.]
      AH = AF = (51/2 – 1) / 2   ist damit der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten Strecke  AB.
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II.12.
Im stumpfwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Seite, die dem stumpfen Winkel 
gegenüber liegt, größer als die Quadrate über den beiden anderen Seiten zusammen, 
und zwar um das doppelte Rechteck, das eine dieser Seiten mit ihrer Verlängerung bis 
zur Senkrechten auf  ihr ergibt, die den Eckpunkt des Dreiecks trifft.

Wenn am Dreieck ABC mit dem stumpfen Winkel BAC die Seite CA verlängert ist bis zum 
Punkt D, in dem die Senkrechte BD errichtet ist, dann, sage ich, ist das Quadrat über BC gleich 
den Quadraten über BA und AC zusammen mit dem doppelten Rechteck aus CA mit AD.

Denn da die Strecke CD im Punkt A geteilt ist, ist das Quadrat über CD gleich den Quadraten 
über CA und AD zusammen mit dem doppelten Rechteck aus CA mit AD [wie II.4.].
Beidem das gleiche Quadrat über DB hinzugefügt, sind die Quadrate über CD und DB 
zusammen gleich den Quadraten über CA, AD und DB
zusammen mit dem doppelten Rechteck aus CA mit AD.

Es ist ADB ein rechter Winkel und somit das Quadrat über CB
gleich den Quadraten über CD und DB zusammen. 
Das Quadrat über AB ist gleich den Quadraten AD und DB
zusammen. Also ist das Quadrat über CB gleich den Quadraten
über CA und AB zusammen mit dem doppelten Rechteck aus
CA mit AD.

Deshalb ist im stumpfwinkligen Dreieck das Quadrat über der Seite, die dem stumpfen Winkel 
gegenüber liegt, gleich den Quadraten über den beiden anderen Seiten zusammen mit dem 
Rechteck, das eine dieser Seiten mit ihrer Verlängerung bis zur Senkrechten auf  ihr ergibt, die 
den Eckpunkt des Dreiecks trifft, was zu zeigen war.

II.13.
Im spitzwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Seite, die dem spitzen Winkel 
gegenüber liegt, kleiner als die Quadrate über den beiden anderen Seiten zusammen 
und zwar um das doppelte Rechteck, das eine dieser Seiten mit der Strecke auf  ihr 
ergibt, die bis zu der Senkrechten verkürzt ist, die den Eckpunkt des Dreiecks trifft.

Wenn im Dreieck ABC mit spitzem Winkel ABC durch den Punkt A die zu BC senkrechte AB 
gezogen ist, dann, sage ich, ist das Quadrat über AC gleich den Quadraten über CB und BA 
zusammen weniger dem doppelten Rechteck aus CB mit BD.

Denn da die Strecke CB im Punkt D geteilt ist, sind die Quadrate
über CB und BD zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus
CB mit BD und dem Quadrat über DC zusammen [wie II.7.]. 

Beidem das gleiche Quadrat über DA hinzugefügt, sind die
Quadrate über CB, BD und DA zusammen gleich dem 
doppelten Rechteck aus CB mit BD und den Quadraten 
über AD und DC zusammen. Es ist der Winkel BDA ein rechter,
somit ist das Quadrat über BA gleich den Quadraten über BD und DA zusammen. 

Ebenso ist das Quadrat über AC gleich den Quadraten über AD und DC zusammen. 
Also sind die Quadrate über CB und BA zusammen gleich dem doppelten Rechteck aus CB mit
BD und dem Quadrat über AC zusammen.
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Also ist das Quadrat über AC gleich den Quadraten über CB und BA zusammen weniger dem 
doppelten Rechteck aus CB mit BD.

Deshalb ist im spitzwinkligen Dreieck das Quadrat über der Seite, die dem spitzen Winkel 
gegenüber liegt, kleiner als die Quadrate über den beiden anderen Seiten zusammen und zwar 
um das doppelte Rechteck, das eine dieser Seiten mit der Strecke auf  ihr ergibt, die bis zu der 
Senkrechten verkürzt ist, die den Eckpunkt des Dreiecks trifft, was zu zeigen war.

II.14.
Das einem gegebenen Polygon gleiche Quadrat errichten.

Es sei das Polygon A gegeben. Es soll das dem A gleiche Quadrat errichtet werden.

Es ist zuerst das dem A gleiche Rechteck BCDE zu errichten [wie I.45.].
Ist dann BE gleich ED, dann ist ausgeführt was aufgegeben ist, wenn nicht, ist das dem 
Rechteck BCDE gleiche Quadrat zu konstruieren.

Es ist eine der Seiten die größere; sei dies BE. 
Es ist sodann BE um EF, das gleich ED ist, bis F zu
verlängern, BF in G in zwei gleiche Teile zu teilen,
um G mit dem Radius GB der Halbkreis BHF zu
schlagen, DE bis H zu verlängern und GH zu
ziehen.

Da BF in G in zwei gleiche Teile und in E in zwei
ungleiche Teile geteilt ist, ist das Rechteck aus BE
mit EF zusammen mit dem Quadrat über EG gleich
dem Quadrat über GF [wie II.5.].

Es ist GF gleich GH, also ist das Rechteck aus BE
mit EF zusammen mit dem Quadrat über GE gleich
dem Quadrat über GH.
Das Quadrat über GH ist gleich den Quadraten über
HE und EG zusammen, also ist das Rechteck aus BE mit EF zusammen mit dem Quadrat über
GE gleich den Quadraten über HE und EG zusammen.
Beidem das gleiche Quadrat über GE weggenommen, ist das Rechteck aus BE mit EF gleich 
dem Quadrat über HE.

Da EF gleich ED, ist das Rechteck aus BE mit EF gleich dem Rechteck aus BE mit ED.
Es ist somit das Rechteck aus BE mit ED gleich dem Quadrat über HE und dieses gleich dem 
Polygon A.

Damit ist das dem Polygon A gleiche Quadrat über HE errichtet, was auszuführen war.
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Euklid: Stoicheia.  Buch III.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Kreise mit gleichen Durchmessern oder gleichen Radien sind gleich.

 2. Eine Tangente ist eine Gerade, die einen Kreis berührt und in der Verlängerung nicht 
schneidet.

 3. Kreise berühren sich, wenn sie aneinander liegen, aber nicht schneiden.

 4. Gerade sind dann vom Mittelpunkt eines Kreises gleich weit entfernt, wenn senkrechte 
Strecken zum Mittelpunkt gleich sind;

 5. weiter entfernt ist diejenige, von der die senkrechte Strecke zum Mittelpunkt größer ist.

 6. Kreisabschnitte werden von der Kreislinie und der Strecke auf  einer schneidenden Geraden 
begrenzt.

 7. Der Kreisbogen ist die Kreislinie des Kreisabschnitts. 

 8. Der Winkel des Kreisabschnitts wird von Geraden durch die Schnittpunkte der den Kreis 
schneidenden Geraden, den Endpunkten der Grundseite, gebildet, die sich in einem Punkt 
des Kreisbogens treffen.

 9. Gerade, die einen Winkel bilden und einen Kreisbogen abschneiden, sagt man, stehen auf  
dem Kreisbogen des Kreisabschnitts.

10. Ein Kreissektor wird von einem Kreisbogen und von Geraden begrenzt die, auf  dem 
Kreisbogen stehend, einen Winkel im Kreismittelpunkt bilden.

11. In ähnlichen Kreisabschnitten sind die Winkel des Kreisabschnitts gleich.

http://opera-platonis.de/euklid/B3g/B3_0.htm
http://www.opera-platonis.de/euklid/index.html


III.1.
Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreises auffinden.

Es sei der Kreis ABC gegeben; es soll sein Mittelpunkt gefunden werden.

Wird eine beliebige Gerade AB durch den Kreis ABC gelegt
und im Punkt D zwischen den Schnittpunkten in zwei
gleiche Teile geteilt, im Punkt D die Senkrechte CD
errichtet und bis E verlängert, schließlich CE in F in zwei
gleiche Teile geteilt, dann, sage ich, ist F der
Mittelpunkt.Denn ist er es nicht, dann ist es anderer
Punkt G und es GA, GD und GB zu ziehen.

Da AD und DB gleich sind und die Senkrechte DG
gemeinsam haben, sind die einen beiden Strecken AD
und DG gleich den anderen beiden GD und DB. 
Somit sind GA und GB gleiche Radien und auch der
Winkel ADG ist gleich GDB. Wenn eine auf  einer
anderen errichteten Strecke gleiche Winkel mit ihr bildet,
dann sind dies rechte Winkel. Also ist GDB ein rechter Winkel. 
Es ist auch FDB ein rechter Winkel, somit ist der Winkel FDB gleich GDB, der größere dem 
kleineren, was nicht möglich ist. 
So wie gezeigt ist, dass G nicht der Mittelpunkt des Kreises ABC ist, so kann auch gezeigt 
werden, dass kein anderer Punkt als F Mittelpunkt ist.

Deshalb ist der Punkt F der Mittelpunkt des Kreises ABC.
Was auszuführen war.

Zusatz:   Offenbar liegt im Kreis auf  einer Geraden, die eine schneidende Gerade 
zwischen den Schnittpunkten in zwei gleiche Teile teilt und mit ihr rechte Winkel 
bildet, der Mittelpunkt des Kreises.

III.2.
Punkte auf  einer geraden Strecke zwischen zwei Punkten auf  einer Kreislinie liegen 
innerhalb des Kreises.

Werden auf  einer Kreislinie ABC beliebig zwei Punkte A und
B gesetzt, dann, sage ich, liegt jeder Punkt auf  der geraden
Strecke zwischen A und B innerhalb des Kreises.

Denn liegt er da nicht, dann liegt er auf  einer Linie AEB
außerhalb des Kreises. 
Durch den Mittelpunkt D des Kreises ABC sind DA und DB
zu legen und ist die Gerade DFE zu ziehen.
Da DA gleich DB ist und im gleichschenkligen Dreieck die
Winkel auf  der Grundseite gleich sind, ist dann der Winkel
DAE gleich DBE. 
Da in DAE die Seite AE bis B verlängert und der außen
liegende Winkel größer als der innen gegenüber liegende ist,
ist somit der Winkel DEB größer als DAE. 
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Da aber DAE und DBE gleich sind, ist dann der Winkel DEB größer als DBE.
Da dem größeren Winkel auch die größere Seite gegenüber liegt, ist dann DB größer als DE.
Aber DB ist gleich DF, somit DF dann größer als DE, die kleinere größer als die größere, was 
nicht möglich ist. 
Also liegt ein Punkt zwischen A und B nicht auf  einer Linie außerhalb des Kreises. 
Ebenso kann gezeigt werden, dass dieser Punkt auch nicht auf  der Kreislinie liegen kann. 
Also liegt er innerhalb des Kreises.

Deshalb liegt jeder Punkt einer Strecke zwischen zwei beliebigen Punkten auf  einer Kreislinie 
innerhalb des Kreises, was zu zeigen war.

III.3.
Teilt eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade den Abschnitt einer schneidende 
Gerade, die nicht durch den Mittelpunkt geht, zwischen den Schnittpunkten in zwei 
gleiche Teile, dann bildet sie mit ihr rechte Winkel und bildet sie rechte Winkel, dann 
teilt sie den Abschnitt einer schneidende Gerade zwischen den Schnittpunkten, 
nämlich die Sehne, in zwei gleiche Teile.

Wenn in einem Kreis ABC die durch den Mittelpunkt gehende Gerade CD die Sehne AB, die 
nicht durch den Mittelpunkt geht, in zwei gleiche Teile teilt, dann, sage ich, schneidet sie 
rechtwinklig.

Es ist der Mittelpunkt des Kreises ABC zu suchen; es sei dies E, und EA und EB zu ziehen.

Da AF und FB gleich sind und die Seite FE gemeinsam
haben, auch EA und EB gleich sind, sind auch die Winkel
AFE und BFE gleich. 
Wenn eine auf  einer anderen errichteten Strecke gleiche
Winkel mit ihr bildet, dann sind dies rechte Winkel. 
Also sind AFE und BFE rechte Winkel. 
Deshalb teilt die Gerade CD, die durch den Mittelpunkt
geht, die Sehne AB in zwei gleiche Teile und schneidet sie
rechtwinklig.

Wenn die CD die AB rechtwinklig schneidet, dann, sage
ich, teilt sie auch in zwei gleiche Teile AF und FB.

Da EA gleich EB ist, sind die Winkel EAF und EBF
gleich. Es sind nun auch die Winkel AFE und BFE
gleich. 
In den Dreiecken EAF und EFB sind also zwei Winkel und eine gemeinsame Seite, die dem 
gleichen Winkel gegenüber liegt, gleich und damit sind auch die übrigen Seiten und Winkel 
gleich. Also ist AF gleich FB.

Deshalb schneidet eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade eine Sehne rechtwinklig, wenn 
sie die Sehne in zwei gleiche Teile teilt und sie teilt in zwei gleiche Teile, wenn sie rechtwinklig 
schneidet, was zu zeigen war.
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III.4.
Schneiden sich zwei Sehnen, die nicht durch den Mittelpunkt gehen, sind sie dadurch 
nicht beide in zwei gleiche Teile geteilt.

Wenn im Kreis ABCD die beiden Sehnen AC und BD nicht durch den Mittelpunkt gehen und 
sich im Punkt E schneiden, dann, sage ich, sind sie dadurch nicht beide in zwei gleiche Teile 
geteilt.

Denn wenn sie beide in zwei gleiche Teile geteilt sind, dann ist AE gleich EC und BE gleich 
ED. Es sei der Mittelpunkt des Kreises F und es ist FE zu ziehen. 

Da eine Gerade, die durch den Mittelpunkt geht und eine
Sehne, die nicht durch den Mittelpunkt geht, in zwei gleiche
Teile teilt, diese rechtwinklig teilt, teilt FE, die durch den
Mittelpunkt geht, die Sehne AC, die nicht durch den
Mittelpunkt geht, in zwei gleiche Teile und mit rechten
Winkeln. FEA ist dann ein rechter Winkel.
Da dann auch BD in zwei gleiche Teile geteilt wird, ist 
auch FEB ein rechter Winkel. 

Also ist dann FEA gleich FEB, der kleinere gleich dem
größeren, was nicht möglich ist. Also sind AC und BD
hierbei nicht beide in zwei gleiche Teile geteilt.

Deshalb sind zwei sich schneidende Sehnen, die nicht durch den Mittelpunkt gehen, dadurch 
nicht beide in zwei gleiche Teile geteilt, was zu zeigen war.

III.5.
Zwei Kreise, die sich schneiden, haben nicht denselben Mittelpunkt.

Wenn sich die Kreise ABC und CDG sich in den Punkten B und C schneiden, dann, sage ich, 
haben sie nicht denselben Mittelpunkt.

Wenn sie ihn haben, es dies E, dann sind EC
und die durchgehende EFG zu ziehen. 

Da E der Mittelpunkt des Kreises ABC ist,
sind 
dann EC und EF gleich. 
Da E auch der Mittelpunkt des Kreises CDG
ist, 
sind dann auch EC und EG gleich. 
Es ist dann EF gleich EG, das kleinere gleich
dem größeren, was nicht möglich ist. 
Also ist E nicht der gemeinsame Mittelpunkt
der Kreise ABC und CDG.

Deshalb haben zwei Kreise, die sich schneiden, nicht denselben Mittelpunkt, was zu zeigen war.
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III.6.
Zwei Kreise, die sich berühren, haben nicht denselben Mittelpunkt.

Wenn sich zwei Kreise ABC und CDE im Punkt C berühren, dann, sage ich, haben sie nicht 
denselben Mittelpunkt.

Wenn sie ihn haben, es sei dies F, dann ist die
durchgehende FEB zu ziehen.

Da dann F der Mittelpunkt des Kreises ABC ist, sind FC
und FB gleich. Da dann F auch Mittelpunkt des Kreises
CDE ist, sind auch FC und FE gleich.
Dann ist FE gleich FB, das kleinere gleich dem größeren,
was nicht möglich ist. Also ist F nicht der gemeinsame
Mittelpunkt von ABC und CDE.

Deshalb haben zwei Kreise, die sich berühren, nicht
denselben Mittelpunkt.

III.7.
Unter den Strecken, die von einem, vom Mittelpunkt verschiedenen, Punkt auf  dem 
Durchmesser zu Punkten auf  der Kreislinie gezogen sind, ist die Strecke von diesem 
Punkt durch den Mittelpunkt die größte und der Rest des Durchmessers die kleinste. 
Unter den anderen Strecken ist diejenige, die der großen Strecke auf  dem Durchmesser
näher ist, größer als die entferntere und nur jeweils eine Strecke ist unter ihnen, die 
kürzer als die größte sind, einer anderen gleich.

Wenn vom Punkt F, der nicht der Mittelpunkt ist, auf  dem Durchmesser AD des Kreises 
ABCD die Strecken FB, FC und FG zu Punkten auf  der Kreislinie gezogen sind, dann, sage 
ich, ist FA die größte, FD die kleinste und unter den übrigen ist FB größer als FC und FC 
größer FG.

Es sind BE, CE und GE zu ziehen. 
Da im Dreieck zwei Seiten zusammen größer sind als die
dritte, sind EB und EF zusammen größer als BF. AE ist
gleich BE, also ist AF größer als BF.
BE und CE sind gleich und bilden mit der gleichen
Strecke FE Dreiecke, in denen die zwei Seiten BE und
EF gleich den Seiten CE und EF sind, aber der Winkel
BEF größer als CEF ist, weshalb BF größer als CF ist.
Aus den gleichen Gründen ist CF größer als GF.

Da GF und FE zusammen größer als EG sind, aber 
EG gleich ED ist, sind GF und FE zusammen größer als
ED. Von beidem das gleiche EF weggenommen, ist GF
größer als FD. Also ist FA die größte und FD die kleinste
Strecke, auch ist FB größer als FC und FC größer als FG.

Ich sage sodann, es gibt im Kreis ABCD vom Punkt F zu Punkten auf  der Kreislinie nur eine 
Strecke die gleich FG ist.
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Es ist im Punkt E auf  EF der dem Winkel GEF gleiche Winkel FEH anzulegen und FH zu 
ziehen. GE und EH sind dann gleich und bilden mit der gleichen Strecke FE Dreiecke, in 
denen die zwei Seiten GE und EF gleich den Seiten HE und EF und die Winkel GEF und 
HEF gleich sind. Also ist FG gleich FH.

Ich sage auch, es ist keine andere Strecke, vom Punkt F aus, der FG gleich.
Denn ist es eine andere, dann sei dies FK. Da FK dann gleich FG ist und FH gleich FG, ist FK 
gleich FH, die nähere gleich der entfernteren, was nicht möglich ist. 
Ebenso ist zu zeigen, dass unter den kleineren Strecken keine größere der FG gleich ist als FH.
Also ist unter den Strecken vom Punkt F aus keine andere Strecke der FG gleich, als FH, und 
diese ist die einzige.

Deshalb ist unter den Strecken, die von einem, vom Mittelpunkt verschiedenen, Punkt auf  dem
Durchmesser zu Punkten auf  der Kreislinie gezogen sind, die Strecke von diesem Punkt durch 
den Mittelpunkt die größte und der Rest des Durchmessers die kleinste. Unter den anderen 
Strecken, die kürzer als die größte sind, ist die, der großen Strecke auf  dem Durchmesser 
nähere, größer als die entferntere, und nur jeweils eine Strecke unter ihnen ist einer anderen 
gleich, was zu zeigen war.

III.8.
Unter den Geraden, die von einem Punkt außerhalb eines Kreises durch den Kreis 
gelegt werden, ist die Strecke, die die Kreislinie vom Punkt aus von innerhalb des 
Kreises trifft, auf  der am größten, die durch den Mittelpunkt geht, unter den andern ist 
die Strecke auf  der ihr näheren größer und auf  der entfernteren kleiner. Die Strecke, 
die die Kreislinie vom Punkt aus von außen trifft, aber ist auf  der Geraden durch den 
Mittelpunkt am kleinsten und unter den andern ist diese Strecke auf  der ihr näheren 
kleiner und die auf  der entfernteren größer, und nur jeweils eine Strecke ist unter 
ihnen, die größer als die kleinste sind, einer anderen gleich.

Wenn vom Punkt D außerhalb eines Kreises ABC die Geraden DA, DE, DF, DC durch den 
Kreis gelegt sind und DA durch den Mittelpunkt
geht, dann, sage ich, unter den Strecken zu den
Punkten A, E, F und C ist DA die größte und
unter den anderen sind diejenigen größer, die DA
näher sind, dass also DE größer ist als DF und DF
größer als DC, aber unter den Strecken außerhalb
des Kreises zu den Punkten G, K, L und H ist DG
die kleinste und unter den anderen sind diejenigen
kleiner, die DG näher sind und größer diejenigen,
die entfernter sind, dass also DK kleiner ist als DL
und DL kleiner als DH.

Es sind zunächst vom Mittelpunkt M des Kreises
ABC aus die Strecken ME, MF, MC, MG, MK und
ML zu ziehen.

Es ist AM gleich EM und, beiden das gleiche MD
hinzugefügt, AD gleich EM und MD zusammen.
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Da EM und MD zusammen größer sind als ED ist AD größer als ED.
ME ist gleich MF und, beiden das gleiche MD hinzugefügt, sind die einen beiden Strecken EM 
und MD gleich den andern FM und MD; da der Winkel EMD größer ist als FMD, ist ED 
größer FD. 

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass FD größer als CD ist. Also ist DA die größte Strecke und 
unter den anderen ist DE größer als DF und DF größer als DC.

Da MK und KD zusammen größer sind als MD, und MG und MK gleich sind, ist, beidem das 
gleiche MG weggenommen, KD größer als DG, somit ist GD kleiner als KD.
Da die Dreiecke MLD und MKD die Seite MD gemeinsam haben und MK und KD zusammen
kleiner sind als ML und LD zusammen, wobei MK gleich ML ist, ist DK kleiner als DL.
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass DL kleiner ist
als DH. 
Also ist DG die kleinste Strecke und unter den
anderen ist DK ist kleiner als DL und DL ist
kleiner 
als DH.

Ich sage auch, vom Punkt D zu einem Punkt auf  
der Kreislinie gezogen, ist nur jeweils eine Strecke 
einer anderen, die größer als DG ist, gleich.

Wird an MD im Punkt M der dem Winkel KMD 
gleiche Winkel DMB angelegt und DB gezogen,
dann ist MK gleich MB. Mit der gemeinsamen Seite
MD sind die beiden Seiten KM und MD gleich den
beiden Seiten BM und MD. Da die Winkel KMD
und DMB gleich sind, sind auch KD und DB
gleich.

Ich sage sodann, keine andere Strecke von D zu
einem Punkt auf  der Kreislinie ist gleich DK.

Denn ist es eine andere, dann sei DN diese Strecke. 
Da dann DK gleich DN ist und DK gleich DB, ist DB gleich DN, die nähere zu DH gleich der 
entfernteren, was nicht möglich ist. 
Also ist keine andere Strecke vom Punkt D zu einem Punkt auf  der Kreislinie ABC gleich DK.

Deshalb ist unter den Geraden, die von einem Punkt außerhalb eines Kreises durch den Kreis 
gelegt werden, die Strecke, die die Kreislinie vom Punkt aus von innen trifft, auf  der am 
größten, die durch den Mittelpunkt geht, unter den andern ist diese Strecke auf  der, der 
größten, näheren größer und auf  der entfernteren kleiner. Die Strecke, die die Kreislinie vom 
Punkt aus von außen trifft, aber ist auf  der Geraden durch den Mittelpunkt am kleinsten und 
unter den andern ist diese Strecke auf  der ihr näheren kleiner und die auf  der entfernteren 
größer, und nur jeweils eine Strecke ist unter ihnen, die größer als die kleinste sind, einer 
anderen gleich, was zu zeigen war.



III.9.
Gehen von einem Punkt innerhalb eines Kreises mehr als zwei gleiche Strecken zu 
Punkten auf  der Kreislinie, dann ist dieser Punkt der Mittelpunkt.

Wenn von einem Punkt D im Kreis ABC mehr als zwei gleiche Strecken, nämlich DA, DB und 
DC, zu den Punkten A, B und C auf  der Kreislinie gehen, dann, sage ich, ist D der Mittelpunkt 
des Kreises ABC.

Es sind die Strecken AB und BC zu ziehen und in zwei gleiche Teile in den Punkten E und F zu
teilen, sodann durch E, D und F, D die Geraden KG und HL zu legen.

Da AE und EB gleich sind und an der gleichen Strecke
ED liegen, sind die Seiten AE und ED gleich den BE
und ED. Da DA gleich DB ist, sind die Winkel AED 
und BED gleich und damit rechte Winkel. Also teilt 
GK die Strecke AB rechtwinklig in zwei gleiche Teile. 
Auf  der Strecke, die eine andere im Kreis rechtwinklig 
in zwei gleiche Teile teilt, liegt der Mittelpunkt, somit 
auf  GK. 
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass der Mittelpunkt
des Kreises ABC auch auf  HL liegt. 
Da GK und HL keinen anderen Punkt gemeinsam
haben als D, ist D der Mittelpunkt des Kreises ABC.

Deshalb ist der Punkt, von dem aus im Kreis mehr als zwei gleiche Strecken zu Punkten auf  
der Kreislinie gehen, der Mittelpunkt des Kreises, was zu zeigen war.

III.10.
Ein Kreis schneidet einen anderen in nicht mehr als zwei Punkten.

Wenn andernfalls der Kreis ABC den Kreis DEF in mehr als zwei Punkten, nämlich in B, G, F 
und H schneidet, dann sind BH und BG zu ziehen und in K und L in zwei gleiche Teile zu 
teilen, auf  BH und BG in K und L die Senkrechten KC und LM zu errichten, die in A und E 
die Kreise schneiden.

Da im Kreis ABC die BH von AC rechtwinklig in
zwei gleiche Teile geteilt wird, liegt der Mittelpunkt
auf  AC. Da im Kreis ABC auch die BG von NP
rechtwinklig in zwei gleiche Teile geteilt wird, liegt
der Mittelpunkt auch auf  NP. 
Da AC und NP keinen anderen Punkt 
gemeinsam haben als O, ist O dann der 
Mittelpunkt des Kreises ABC. 
Auf  gleiche Weise kann gezeigt werden, dass O
dann auch Mittelpunkt des Kreises DEF ist.
Die sich schneidenden Kreise ABC und DEF
haben dann den gemeinsamen Mittelpunkt O, was
nicht möglich ist.

Deshalb schneidet ein Kreis einen anderen in nicht mehr als zwei Punkten, was zu zeigen war.
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III.11.
Berühren sich zwei Kreise von innen, dann geht die Gerade durch die beiden 
Mittelpunkte durch den Berührpunkt.

Wenn sich zwei Kreise ABC und ADE sich von innen im Punkt A berühren, wobei ABC den 
Mittelpunkt F und ADE den Mittelpunkt G hat, dann, sage ich, geht die Gerade durch G und F
auch durch den Berührpunkt A.

Denn geht sie nicht durch A, sondern durch einen davon
verschiedenen Punkt H, dann kann FGH, sowie AF und
AG gezogen werden.
Im Kreis ABC ist dann FA gleich FH. Da AG und GF
zusammen größer als FA sind, sind dann AG und FG
zusammen auch größer als FH. 
Beidem das gleiche FG weggenommen, ist dann AG
größer als GH. Im Kreis ABC ist AG gleich GD, also ist
dann GD größer als GH, die kleinere größer als die
größere, was nicht möglich ist. 
Also geht die Gerade durch F und G durch keinen
anderen Punkt als A, in dem sich die Kreise berühren.

Deshalb geht die Gerade durch die Mittelpunkte zweier Kreise, die sich von innen berühren, 
durch den Berührpunkt, was zu zeigen war.

III.12.
Berühren sich zwei Kreise von außen, dann geht die Gerade durch die beiden 
Mittelpunkte durch den Berührpunkt.

Wenn sich zwei Kreise ABC und ADE von außen im Punkt
A berühren, wobei ABC den Mittelpunkt F und ADE den
Mittelpunkt G hat, dann, sage ich, geht die Gerade durch 
F und G auch durch A.

Denn geht sie nicht durch A, dann durch F, C, D und G. 
Da F der Mittelpunkt des Kreises ABC ist, ist dann AF
gleich FC. Da G der Mittelpunkt des Kreises ADE ist, 
ist dann AG gleich GD.
Also sind dann FA und AG zusammen gleich FC und DG
zusammen. Da dann FC und DG zusammen kleiner als FG
sind, sind dann auch FA und AG zusammen kleiner als FG,
was aber, da FA und AG im Dreieck zusammen größer als
FG sind, nicht möglich ist. 
Also geht die Gerade durch F und G durch keinen von A
verschiedenen Punkt. Also geht sie durch A.

Deshalb geht die Gerade durch die Mittelpunkte zweier
Kreise, die sich von außen berühren, durch den
Berührpunkt, was zu zeigen war.
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III.13.
Kreise berühren sich in nicht mehr als einem Punkt, ob von innen oder von außen.

Wenn der Kreis ABCD den Kreis EBFD von innen nicht nur im Punkt D, sondern auch im 
Punkt B berührt und der Kreis ABCD den Mittelpunkt G und der Kreis EBFD den 
Mittelpunkt H hat, dann geht die Gerade durch G und H auch durch den Berührpunkt B, aber 
auch durch D.
Da G der Mittelpunkt des Kreises ABCD ist, ist BG
gleich GD, deshalb ist BG größer als HD und noch
mehr BH größer als HD. Da aber H der Mittelpunkt des
Kreises EBFD ist, ist BH gleich HD, was nicht möglich
ist. 
Also berühren sich Kreise von innen nicht in mehr als
einem Punkt.

Ich sage dann, Kreise berühren sich von außen in nicht
mehr als einem Punkt. 
Wenn andernfalls der Kreis ACK den Kreis ABCD von
außen im Punkt A, aber auch in C berührt, dann ist die
Gerade AC zu ziehen. 
Da A und C Punkte auf  der Kreislinie ABCD sind,
liegen Punkte auf  AC innerhalb des Kreises ABCD und
außerhalb des Kreises ACK. Da A und C aber auch
Punkte auf  der Kreislinie ACK sind, liegen Punkte auf
AC innerhalb des Kreises ACK und außerhalb des
Kreises ABCD, was dem widerspricht. 
Also berühren sich Kreise von außen nicht in mehr als einem Punkt.

Deshalb berühren sich Kreise nicht in mehr als einem Punkt, ob von innen oder von außen, 
was zu zeigen war.

III.14.
Gleiche Sehnen sind vom Mittelpunkt gleich weit entfernt und vom Mittelpunkt gleich 
weit entfernte Sehnen sind gleich.

Wenn im Kreis ABCD die Sehnen AB und CD gleich sind, dann, sage ich, sind AB und CD 
gleich weit vom Mittelpunkt des Kreises entfernt.

Denn ist E der Mittelpunkt des Kreises ABCD und werden von E die Senkrechten EF und EG
auf  AB und CD errichtet, dann sind AE und EC zu ziehen.

Da EF durch den Mittelpunkt geht und auf  AB, die nicht durch den Mittelpunkt geht, mit 
rechten Winkeln steht, wird AB in F in zwei gleiche Teile geteilt und es ist AF gleich FB. Also 
ist AB gleich der doppelten AF. Aus den gleichen Gründen ist CD gleich der doppelten CG. Es
ist AB gleich CD und damit AF gleich CG.
Da AE gleich EC, ist auch das Quadrat über AE gleich dem Quadrat über EC. Da AFE ein 
rechter Winkel ist, sind die Quadrate über AF und FE zusammen gleich dem Quadrat über AE.
Ebenso sind, da CGE ein rechter Winkel ist, die Quadrate über EG und GC zusammen gleich 
dem Quadrat über EC. 
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Also sind die Quadrate über AF und FE zusammen gleich den Quadraten über EG und GC 
zusammen. 
Da AF gleich CG, ist das Quadrat über AF gleich dem
Quadrat über CG. Also ist das Quadrat über FE gleich
dem Quadrat über EG und damit auch FE gleich EG.
Sind die auf  zwei Sehnen errichteten Senkrechten durch
den Mittelpunkt gleich, dann sind die Sehnen gleich weit
vom Mittelpunkt entfernt, somit sind AB und CD gleich
weit vom Mittelpunkt entfernt.

Sind nun AB und CD gleich weit vom Mittelpunkt
entfernt, sind also EF und EG gleich, dann, sage ich, ist
AB gleich CD.
Wie bereits gezeigt, ist AB gleich der doppelten AF und
CD gleich der doppelten CG.
Da AE und CE gleich sind, sind auch die Quadrate über AE und CE gleich.
Es sind die Quadrate über EF und FA zusammen gleich dem Quadrat über AE, auch sind die 
Quadrate über EG und GC zusammen gleich dem Quadrat über EC. 
Also sind die Quadrate über EF und FA zusammen gleich den Quadraten über EG und GC 
zusammen.
Da das Quadrat über EF gleich dem über EG ist, ist auch EF gleich EG. Ebenso ist auch das 
Quadrat über AF gleich dem über CG und somit AF gleich CG.
Weil AB gleich dem doppelten AF ist und CD gleich dem doppelten CG, ist AB gleich CD.

Deshalb sind gleiche Sehnen gleich weit vom Mittelpunkt entfernt und sind Sehnen gleich, die 
gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind, was zu zeigen war.

 

III.15.
Unter den Strecken im Kreis ist der Durchmesser die größte und unter den Sehnen ist 
diejenige, die dem Mittelpunkt näher ist, größer als die entferntere.

Wenn im Kreis ABCD mit dem Mittelpunkt E und dem Durchmesser AD die Sehne BC näher 
dem Mittelpunkt liegt als die entferntere FG, dann, sage ich, ist AD die größte Strecke im Kreis 
und BC größer als FG.

Es sind vom Mittelpunkt E auf  BC und FG die
senkrechten EH und EK zu errichten.
Da BC näher am Mittelpunkt liegt als FG, 
ist EK größer als EH. 

Wird auf  KE im Punkt L, so dass EL gleich EH ist, 
die Senkrechte LM errichtet und bis N verlängert, 
dann sind ME, EN, FE und EG zu ziehen.
Da EH gleich EL ist, ist BC gleich MN.

Da die Radien AE und EM, sowie ED und EN gleich sind,
ist AD gleich ME und EN zusammen. 
ME und EN zusammen sind größer als MN, 
wobei MN gleich BC ist, also ist AD größer als BC. 
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Da die Seiten ME und EN den Seiten FE und EG gleich sind, ist der Winkel MEN größer als 
FEG und damit ist MN größer als FG. MN ist gleich BC, somit ist BC größer als FG. AD aber 
ist die größte Strecke.

Deshalb ist der Durchmesser im Kreis die größte Strecke und ist unter den Sehnen diejenige, 
die dem Mittelpunkt näher ist, größer als die entferntere, was zu zeigen war.

III.16.
Die am Endpunkt eines Durchmessers errichtete Senkrechte fällt außerhalb des 
Kreises; es kann zwischen ihr und dem Kreis keine Gerade außerhalb des Kreises 
gezogen werden; der Winkel zwischen Kreislinie und Durchmesser ist größer und der 
Winkel zwischen Kreislinie und Senkrechter kleiner als jeder spitze Winkel.

Hat der Kreis ABC mit Mittelpunkt D den Durchmesser AB, dann, sage ich, fällt die im Punkt 
A auf  AB errichtete Senkrechte AE außerhalb des Kreises.

Denn sollte es möglich sein, dass sie in den Kreis fällt
wie AC, dann kann DC gezogen werden.
Da dann DA gleich DC ist, sind auch die Winkel
DAC und ACD gleich. Da DAC ein rechter Winkel
ist, ist dann auch ACD ein rechter Winkel. 
Das Dreieck ACD hat dann zwei rechte Winkel, 
was nicht möglich ist. Also fällt die im Punkt A auf
AB errichtete Senkrechte nicht in den Kreis.

Zwischen AE und den Kreisbogen CHA, sage ich,
kann keine Gerade außerhalb des Kreises gezogen
werden. 

Denn sollte dies möglich sein, dann ist FA und im
Punkt D die zu FA senkrechte DG zu ziehen. 
Da der Winkel AGD ein rechter ist, ist DAG kleiner als ein rechter und AD größer als DG. 
DA ist gleich DH, also ist DH größer als DG, die kleinere größer als die größere, was nicht 
möglich ist. Also kann zwischen Senkrechte und Kreisbogen keine andere Gerade außerhalb 
des Kreises gezogen werden.

Ich sage nun, der Winkel zwischen Kreisbogen CHA und Durchmesser BA ist größer als jeder 
spitze Winkel und der Winkel zwischen Kreisbogen und der Senkrechten AE kleiner.
Denn gibt es einen gradlinigen Winkel größer als der zwischen BA und dem Kreisbogen CHA 
und kleiner als der Winkel zwischen dem Kreisbogen CHA und der Geraden AE, dann fällt 
eine Gerade, die solche Winkel mit dem Kreisbogen CHA einschließt, zwischen die Senkrechte 
AE und den Kreisbogen CHA, was nicht möglich ist.
Also ist kein spitzer Winkel größer als der zwischen der Geraden BA und dem Kreisbogen 
CHA und keiner kleiner als der zwischen CHA und der Geraden AE. 
Was zu zeigen war.

Zusatz:  Offensichtlich ist die Senkrechte im Endpunkt des Durchmessers eine 
Tangente, diese berührt den Kreis in nicht mehr als einem Punkt. 
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III.17.
An einen Kreis von einem gegebenen Punkt aus die Tangente anlegen.

Es seien der Punkt A und der Kreis BCD gegeben; es soll die Tangente vom Punkt A aus an 
den Kreis BCD gelegt werden.

Wird durch den Mittelpunkt E des Kreises BCD und den Punkt A die Gerade EA gelegt, mit 
dem Radius EA um E der Kreis AFG geschlagen, im Punkt D auf  AE die Senkrechte DF 
errichtet und werden EF und AB gezogen, dann, sage ich, ist vom Punkt A aus die Tangente 
AB an den Kreis BCD gelegt.

Da E der Mittelpunkt der Kreise BCD und AFG ist,
sind EA und AF gleich und ist ebenso ED gleich EB.
Deshalb sind die beiden Strecken AE und EB gleich 
den beiden Strecken FE und ED, die den gleichen
Winkel BED einschließen 
Also sind DF und AB gleich und ebenso die 
restlichen Winkel der Dreiecke DEF und EBA. 
Der Winkel EDF ist damit gleich EBA. 
EDF ist ein rechter Winkel, somit auch EBA.
EB ist der Radius des Kreises und da die am Endpunkt
des Durchmessers errichtete Senkrechte eine an den
Kreis angelegte Tangente ist, ist AB die an den Kreis
BCD angelegte Tangente.

Damit ist vom Punkt A aus die Tangente AB an den Kreis BCD gelegt, was auszuführen war.

III.18.
Die durch den Berührpunkt einer Tangenten und den Mittelpunkt gelegte Gerade steht
senkrecht auf  der Tangenten.

Wenn die Tangente DE im Punkt C an den Kreis ABC mit dem Mittelpunkt F gelegt und eine 
Gerade durch F und C gezogen ist, dann, sage ich, steht
FC senkrecht auf  DE.

Denn wenn nicht, ist vom Punkt F auf  DE die Senkrechte
FG zu errichten.

Da FGC dann ein rechter Winkel ist, ist FCG dann ein
spitzer Winkel. Dem größeren Winkel liegt die größere
Seite gegenüber, womit FC dann größer als FG ist. 
Da FC gleich FB, ist dann FB größer als FG, die kleinere
größer als die größere, was nicht möglich ist. 
Also ist FG keine Gerade, die auf  DE senkrecht steht, und,
wie auf  gleiche Weise gezeigt werden kann, ist dies auch
keine andere als FC. 
Also steht FC senkrecht auf  DE.

Deshalb steht die durch den Berührpunkt einer Tangenten und den Mittelpunkt gelegte Gerade
senkrecht auf  der Tangenten, was zu zeigen war.
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III.19.
Auf  der Senkrechten, die am Berührpunkt einer Tangenten auf  ihr errichtet ist, liegt 
der Mittelpunkt des Kreises.

Wenn die Tangente DE im Punkt C an den Kreis ABC gelegt ist und in C auf  DE die 
Senkrechte CA errichtet ist, dann, sage ich, liegt auf  ihr der Mittelpunkt des Kreises.

Denn liegt er da nicht, sondern auf  einem anderen
Punkt F, dann kann CF gezogen werden.
Da im Kreis ABC die Gerade DE mit der Geraden
durch Berührpunkt und Mittelpunkt FC einen
rechten Winkel bildet, steht dann FC senkrecht auf
DE. Also ist dann der Winkel FCE ein rechter
Winkel, damit auch ACE. 
Der Winkel FCE ist dann gleich ACE, der kleinere
gleich dem größeren, was nicht möglich ist. 
Damit liegt der Mittelpunkt des Kreises nicht auf  F.
Für andere Gerade als AC ist ebenso zu zeigen, dass
der Mittelpunkt des Kreises nicht auf  ihnen liegt. 
Also liegt der Mittelpunkt des Kreises auf  AC.

Deshalb liegt auf  der Senkrechten, die am Berührpunkt einer Tangenten auf  ihr errichtet ist, 
der Mittelpunkt des Kreises, was zu zeigen war.

III.20.
Der Winkel im Mittelpunkt über einem Kreisbogen ist das Doppelte des Winkels in 
einem Punkt auf  der Kreislinie. 

Wenn im Kreis ABC im Mittelpunkt der Winkel BEC und in einem Punkt auf  der Kreislinie 
der Winkel BAC über dem gleichen Kreisbogen stehen, dann, sage ich, ist BEC gleich dem 
doppelten BAC.

Denn wird der Radius EA bis F verlängert, dann ist EA gleich EF, somit ist der Winkel EAB 
gleich EBA und deshalb die Winkel EAB und EBA zusammen gleich dem doppelten EAB.
Da am Dreieck EAB der äußere Winkel gleich den beiden innen gegenüber liegenden Winkeln 
zusammen ist, ist der Winkel BEF gleich den Winkeln
EAB und EBA zusammen. Also ist der Winkel BEF
gleich dem doppelten EAB. Aus den gleichen Gründen
ist der Winkel FEC gleich dem doppelten EAC und ist
BEC gleich dem doppelten BAC.

Wird nun der Winkel BDC am Punkt D der Kreislinie
angelegt und DE bis G verlängert, dann ist ebenso zu
zeigen, dass der Winkel GEC gleich dem doppelten
GDC ist. Also ist dann der Winkel GEB gleich dem
doppelten GDB und damit ist BEC gleich dem
doppelten BDC.

Deshalb ist der Winkel im Mittelpunkt über einem Kreisbogen gleich dem doppelten Winkel in 
einem Punkt auf  der Kreislinie, was zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B3g/B3_20.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B3g/B3_19.htm


III.21.
Die Winkel des gleichen Kreisabschnitts sind gleich.

Wenn im Kreis ABCD die Winkel BAD und BED Winkel des Kreisabschnitts BAED sind, 
dann, sage ich, sind BAD und BED gleich.

Denn ist F der Mittelpunkt des Kreises ABCD, dann kann
BF und FD gezogen werden.
Da die Schenkel der Winkel BFD und BAD auf  dem
gleichen Kreisbogen BCD stehen, ist der Winkel BFD
gleich dem doppelten BAD. Aus dem gleichen Grund ist
BFD gleich dem doppelten BED. Also ist BAD gleich
BED.

Deshalb sind die Winkel des gleichen Kreisabschnitts
gleich, was zu zeigen war.

III.22.
Im Viereck aus Sehnen sind gegenüber liegende Winkel gleich zwei rechten Winkeln.

Wenn dem Kreis ABCD ein Sehnenviereck ABCD eingeschrieben ist, dann, sage ich, sind 
gegenüber liegende Winkel gleich zwei rechten Winkeln.

Es ist AC und BD zu ziehen. Da im Dreieck die drei
Winkel gleich zwei rechten sind, sind die Winkel CAB,
ABC und BCA zusammen gleich zwei rechten.
Da CAB und BDC Winkel im selben Kreisabschnitt
BADC sind, sind sie gleich. 
Da ACB und ADB Winkel im selben Kreisabschnitt
ADCB sind, sind auch sie gleich.
ADC ist somit gleich den Winkeln BAC und ACB
zusammen. Zu beidem der gleiche Winkel ABC
hinzugenommen, sind die Winkel ABC, BAC und ACB
zusammen gleich ABC und ADC zusammen. 
Da ABC, BAC und ACB zusammen gleich zwei
rechten Winkeln sind, sind auch ABC und ADC
zusammen gleich zwei rechten.
Ebenso ist zu zeigen, dass BAD und DCB zusammen gleich zwei rechten Winkeln sind.

Deshalb sind im Viereck aus Sehnen gegenüber liegende Winkel gleich zwei rechten, was zu 
zeigen war.
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III.23.
Über derselben Strecke können ähnliche, aber ungleiche Kreisbögen nicht errichtet 
sein.

Wenn aber doch, dann seien über der Strecke AB zwei
Kreisbögen ACB und ADB geschlagen und die Geraden
ACD, sowie CB und BD gezogen.

Da die Kreisbögen ACB und ADB ähnlich sind, sind die
Kreisabschnitte ACB und ADB ähnlich, also sind die 
Winkel ACB und ADB gleich, der dem Kreisbogen ACB
innere gleich dem ihm äußeren, was nicht möglich ist.

Deshalb können über derselben Strecke ähnliche, aber
ungleiche Kreisbögen nicht errichtet sein, was zu zeigen war.

III.24.
Ähnliche Kreisabschnitte mit gleichen Grundseiten sind gleich.

Wenn auf  gleichen Grundseiten AB und CD ähnliche Kreisabschnitte AEB und CFD errichtet 
sind, dann, sage ich, ist der Kreisabschnitt AEB gleich CFD.

Wie wenn die Kreisabschnitte AEB und CFD übereinander gelegt würden, sieht man, dass 
wenn der Punkt A mit C und die Strecke AB mit CD übereinstimmt, dann auch der Punkt B 
mit D übereinstimmt. 
Es stimmt aber dann auch der Kreisbogen AEB mit dem Kreisbogen CFD überein. 

Denn wenn nicht, liegt der Kreisbogen CFD dann ganz oder teilweise innerhalb oder außerhalb
von AEB. Liegt der Kreisbogen CFD ganz innerhalb oder außerhalb AEB, können, da sie 
ähnlich sind, die Kreisabschnitte AEB und CFD, somit die Grundseiten AB und CD nicht 
gleich sein. Da AB gleich CD ist, liegt
der Kreisbogen CFD nicht innerhalb
oder außerhalb von AEB.

Liegt der Kreisbogen CFD teilweise
innerhalb und teilweise außerhalb von
AEB, wie in CGD, dann schneiden 
sich die Kreise in mehr als zwei 
Punkten, was nicht möglich ist. 
Stimmen also die Grundseiten AB und 
CD überein, dann stimmen auch die
Kreisbögen AEB und CFD über. Da sie übereinstimmen, sind sie auch gleich. 

Deshalb sind ähnliche Kreisabschnitte über gleichen Grundseiten gleich, was zu zeigen war.
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III.25.
Einen Kreisabschnitt zu dem Kreis ergänzen, von dem er Abschnitt ist.

Der Kreisabschnitt ABC soll zu dem Kreis ergänzt werden, von dem er Abschnitt ist.

Es ist die Strecke AC in D in zwei gleiche Teile zu teilen und im Punkt D die zu AC senkrechte 
DB zu errichten, sodann die Gerade AB zu ziehen. Es ist dann der Winkel ABD größer, gleich 
oder kleiner als der Winkel BAD.

Ist er größer, dann ist an BA im Punkt A der dem Winkel ABD gleiche Winkel BAE anzulegen,
DB bis E zu verlängern und EC zu ziehen.
Da der Winkel ABE gleich BAE ist, sind EB und EA gleich. 
Da AD und DE gleich sind und an der gleichen Strecke DE 
liegen, sind die beiden Strecken AD und DE gleich den 
beiden Strecken CD und DE. Somit ist der Winkel ADE 
gleich CDE, die deshalb rechte Winkel sind.
Es ist AE gleich BE und BE gleich CE und damit sind die
Strecken AE, EB, und EC gleich.
Somit ist E der Mittelpunkt des Kreises und AE, EB und EC sind Radien. Es ist somit der 
Kreis um E zu schlagen.
Offensichtlich ist der Kreisabschnitt ABC dabei kleiner 
als ein Halbkreis, da der Mittelpunkt E außerhalb des
Kreisabschnitts ABC liegt.

Ist nun der Winkel ABD gleich BAD und sind die drei 
Strecken DA, DB und DC gleich, dann ist D Mittelpunkt 
des Kreises und ABC ein Halbkreis.

Ist der Winkel ADB kleiner als BAD, dann ist an BA im Punkt A der dem Winkel ABD gleiche 
Winkel BAE anzulegen und EC zu ziehen. Da dann AE, EB und
EC gleich sind, ist E Mittelpunkt des Kreises und der
Kreisabschnitt ABC größer als ein Halbkreis.

Damit ist der gegebene Kreisabschnitt zu dem Kreis ergänzt, 
von dem er Abschnitt ist, was aufgegeben war.
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III.26.
In gleichen Kreisen stehen gleiche Winkel am Mittelpunkt und gleiche Winkel an 
Punkten der Kreislinie auf  gleichen Kreisbögen.

Wenn in den gleichen Kreisen ABC und DEF die Winkel BGC und EHF an den Mittelpunkten
oder die Winkel BAC und EDF an Punkten der Kreislinie gleich sind, dann, sage ich, sind die 
Kreisbögen BKC und ELF gleich.

Denn werden BC und EF gezogen,
dann sind sie Sehnen in gleichen
Kreisen. Die Strecken BG und GC 
sind den Strecken EH und HF gleich,
so wie ihr Winkel an G dem an H
gleich ist. Deshalb sind BC und EF
gleich. Da damit auch der Winkel an 
A dem an D gleich ist, sind die
Kreisabschnitte BAC und EDF ähnlich
und haben gleiche Grundseiten. Es
sind ähnliche Kreisabschnitte mit gleichen Grundseiten gleich, damit auch die Kreisabschnitte 
BAC und EDF. Da der Kreis ABC gleich dem Kreis DEF ist, sind auch die verbleibenden 
Kreisbögen BKC und ELF gleich.

Deshalb stehen in gleichen Kreisen gleiche Winkel am Mittelpunkt und gleiche Winkel an 
Punkten der Kreislinie auf  gleichen Kreisbögen, was zu zeigen war.

III.27.
In gleichen Kreisen sind die auf  gleichen Kreisbögen stehenden Winkel gleich, die im 
Mittelpunkt und die an Punkten der Kreislinie.

Wenn in den gleichen Kreisen ABC und DEF auf  gleichen Kreisbögen BC und EF die Winkel 
BGC und EHF an den Mittelpunkten G und H errichtet sind, so wie die Winkel BAC und 
EDF an Punkten der Kreislinie, dann, sage ich, ist der Winkel BAC gleich dem Winkel EDF.

Denn wenn die Winkel BGC und EHF
nicht gleich sind, dann ist einer größer.
Ist dies BGC, dann ist auf  BG im
Punkt G der dem Winkel EHF gleiche
Winkel BGK anzulegen. Gleiche
Winkel am Mittelpunkt stehen auf
gleichen Kreisbögen, also sind dann die
Kreisbögen BK und EF gleich. 
Da die Kreisbögen EF und BC gleich
sind, sind dann auch die Kreisbögen
BK und BC gleich, der kleinere gleich dem größeren, was nicht möglich ist. Da nicht ungleich, 
sind die Winkel BGC und EHF gleich. Der Winkel im Punkt A, wie der Mittelpunktswinkel 
BGC, der Winkel im Punkt D, wie der Mittelpunktswinkel EHF stehen über gleichen 
Kreisbögen. Also sind die Winkel in den Punkten A und D gleich.

Deshalb sind die in gleichen Kreisen auf  gleichen Kreisbögen stehenden Winkel gleich, die im 
Mittelpunkt und die an Punkten der Kreislinie, was zu zeigen war. 
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III.28.
In gleichen Kreisen schneiden gleiche Sehnen gleiche Kreisbögen ab, und es ist der 
größere dem größeren und der kleinere dem kleineren gleich.

Wenn in den gleichen Kreisen ABC und DEF die Sehnen AB und DE die größeren 
Kreisbögen ACB und DFE und die kleineren Kreisbögen AGB und DHE abschneiden, dann, 
sage ich, ist ACB gleich DFE und AGB gleich DHE.

Es sind von den Mittelpunkten K und
L aus die Strecken AK, KB, DL und
LE zu ziehen, die Radien gleicher
Kreise und damit gleich sind. 
Die beiden Strecken AK und KB sind
gleich den beiden Strecken DL und LE
und da AB gleich DE ist, sind auch die
Winkel AKB und DLE gleich. 
Gleiche Mittelpunktswinkel stehen auf
gleichen Kreisbögen, also sind die
Kreisbögen AGB und DHE gleich. Da die Kreise ABC und DEF gleich sind, sind auch die 
verbleibenden Kreisbögen ACB und DFE gleich.

Deshalb schneiden in gleichen Kreisen gleiche Sehnen gleiche Kreisbögen ab, der größere 
gleich dem größeren und der kleinere gleich dem kleineren, was zu zeigen war.

III.29.
Die Strecken zwischen den Endpunkten gleicher Kreisbögen sind in gleichen Kreisen 
gleich.

Wenn in den gleichen Kreisen ABC und DEF die gleichen Kreisbögen BGC und EHF abgeteilt
und die Sehnen BC und EF gezogen sind, dann, sage ich, sind BC und EF gleich.

Denn sind K und L die Mittelpunkte
der Kreise und werden BK, KC, EL
und LF gezogen, dann sind, da die
Kreisbögen BGC und EHF gleich
sind, die Mittelpunktswinkel BKC und
ELF gleich. 
Da die Kreise und ihre Radien gleich
sind, sind die beiden Strecken BK und
KC gleich den beiden Strecken EL und
LF und sind die von ihnen
eingeschlossenen Winkel gleich. Damit
sind auch BC und EF gleich.

Deshalb sind die Strecken zwischen den Endpunkten gleicher Kreisbögen in gleichen Kreisen 
gleich, was zu zeigen war.
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III.30.
Einen Kreisbogen in zwei gleiche Teile teilen.

Es ist der Kreisbogen ADB gegeben. ADB soll in zwei gleiche Teile geteilt werden.

Es ist die Strecke AB zu ziehen, AB in C in zwei gleiche Teile zu teilen, in C die zu AB 
senkrechte CD zu errichten und AD und DB zu ziehen.

Da AC und CB gleich sind und an der gleichen Strecke CD liegen, sind die beiden Strecken AC 
und CD gleich den beiden Strecken BC und CD und sind die von ihnen eingeschlossenen 
Winkel ACD und BCD gleich. 
Damit sind auch die übrigen Seiten AD und DB gleich.
Da gleiche Sehnen in gleichen Kreisen gleiche Kreisbögen
abschneiden, dabei der größere gleich dem größeren und der
kleinere gleich dem kleineren ist, und die Kreisbögen AD und
DB kleiner als Halbkreisbögen sind, 
sind AD und DB gleich.

Damit ist der gegebene Kreisbogen in D in zwei gleiche Teile geteilt, was aufgegeben war.

III.31.
Der Winkel des Halbkreises ist ein rechter Winkel, der Winkel eines größeren 
Kreisabschnitts ist kleiner, der eines kleineren Kreisabschnitts größer als ein rechter 
Winkel, der Winkel des Kreisbogens mit der Grundseite ist im größeren Kreisabschnitt 
größer und im kleineren Kreisabschnitt kleiner als ein rechter Winkel.

Wenn im Kreis ABCD der Durchmesser BC und der Mittelpunkt E ist, sowie BA, AC, AD und
DC gezogen sind, dann sage ich, der Winkel BAC im Halbkreis BAC ist ein rechter, der Winkel 
ABC gegenüber der Grundseite AC des Kreisabschnitts ABC ist kleiner und der Winkel ADC 
gegenüber der Grundseite AC des Kreisabschnitts ADC ist größer als ein rechter Winkel.

Wird AE gezogen und BA bis F verlängert, dann ist BE
gleich EA und der Winkel ABE gleich BAE [wie I.5.]. Da
CE gleich EA, ist der Winkel ACE gleich CAE, deshalb
ist der Winkel BAC gleich ABC und ACB zusammen. 
Der Außenwinkel zum Dreieck ABC ist FAC; er ist 
gleich den innen gegenüber liegenden Winkeln ABC 
und ACB zusammen [wie I.32.]. 
Also sind BAC und FAC gleich und rechte Winkel. 
Somit ist BAC ein rechter Winkel im Halbkreis BAC.

Da im Dreieck ABC die beiden Winkel ABC und BAC
kleiner als zwei rechte sind [wie I.17.] und BAC ein
rechter Winkel ist, ist der Winkel ABC kleiner als ein
rechter Winkel gegenüber der Grundseite AC im
Kreisabschnitt BAC, der größer als ein Halbkreis ist.

Da ABCD ein Sehnenviereck ist, im Sehnenviereck zwei gegenüber liegende Winkel gleich zwei
rechten Winkeln sind und ABC kleiner als ein rechter Winkel ist, ist ADC größer als ein rechter
Winkel gegenüber der Grundseite AC im Kreisabschnitt ADC, der kleiner als ein Halbkreis ist.
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Ich sage auch, mit der Grundseite AC bildet der Kreisbogen ABC einen größeren als einen 
rechten Winkel und der Kreisbogen ADC einen kleineren als einen rechten Winkel, was sofort 
ersichtlich ist, da die Strecken BA und AC einen rechten Winkel bilden und der Winkel des 
Kreisbogens ABC mit der Grundseite AC größer als dieser ist. 
Da auch AC und AF einen rechten Winkel bilden, ist der Winkel, den der Kreisbogen ADC mit
der Grundseite AC bildet, kleiner als ein rechter Winkel.

Deshalb ist der Winkel des Halbkreises ein rechter Winkel, ist der Winkel eines größeren 
Kreisabschnitts kleiner, ist der eines kleineren Kreisabschnitts größer als ein rechter Winkel und
der Winkel des Kreisbogens mit der Grundseite im größeren Kreisabschnitt größer, im 
kleineren Kreisabschnitt aber kleiner als ein rechter Winkel, was zu zeigen war.

III.32.
Schneidet eine Gerade einen Kreis, dann ist ihr Winkel mit der Tangente im 
Schnittpunkt gleich dem der schneidenden Strecke gegenüber liegenden Winkel im 
Sehnendreieck, das über der schneidenden Strecke gegenüber errichtet ist.

Wenn die Gerade EF den Kreis ABCD im Punkt B berührt und eine Gerade durch B und D 
den Kreis ABCD schneidet, dann, sage ich, ist der von EF und BD gebildete Winkel gleich dem
der BD gegenüber liegenden Winkel im Dreieck, das auf  BD mit einem Punkt auf  dem 
Kreisbogen gegenüber errichtet ist, also der Winkel FBD gleich BAD und der Winkel EBD 
gleich DCB.

Denn wird auf  EF in B die Senkrechte BA errichtet,
AD gezogen und zu einem Punkt C auf  dem
Kreisbogen BD die Strecken DC und CB gezogen,
dann liegt auf  dem Durchmesser BA der Mittelpunkt
des Kreises ABCD.
Da der Winkel ADB im Halbkreis über BA liegt und
ein rechter ist, sind die übrigen Winkel BAD und ABD
zusammen gleich einem rechten Winkel.
Da ABF ein rechter Winkel ist, ist ABF gleich BAD
und ABD zusammen. Beidem der gleiche Winkel ABD
weggenommen, ist DBF gleich dem Winkel BAD, der
der schneidenden Strecke gegenüber liegt.

Da im Sehnenviereck ABCD gegenüber liegende Winkel zusammen gleich zwei rechten sind 
und auch DBF und DBE zusammen gleich zwei rechten Winkeln sind, sind DBF und DBE 
zusammen gleich BAD und BCD zusammen. 
Der Winkel DBF ist, wie gezeigt, gleich BAD und damit ist DBE gleich dem Winkel DCB, der 
der schneidenden Strecke gegenüber liegt.

Deshalb ist der, der schneidenden Strecke gegenüber liegende, Winkel im Sehnendreieck, das 
auf  der schneidenden Strecke gegenüber errichtet ist, gleich dem Winkel den die Schneidende 
mit der Tangente im Schnittpunkt bildet, was zu zeigen war.
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III.33.
Auf  einer Strecke einen Kreisabschnitt mit gegebenem Winkel errichten.

Es seien eine Strecke AB und ein Winkel im Punkt C gegeben. Es soll ein Kreisabschnitt auf  
AB errichtet werden, dessen Winkel gleich dem in C ist.

Im Punkt C ist ein spitzer Winkel, ein rechter Winkel oder ein stumpfer Winkel gegeben.

Ist es ein spitzer Winkel, dann ist an AB im Punkt A der
Winkel BAD anzulegen, der gleich dem in C ist, auf  AD
im Punkt A die Senkrechte AE zu errichten, AB im Punkt
F in zwei gleiche Teile zu teilen, auf  AB im Punkt F die
Senkrechte FG zu errichten und GB zu ziehen.

Da AF und FB gleich sind und an der Strecke FG liegen,
sind die beiden Stecken AF und FG gleich den beiden
Stecken BF und FG und da der Winkel AFG gleich BFG
ist, ist AG gleich BG. Der um G mit dem Radius GA
beschriebene Kreis durch B sei ABE und es ist EB zu
ziehen. Die Gerade DA ist Tangente am Kreis ABE im
Punkt A, und steht senkrecht auf  dem Durchmesser in A.
Da der Winkel einer Tangente mit einer Sehne im
Berührpunkt gleich demjenigen ist, der im auf  der Sehne
gegenüber errichteten Sehnendreieck der Sehne
gegenüber liegt, ist der Winkel DAB gleich AEB. 
AEB ist damit gleich dem Winkel im Punkt C und ist der Winkel des Kreisabschnitts AEB.

Ist der im Punkt C gegebene Winkel ein rechter und ist
über AB ein Kreisabschnitt zu errichten, dessen Winkel
gleich dem in C ist, dann ist an AB im Punkt A der rechte
Winkel BAD, der dem in C gleich ist, anzulegen, AB im
Punkt F in zwei gleiche Teile zu teilen und im Punkt F mit
dem Radius FA, der gleich FB ist, der Kreis AEB zu
schlagen.

Da DA eine Tangente an den Kreis AEB im Punkt A 
ist, die senkrecht auf  dem Durchmesser AB steht, und
durch deren Berührpunkt A die Sehne AB geht, ist 
der Winkel BAD gleich dem gegenüber liegenden 
Winkel im auf  AB gegenüber errichteten Sehnendreieck 
und damit gleich AEB.
Der Winkel BAD ist gleich dem in C, deshalb ist auch der
Winkel AEB gleich dem in C. Also ist der Winkel des auf
AB errichteten Kreisabschnitts AEB gleich dem in C.

Ist der im Punkt C gegebene Winkel ein stumpfer Winkel und ist an AB im Punkt A der, dem 
in C gleiche, Winkel BAD anzulegen, auf  AD im Punkt A die Senkrechte AE zu errichten, AB 
im Punkt F in zwei gleiche Teile zu teilen, dort die Senkrechte FG zu errichten und GB zu 
ziehen.
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Da AF und FB gleich sind und an der gleichen Strecke FG liegen, sind die beiden Strecken AF 
und FG gleich den beiden Strecken BF und FG, und da die
Winkel AFG und BFG gleich sind, sind auch AG und BG
gleich. Es ist um den Punkt G mit Radius GA der Kreis
AEB zu beschreiben. 

Den Kreis AEB schneidet im Punkt A die Sehne AB und
berührt die Tangente AD, die senkrecht auf  
dem Durchmesser AE steht. 
Somit ist der Winkel DAB, der gleich dem in C ist, 
gleich dem im, auf  AB gegenüber errichteten, 
Sehnendreieck AHB gegenüber liegenden Winkel AHB. 

Also ist der Winkel des auf  AB errichteten Kreisabschnitts
AHB gleich dem in C, was auszuführen war.

III.34.
Von einem Kreis einen Kreisabschnitt mit gegebenem Winkel schneiden.

Es seien der Kreis ABC und ein Winkel im Punkt D gegeben. Es soll von ABC ein 
Kreisabschnitt geschnitten werden, dessen Winkel dem in
D gleich ist.

Es ist im Punkt B die Tangente EF an den Kreis ABC zu
legen und in B an FB der Winkel FBC anzulegen, der dem
in D gleich ist.

Da der Kreis ABC in B von EF berührt und von BC
geschnitten wird, ist der Winkel FBC gleich dem der BC
gegenüber liegenden Winkel im, auf  BC gegenüber
errichteten, Sehnendreieck. 
Also ist der Winkel FBC gleich BAC. Der Winkel des
Kreisabschnitts BAC ist deshalb gleich dem in C.

Damit ist vom Kreis ABC der Kreisabschnitt BAC mit
dem in C gegebenen Winkel geschnitten, 
was aufgegeben war. 
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III.35.
Das Rechteck aus den Abschnitten einer Geraden, die im Kreis von einer anderen 
geschnitten wird, ist gleich dem aus den Abschnitten der anderen Geraden.

Wenn im Kreis ABCD die Gerade AC im Punkt E die Gerade BD schneidet, dann, sage ich, ist 
das Rechteck aus AE mit EC gleich dem Rechteck aus DE mit EB.

Denn schneiden sich AC und BD im Mittelpunkt E des
Kreises ABCD, dann ergibt AE mit EC das gleiche was
DE mit EB ergibt, denn AE, EC, DE und EB sind
gleich.

Schneiden sich AC und BD nicht im Mittelpunkt F 
des Kreises ABCD, sondern im Punkt E, dann sind 
von F aus die Senkrechten FG und FH auf  AC und 
BD zu errichten und FB, FC und FE zu ziehen.

Da die Senkrechte durch den Mittelpunkt, auf  einer
Geraden, die nicht durch den Mittelpunkt geht, die 
Gerade in zwei gleiche Teile teilt, ist AG gleich GC.
Da AC in G in zwei gleiche und in E in zwei ungleiche Teile geteilt ist, ist das Rechteck aus AE 
mit EC zusammen mit dem Quadrat über GE gleich dem Quadrat über GC [wie II.5.]. 
Beidem das gleiche Quadrat über GF hinzugefügt, ist das Rechteck aus AE mit EC zusammen 
mit den Quadraten über GE und GF gleich den Quadraten über CG und GF zusammen.

Es ist das Quadrat über FE gleich den Quadraten über
EG und GF zusammen und es ist das Quadrat über
FC gleich den Quadraten über FG und GC zusammen.
Also ist das Rechteck aus AE mit EC zusammen mit
dem Quadrat über FE gleich dem Quadrat über FC. 
Da FC und FB gleich sind, ist das Rechteck aus AE 
mit EC zusammen mit dem Quadrat über EF gleich 
dem Quadrat über FB.
Aus den gleichen Gründen ist das Rechteck aus DE 
mit EB zusammen mit dem Quadrat über FE gleich 
dem Quadrat über FB.
Also ist das Rechteck aus AE mit EC und das Quadrat
über FE zusammen gleich dem Rechteck aus DE mit EB und das Quadrat über FE zusammen.
Beidem das gleiche Quadrat über FE weggenommen, ist das Rechteck aus AE mit EC gleich 
dem Rechteck aus DE mit EB.

Deshalb ist das Rechteck aus den Abschnitten einer Geraden, die im Kreis von einer anderen 
geschnitten wird, gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der anderen Geraden, was zu 
zeigen war.
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III.36.
Das Quadrat über dem Abschnitt auf  der Tangente, die von einer Geraden außerhalb 
des Kreises geschnitten wird, ist gleich dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt auf  
der schneidenden Geraden mit dem aus dem inneren und äußeren 
zusammengesetzten.

Ist von einem Punkt D außerhalb des Kreises ABC eine ihn schneidende Gerade DCA und 
eine Tangente BD gezogen, dann, sage ich, ist das Quadrat über DB gleich dem Rechteck aus 
AD mit DC.

Die Gerade DCA geht nun durch den Mittelpunkt oder nicht.
Geht sie durch den Mittelpunkt F des Kreises ABC, dann ist
FB zu ziehen. Der Winkel FBD ist ein rechter. AC wird in F
in zwei gleiche Teile geteilt und ist um CD verlängert, deshalb
ist das Rechteck aus AD mit DC zusammen mit dem Quadrat
über FC gleich dem Quadrat über FD [wie II.6.].
FC ist gleich FB und das Quadrat über FD ist gleich den
Quadraten über FB und BD zusammen. Also ist das 
Rechteck aus AD mit DC zusammen mit dem Quadrat 
über FD gleich den Quadraten über FB und BD zusammen.
Beidem das gleiche Quadrat über FB weggenommen, ist das
Rechteck aus AD mit DC gleich dem Quadrat über BD.

Geht die Gerade DCA nicht durch den Mittelpunkt E des
Kreises ABC, dann ist von E die Senkrechte EF auf  AC zu errichten und sind EB, EC und ED 
zu ziehen. Da der Winkel EBD ein rechter ist und da eine Gerade durch den Mittelpunkt eine 
andere, die nicht durch den Mittelpunkt geht, rechtwinklig teilt, diese dann in zwei gleiche Teile 
teilt, deshalb ist AF gleich FC.

Da AC in F in zwei gleiche Teile geteilt ist und um CD
verlängert ist, ist das Rechteck aus AD mit DC zusammen
mit dem Quadrat über FC gleich dem Quadrat über FD.
Beidem das gleiche Quadrat über FE hinzugefügt, ist das
Rechteck aus AD mit DC zusammen mit den Quadraten
über FC und FE gleich den Quadraten über FD und FE
zusammen. Das Quadrat über EC ist gleich den 
Quadraten über CF und FE zusammen.
Der Winkel EFC ist ein rechter und somit ist das Quadrat
über ED gleich den Quadraten über DF und FE zusammen.
Also ist das Rechteck aus AD mit DC zusammen mit dem
Quadrat über EC gleich dem Quadrat über ED.
EC ist gleich EB und das Quadrat über ED ist gleich den
Quadraten über EB und BD zusammen, das der Winkel EBD ein rechter ist. 

Damit ist das Rechteck aus AD mit DC zusammen mit dem Quadrat über EB gleich den 
Quadraten über EB und BD zusammen. Beidem das gleiche Quadrat über EB weggenommen, 
ist das Rechteck aus AD mit DC gleich dem Quadrat über DB.

Deshalb ist das Quadrat über dem Abschnitt auf  der Tangente, die von einer Geraden 
außerhalb eines Kreises geschnitten wird, gleich dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt der 
Geraden mit dem aus dem inneren und äußeren zusammengesetzten, was zu zeigen war. 
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III.37.
Wird eine schneidende Gerade, nämlich eine Sekante, außerhalb des Kreises von einer 
Geraden geschnitten, die einen Punkt auf  der Kreislinie trifft und ist das Quadrat über 
ihrem Abschnitt gleich dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt der Sekante mit dem 
aus dem inneren und äußeren zusammengesetzten Abschnitt der Sekante, dann ist 
diese Gerade eine Tangente.

Ist vom Punkt D außerhalb des Kreises ABC eine Sekante DCA gezogen und zum Punkt B auf
der Kreislinie eine Gerade DB und ist das Rechteck aus AD mit DC gleich dem Quadrat über 
DB, dann, sage ich, ist DB eine Tangente.

Es ist vom Punkt D aus an den Kreis ABC die Tangente DE anzulegen, die den Kreis im Punkt
E berührt, und vom Mittelpunkt F des Kreises FE, FB und FD zu ziehen.

Da der Winkel FED ein rechter ist, DE Tangente und
DCA Sekante ist, ist das Rechteck aus AD mit DC gleich
dem Quadrat über DE.
Es ist das Rechteck aus AD mit DC auch gleich dem
Quadrat über DB, weshalb das Quadrat über DE dem 
über DB gleich ist. Also ist DE gleich DB. 
Da FE gleich FB ist, auch die beiden Strecken DE und 
EF gleich den beiden Strecken DB und BF sind und an 
der gleichen Strecke FD liegen, sind die Winkel DEF 
und DBF gleich.
Der Winkel DEF ist ein rechter, damit auch DBF. 
FB geht durch den Mittelpunkt des Kreises. 
Eine den Kreis treffende Gerade, deren Senkrechte im
Punkt auf  der Kreislinie durch den Mittelpunkt geht, ist
eine Tangente. 
Also ist DB eine Tangente.
Auf  gleiche Weise kann gezeigt werden, dass DB
Tangente ist, wenn AC durch den Mittelpunkt geht.

Deshalb ist dann, wenn eine Sekante außerhalb des Kreises von einer Geraden geschnitten 
wird, die einen Punkt auf  der Kreislinie trifft, wobei das Quadrat über ihrem Abschnitt gleich 
dem Rechteck aus dem äußeren Abschnitt der Sekante mit dem aus dem inneren und äußeren 
zusammengesetzten Abschnitt der Sekante ist, diese Gerade eine Tangente, was zu zeigen war.
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Euklid Stoicheia.  Buch IV.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Die Ecken einer gradlinigen Figur, der eine andere gradlinige Figur einbeschrieben ist, liegen
auf  je einer Seite der Figur, der sie einbeschrieben ist,

 2. und entsprechend liegt auf  je einer Seite einer gradlinigen Figur, die um eine andere 
beschrieben ist, eine Ecke der Figur, um die sie beschrieben ist.

 3. Die Seiten einer gradlinigen Figur, die einem Kreis einbeschrieben ist, sind Sehnen des 
Kreises.

 4. Die Seiten einer gradlinigen Figur, die um einen Kreis beschrieben ist, sind Tangenten des 
Kreises.

 5. Entsprechend ist ein Kreis einer gradlinige Figur einbeschrieben, wenn er jede ihrer Seiten 
berührt, 

 6. und ist ein Kreis um eine gradlinige Figur beschrieben, wenn jede ihrer Ecken auf  der 
Kreislinie liegt.

 7. Die Endpunkte einer Strecke, einer Sehne, die in einen Kreis eingetragen ist, liegen auf  der 
Kreislinie.

IV.1.
In einen Kreis eine gerade Strecke eintragen, die nicht größer als der Durchmesser ist.

Es sei der Kreis ABC und die Strecke D
gegeben, die nicht größer als der Durchmesser ist. In den Kreis ABC soll eine Strecke 
eingetragen werden, die gleich D ist.

Es ist der Durchmesser BC des Kreises ABC zu
ziehen. Ist D gleich BC, dann ist 
das Aufgegebene ausgeführt, da in ABC 
eine Strecke gleich D eingetragen ist.

Ist BC größer als D, dann ist eine Strecke CE, die
gleich D ist, von BC abzuschneiden, um C mit
Radius CE der Kreis EAF zu schlagen und CA
zu ziehen. Da C der Mittelpunkt des Kreises
EAF ist, sind CA und CE gleich. 
DA CE gleich D ist, ist CA gleich D.

Damit ist in den Kreis ABC die Strecke CA eingetragen, die gleich D ist, was aufgegeben war.

http://opera-platonis.de/euklid/B4g/B4_1.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B4g/B4_0.htm
http://www.opera-platonis.de/euklid/index.html


IV.2.
In einen Kreis ein Dreieck beschreiben, dessen Winkel einem gegebenen gleich sind.

Es sei der Kreis ABC und das Dreieck DEF gegeben. In den Kreis ABC soll ein Dreieck mit 
den Winkeln des DEF einbeschrieben werden.

Es im Punkt A auf  der Kreislinie von ABC die Tangente
GH zu errichten, an A auf  GH der dem Winkel DEF
gleiche Winkel HAC, sowie der dem Winkel DFE gleiche
Winkel GAB anzulegen und BC zu ziehen.

Da der Kreis ABC von der Tangente AH berührt und 
der Sekante AC geschnitten wird, ist der Winkel HAC
gleich dem Winkel ABC, der im auf  AC gegenüber
errichteten Sehnendreieck gegenüber liegt. 
Da der Winkel HAC gleich DEF ist, ist ABC gleich 
DEF. Aus den gleichen Gründen ist der Winkel ACB
gleich DFE, womit der Winkel BAC gleich EDF ist. 
Also hat das Dreieck ABC die dem Dreieck DEF gleichen
Winkel.

Damit ist einem gegebenen Kreis ein Dreieck
einbeschrieben, dessen Winkel einem gegebenem Dreieck
gleich sind.

 
IV.3.
Um einen Kreis ein Dreieck beschreiben, dessen Winkel einem gegebenen gleich sind.

Es sei der Kreis ABC und das Dreieck DEF gegeben. Es soll um den Kreis ein Dreieck 
beschrieben werden, dessen Winkel denen des DEF gleich sind.

Es ist EF beiderseits bis G und H zu verlängern, vom Mittelpunkt K des Kreises ABC aus ein 
beliebiger Radius KB zu ziehen, an KB im Punkt K
der dem Winkel DEG gleiche Winkel BKA und der
dem Winkel DFH gleiche Winkel BKC anzulegen und
in den Punkten A, B und C des Kreises ABC die
Tangenten LAM, MBN, NCL zu ziehen.

Da LM, MN und NL Tangenten des Kreises ABC in
den Punkten A, B und C sind und KA, KB und KC
durch die Berührpunkte und den Mittelpunkt K
gehen, sind die Winkel in den Punkten A, B und C
rechte Winkel.
Da im Viereck AMBK die vier Winkel gleich vier
rechten Winkeln sind, wobei KAM und KBM rechte
Winkel sind, sind die Winkel AKB und AMB
zusammen gleich zwei rechten Winkeln.
Da die Winkel DEG und DEF zusammen gleich zwei
rechten Winkeln sind, sind AKB und AMB
zusammen gleich DEG und DEF zusammen. 
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Da BKA gleich DEG ist, ist somit AMB gleich DEF.
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass der Winkel LNB gleich DFE ist, womit der Winkel MLN 
gleich EDF ist. Also sind die Winkel des Dreiecks LMN denen des Dreiecks DEF gleich und 
ist das Dreieck LMN um den Kreis ABC beschrieben.

Damit ist um einen gegebenen Kreis ein Dreieck beschrieben, dessen Winkel einem gegebenen 
Dreieck gleich sind.

IV.4.
Einem gegebenen Dreieck einen Kreis einbeschreiben.

Es sei das Dreieck ABC gegeben, dem ein Kreis einbeschrieben werden soll.

Es sind die Winkel ABC und ACB jeweils in zwei gleiche Teile zu teilen und damit die Geraden 
BD und CD zu ziehen, die sich in D schneiden und von D auf  AB, BC und CD die 
Senkrechten DE, DF und DG zu errichten.

Da die Winkel ABD und CBD gleich und die Winkel BED und BFD rechte sind, haben die 
Dreiecke EBD und FBD zwei gleiche Winkel und die gleiche Seite BD, die dem gleichen 
Winkel gegenüber liegt, womit die übrigen Seiten und damit DE und DF gleich sind.

Aus den gleichen Gründen sind DG und DF gleich,
womit die drei Seiten DE, DF und DG gleich sind. 
Also ist D der Mittelpunkt eines Kreises mit den
Radien DE, DF, DG, der die Seiten AB, BC, CA
berührt, auf  denen in den Punkten E, F, G
Senkrechte stehen, die durch D gehen. 
AB, BC und CA schneiden diesen Kreis nicht, da
Gerade, die im Endpunkt des Durchmessers
senkrecht auf  ihm stehen, den Kreis nicht
schneiden.

Somit sind die an den Endpunkten der Radien DE,
DF, DG senkrecht stehenden Geraden AB, BC, CA Tangenten, die ein Dreieck bilden, dem der
Kreis FGE einbeschrieben ist. 

Damit ist dem Dreieck ABC der Kreis FGE einbeschrieben, was auszuführen war.
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IV.5.
Um ein gegebenes Dreieck einen Kreis beschreiben.

Es sei das Dreieck ABC gegeben, das einem Kreis einbeschrieben werden soll.

Es sind die Seiten AB und AC in zwei gleiche Teile zu teilen
um die Punkte D und E zu erhalten, in D und E 
die zu AB und AC Senkrechten DF und EF zu errichten,
die sich entweder innerhalb des Dreiecks ABC, auf  BC,
oder außerhalb des Dreiecks schneiden.

Schneiden sie sich innerhalb des Dreiecks ABC im 
Punkt F, dann sind FB, FC und FA zu ziehen.

Da AD und DB gleich sind und beide an der 
Senkrechten DF liegen, ist AF gleich FB.
Ebenso ist zu zeigen, dass CF gleich AF ist, denn FB ist gleich FC, womit FA, FB und FC 
gleich sind. Also ist um den Mittelpunkt Z ein Kreis zu
schlagen, dessen Radien FA, FB, FC sind. Damit ist um
das Dreieck ABC der Kreis ABC beschrieben.

Schneiden sich DF und EF auf  der Seite BC im Punkt F,
dann ist AF zu ziehen. Wie zuvor ist dann zu zeigen, dass
F der Mittelpunkt des Kreises ABC ist, der um das
Dreieck ABC beschrieben ist.

Schneiden sich DF und EF außerhalb des Dreiecks ABC im Punkt F, dann ist AF, BF und CF 
zu ziehen.
Da AD und DB gleich sind und an der gemeinsamen
Senkrechten DF liegen, ist AF gleich BF.
Ebenso ist zu zeigen, dass CF gleich AF ist, denn BF ist
gleich FC.
Also ist um den Mittelpunkt F ein Kreis zu schlagen, dessen
Radien FA, FB, FC sind. Damit ist um das Dreieck ABC der
Kreis ABC beschrieben.

Damit ist um ein gegebenes Dreieck ein Kreis beschrieben,
was auszuführen war.

Zusatz:   Offensichtlich liegt ein Sehnendreieck BAC , dessen Umkreismittelpunkt 
innerhalb des Dreiecks liegt, in einem Kreisabschnitt BAC größer als ein Halbkreis, 
und sein Winkel BAC ist kleiner als ein rechter Winkel, 
ein Sehnendreieck BAC, dessen Umkreismittelpunkt auf  BC liegt, in einem Halbkreis, 
und sein Winkel BAC ist ein rechter Winkel, 
und ein Sehnendreieck BAC, dessen Umkreismittelpunkt außerhalb des Dreiecks liegt, 
in einem Kreisabschnitt BAC kleiner als ein Halbkreis, wobei sein Winkel BAC größer 
als ein rechter Winkel ist.
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IV.6.
In einen Kreis ein Quadrat einbeschreiben.

Es sei der Kreis ABCD gegeben, in den ein Quadrat einbeschrieben werden soll.

Es sind im Kreis ABCD zwei zueinander senkrechte Durchmesser AC und BD zu errichten 
und AB, BC, CD und DA zu ziehen.

Ist E der Mittelpunkt des Kreises, dann sind BE 
und ED gleich und liegen beide an der senkrechten 
Strecke EA, weshalb AB gleich AD ist.
Aus den gleichen Gründen ist BC gleich AB und CD
gleich AD. Somit ist das Viereck ABCD gleichseitig.
Ich sage, es ist auch rechtwinklig.
Da BD ein Durchmesser des Kreises ABCD ist, ist 
BAD ein Halbkreis und damit der Winkel BAD ein
rechter Winkel. Aus den gleichen Gründen sind 
ABC, BCD und CDA rechte Winkel.
Somit ist das gleichseitige Viereck ABCD rechtwinklig und damit ein Quadrat, das dem Kreis 
ABCD einbeschrieben ist.

Damit ist dem gegebenen Kreis ABCD ein Quadrat einbeschrieben, was auszuführen war.

IV.7.
Um einen Kreis ein Quadrat beschreiben.

Es sei der Kreis ABCD gegeben, um den ein Quadrat beschrieben werden soll.

Es sind im Kreis ABCD zwei zueinander senkrechte Durchmesser AC und BD zu errichten 
und in den Punkten A, B, C, D die Tangenten FG, GH, HK, KF anzulegen.

Da FG eine Tangente an den Kreis ABCD ist, bildet die
vom Mittelpunkt E zum Berührpunkt A gezogene EA im
Punkt A rechte Winkel. Aus den gleichen Gründen sind
die Winkel in den Punkten B, C, D rechte Winkel. 
Da die Winkel AEB und EBG rechte Winkel sind, ist GH
zu AC parallel. Aus den gleichen Gründen ist AC zu FK
parallel, denn GH ist zu FK parallel.
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass GF und HK parallel
zu BED sind. Somit sind GK, GC, AK, FB und BK
Parallelogramme. Es sind GF und HK gleich, sowie GH
und FK. Da die Strecke AC der BD gleich ist, sind AC,
GH und FK gleich, ebenso BD, GF und HK.

Also ist das Viereck FGHK gleichseitig. Ich sage, es ist auch rechtwinklig.
Da im Parallelogramm GBEA der Winkel AEB ein rechter ist, ist auch AGB ein rechter 
Winkel. Ebenso ist zu zeigen, dass die Winkel in den Punkten H, K und F rechte Winkel sind.
Also ist das gleichseitige Parallelogramm rechtwinklig und somit ein Quadrat, das um den Kreis
ABCD beschrieben ist.

Damit ist um den gegebenen Kreis ein Quadrat beschrieben, was aufgegeben war. 
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IV.8.
In ein Quadrat einen Kreis einbeschreiben.

Es sei das Quadrat ABCD gegeben, in das ein Kreis einbeschrieben werden soll.

Es sind die senkrechten Seiten AD und AB in zwei gleiche Teile zu teilen um die Punkte E und 
F zu erhalten, durch E die zu AB und CD parallele EH zu ziehen und durch F die zu AD und 
BC parallele FK. 

AK, KB, AH, HD, AG, GC, BG, GD sind Parallelogramme, deren gegenüber liegende Seiten 
gleich sind. Da AD gleich AB ist, AE gleich dem halben AD und AF gleich dem halben AB ist, 
ist AE gleich AF und ebenso sind die gegenüber liegenden Strecken FG und GE gleich. 
Ebenso ist zu zeigen, dass GH gleich FG und GK gleich GE ist, denn die vier Strecken GE, 
GF, GH, GK sind gleich.
Mit den Radien GE, GF, GH, GK ist um G ein Kreis zu
schlagen, der ihre Endpunkte E, F, H, K berührt, in
denen sie rechte Winkel mit AB, BC, CD, DA bilden.

Würden AB, BC, CD, DA den Kreis schneiden, würden
sie, obwohl an Endpunkten von Durchmessern senkrecht
zu diesen, sich im Innern des Kreises schneiden, was
nicht möglich ist [wie III.16.]. Also wird der Kreis um den
Mittelpunkt G mit den Radien GE, GF, GH, GK nicht
von AB, BC, CD, DA geschnitten, die somit Tangenten
des einbeschriebenen Kreises EFHK sind. 

Damit ist in ein gegebenes Quadrat ein Kreis einbeschrieben, was auszuführen war.

IV.9.
Um ein Quadrat einen Kreis beschreiben.

Es sei das Quadrat ABCD gegeben, um das ein Kreis beschrieben werden soll.

Es sind AC und BD zu ziehen um ihren Schnittpunkt E zu erhalten.
Die Strecken DA und AB sind gleich und liegen an der Strecke AC, also sind die beiden 
Strecken DA und AC gleich den beiden Strecken BA und AC und schließen den Winkel DAC 
ein, der gleich BAC ist. Damit ist die Strecke DC gleich BC. Der Winkel DAB wird durch AC in
zwei gleiche Teile geteilt.

Es ist der Winkel DAB gleich ABC, der Winkel EAB 
gleich dem halben DAB und der Winkel EBA gleich 
dem halben ABC, somit ist der Winkel EAB gleich EBA. 
Somit ist die Strecke EA gleich EB.

Ebenso ist zu zeigen, dass die Strecke EA gleich ED ist,
womit EB gleich EC ist. Also sind die vier Strecken EA,
EB, EC, ED gleich. Mit den Radien EA, EB, EC, ED ist
um E ein Kreis zu schlagen, der durch ihre Endpunkte
geht, die Ecken des Quadrats ABCD sind und um das der
Kreis ABCD beschrieben ist.

Damit ist um ein gegebenes Quadrat ein Kreis beschrieben, was auszuführen war. 
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IV.10.
Ein gleichschenkliges Dreieck errichten, dessen Winkel an der Grundseite doppelt so 
groß sind wie der übrige.

Es ist eine beliebige Strecke AB im Punkt C so zu teilen, dass das Rechteck aus AB mit BC 
gleich dem Quadrat über CA ist [wie II.11.]. 
Sodann ist um den Mittelpunkt A mit dem Radius AB der Kreis BDE zu beschreiben und in 
ihn die Strecke BD einzutragen, die gleich AC und somit nicht größer als der Durchmesser des 
Kreises BDE ist. 
Danach ist AD und DC zu ziehen und um das Dreieck ACD der Kreis ACD zu beschreiben.

Das Rechteck aus AB mit BC ist gleich dem Quadrat über CA und die Strecke AC ist gleich BD,
somit ist das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat über BD.
Da vom Punkt B die Geraden BA und BD an den Kreis ACD gelegt sind, wovon die eine 
schneidet, die andere nur anliegt, und das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat über 
BD ist, ist BD Tangente des Kreises ACD. 

Da der Kreis ACD von BD berührt und von 
CD geschnitten wird, ist der Winkel BDC 
gleich dem Winkel DAC, der im auf  CD
gegenüber errichteten Sehnendreieck der 
CD gegenüber liegt [wie III.32.]. 
Wird BDC und DAC der gleiche Winkel CDA
hinzugefügt, ist der Winkel BDA gleich den
Winkeln CDA und DAC zusammen.

Da die innen gegenüber liegenden Winkel gleich
dem außen liegenden Winkel sind, ist BCD gleich
den Winkeln CDA und DAC zusammen. 
Somit ist BDA gleich BCD.

Da AD gleich AB, ist der Winkel BDA gleich
DBA, somit ist DBA gleich BCD.
Also sind die drei Winkel BDA, DBA und BCD gleich. 
Der Winkel DBC ist gleich BCD, deshalb ist BD gleich DC und da, wie vorausgesetzt, BD 
gleich CA ist, ist CA gleich CD.
Es ist der Winkel CDA gleich DAC, somit sind CDA und DAC zusammen gleich dem 
doppelten DAC. Da BCD gleich den Winkeln CDA und DAC zusammen ist, ist BCD gleich 
dem doppelten CAD.
Die Winkel BCD, BDA und DBA sind gleich, also sind BDA und DBA doppelt so groß wie 
DAB.

Damit ist ein gleichschenkliges Dreieck ABD errichtet, dessen beide Winkel an der Grundseite 
DB doppelt so groß sind wie der übrige, was auszuführen war.
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IV.11.
In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einbeschreiben.

Es sei der Kreis ABCDE gegeben, in den ein gleichwinkliges und gleichseitiges Fünfeck 
einbeschrieben werden soll.

Es ist ein gleichschenkliges Dreieck FGH zu errichten, dessen Winkel in den Punkten G und H
doppelt so groß sind wie in F. Sodann ist in den Kreis ABCDE ein Dreieck
ACD, dessen Winkel denen des FGH gleich sind, so zu beschreiben, dass der
Winkel CDA dem in den Punkten G und H gleich ist.
Die Winkel ACD und CDA, die gleich dem doppelten CAD sind, sind mit den
Strecken CE und DB zu halbieren, sodann sind AB, BC, DE und EA zu
ziehen.

Es sind dann die Winkel DAC, ACE, ECD, CDB und BDA gleich. 
Da gleiche Winkel auf  gleichen Kreisbögen stehen, sind die Kreisbögen AB, BC, CD, DE und 
EA gleich. Da gleiche Kreisbögen gleiche Strecken überspannen, sind die Strecken AB, BC, CD,
DE und EA gleich.
Das Fünfeck ABCDE ist somit gleichseitig. 

Ich sage, es ist auch gleichwinklig.
Es sind die Kreisbögen AB und DE gleich. 
Wird ihnen der gleiche Kreisbogen BCD 
hinzugefügt, dann sind die Kreisbögen ABCD 
und EDCB gleich, ebenso die Kreisbögen AED 
und BCD, die gleiche Winkel BAE und AED
überspannen. 
Aus den gleichen Gründen ist jeder der
Winkel ABC, BCD, CDE einem der Winkel 
BAE, AED ist.
Also ist das Fünfeck ABCDE gleichwinklig und, 
wie bereits gezeigt, auch gleichseitig. 

Damit ist einem gegebenen Kreis ein gleichwinkliges und gleichseitiges Fünfeck einbeschrieben,
was auszuführen war.

IV.12.
Um einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck beschreiben.

Es sei der Kreis ABCDE gegeben, um den ein gleichwinkliges und gleichseitiges Fünfeck 
beschrieben werden soll.

Sind A, B, C, D, E die Ecken eines in den Kreis einbeschriebenen Fünfecks mit gleichen 
Kreisbögen AB, BC, CD, DE, EA und sind in den Punkten A, B, C, D, E die Tangenten GH, 
HK, KL, LM, MG an den Kreis ABCDE mit Mittelpunkt F gelegt, dann sind FB, FK, FC, FL 
und FD zu ziehen.

Da KL Tangente des Kreises ABCDE ist und von F zum Berührpunkt C die Strecke FC 
gezogen ist, steht FC senkrecht auf  KL. Damit sind die Winkel im Punkt C rechte Winkel.
Aus den gleichen Gründen sind die Winkel in den Punkten B und D rechte Winkel.
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Da FCK ein rechter Winkel ist, ist das Quadrat über FK gleich den Quadraten über FC und 
CK zusammen. Aus den gleichen Gründen ist das Quadrat über FK gleich den Quadraten über
FB und BK zusammen. Somit sind die Quadrate über FC und CK zusammen gleich den 
Quadraten über FB und BK zusammen.
Da das Quadrat über FC gleich dem über FB ist, ist das Quadrat über CK gleich dem über BK.
Also ist BK gleich CK.
Da FB und FC gleich sind und beide an der Strecke FK liegen, sind die beiden Strecken BF und
FK gleich den beiden Strecken CF und FK und ist BK gleich CK.
Da die Winkel BFK und KFC und ebenso BKF
und FKC gleich sind, ist der Winkel BFC gleich
dem doppelten KFC und der Winkel BKC gleich
dem doppelten FKC.
Aus dem gleichen Grund ist der Winkel CFD
gleich dem doppelten CFL und ist der Winkel
DCL gleich dem doppelten FLC.

Da der Kreisbogen BC gleich dem Kreisbogen
CD ist, sind die Winkel BFC und CFD gleich und
ist der Winkel BFC gleich dem doppelten KFC,
ebenso ist der Winkel DFC gleich dem doppelten
LFC. Somit ist der Winkel KFC gleich LFC.

Es ist der Winkel FCK gleich FCL, somit haben
die beiden Dreiecke FKC und FLC zwei gleiche Winkel und die gleiche Seite FC gemeinsam, 
womit auch die übrigen Seiten und Winkel gleich sind. Damit ist KC gleich CL und der Winkel 
FKC gleich FLC.
Da KC gleich CL, ist KL gleich dem doppelten KC.
Aus gleichen Gründen ist HK gleich dem doppelten BK und BK gleich KC.
Ebenso ist zu zeigen dass jede der Strecken HG, GM, ML einer der Strecken HK, KL gleich ist.
Also ist das Fünfeck GHKLM gleichseitig.

Ich sage, es ist auch rechtwinklig.
Da der Winkel FKC gleich FLC ist, und, wie gezeigt, der Winkel HKL gleich dem doppelten 
FKC ist und der Winkel KLM gleich dem doppelten FLC ist, sind die Winkel HKL und KLM 
gleich.
Ebenso ist zu zeigen dass jeder der Winkel KHG, HGM, GML einem der Winkel HKL, KLM 
gleich ist. Somit sind die fünf  Winkel GHK, HKL, KLM, LMG und MGH gleich.
Also ist das Fünfeck GHKLM gleichwinklig und, wie gezeigt, auch gleichseitig und ist dem 
Kreis ABCDE umbeschrieben

Damit ist um einen gegebenen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck 
beschrieben, was auszuführen war.



IV.13.
In ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einen Kreis einbeschreiben.

Es sei das gleichseitige und gleichwinklige Fünfeck ABCDE gegeben, in das ein Kreis 
einbeschrieben werden soll.

Es sind die Winkel BCD und CDE in zwei gleiche Teile zu teilen, zu ihrem Schnittpunkt F die 
Strecken CF und DF, sowie FB, FA und FE zu ziehen.

Da BC und CD gleich sind und beide an der Strecke CF liegen, sind die beiden Stecken BC und
CF gleich den beiden Strecken DF und CF und da sie auch die gleichen Winkel BCF und DCF 
einschließen, ist BF gleich DF, womit in den Dreiecken BCF und DCF auch die übrigen Seiten 
und Winkel gleich sind. Somit ist der Winkel CBF gleich CDF.
Es ist der Winkel CDE gleich dem doppelten CDF, der Winkel CDE gleich ABC, der Winkel 
CDF gleich CBF und der Winkel ABA gleich dem doppelten CBF, damit ist der Winkel ABF 
gleich FBC. Also wird der Winkel ABC durch BF in zwei gleiche Teile geteilt.
Ebenso ist zu zeigen, dass die Winkel BAE und AED durch FA und FE in zwei gleiche Teile 
geteilt sind.

Es sind vom Punkt F die Senkrechten FG, FH,
FK, FL, FM auf  den Seiten AB, BC, CD, DE,
EA zu errichten. 
Da die Winkel HCF und KCF, sowie die Winkel
FHC und FKC gleich sind und an der gleichen
Strecke FC liegen, sind in den Dreiecken FHC
und FKC auch die übrigen Seiten und Winkel
gleich. Somit ist die Strecke FH gleich FK.
Ebenso ist zu zeigen dass jede der Strecken FL,
FM, FG einer der Strecken FH, FK gleich ist.
Also sind die fünf  Strecken FG, FH, FK, FL,
FM gleich.

Der um F mit den Radien FG, FH, FK, FL und
FM geschlagene Kreis berührt die Seiten AB, BC, CD, DE, EA in den Endpunkten G, H, K, L,
M der Radien. Die Seiten berühren den Kreis ohne ihn zu schneiden, denn würden sie den 
Kreis schneiden, würden sie, obwohl an Endpunkten von Durchmessern senkrecht zu diesen, 
sich im Innern des Kreises schneiden, was nicht möglich ist [wie III.16.]. 

Also sind AB, BC, CD, DE, EA Tangenten an den Kreis GHKLM um F mit den Radien FG, 
FH, FK, FL, FM.

Damit ist einem gegebenem gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfeck ein Kreis 
einbeschrieben, was auszuführen war.
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IV.14.
Um ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck einen Kreis beschreiben.

Es sei das gleichseitige und gleichwinklige Fünfeck ABCD gegeben, um das ein Kreis 
beschrieben werden soll.

Es sind die nebeneinander liegenden Winkel BCD und CDE in zwei gleiche Teile zu teilen und 
damit die Geraden CF und DF zu ziehen, die sich im Punkt F schneiden. Ebenso sind durch 
die Punkte B, A, E die Geraden FB, FA, FE zu ziehen, womit die Winkel CBA, BAE, AED in 
zwei gleiche Teile geteilt werden.

Da der Winkel BCD gleich CDE, der Winkel FCD die
Hälfte des Winkels BCD und der Winkel CDF die
Hälfte des Winkels CDE ist, ist der Winkel FCD
gleich FDC und die Strecke FC gleich FD.
Ebenso ist zu zeigen dass jede der Strecken FB, FA,
FE einer der Strecken FC, FD gleich ist.
Also sind die fünf  Strecken FA, FB, FC, FD, FE
gleich.
Somit geht der Kreis, der um F mit den Radien FA,
FB, FC, FD, FE zu schlagen ist, durch deren
Endpunkte, die Ecken des Fünfecks sind, um das
deshalb der Kreis ABCDE beschrieben ist.

Damit ist um ein gegebenes gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfeck ein Kreis beschrieben, 
was auszuführen war.

IV.15.
In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Sechseck einbeschreiben.

Es sei der Kreis ABCDEF gegeben, in den ein gleichseitiges und gleichwinkliges Sechseck 
einbeschrieben werden soll.

Es ist der Durchmesser AD des Kreises ABCDEF zu ziehen, der Mittelpunkt G des Kreises 
aufzusuchen, mit der Radius DG um den Punkt D der Kreis EGCH zu schlagen, die Geraden 
EG und CG zu ziehen und bis B und F zu verlängern und die Strecken AB, BC, CD, DE, EF, 
FA zu ziehen. Ich sage, dann ist das Sechseck ABCDEF gleichseitig und gleichwinklig.

Denn da G der Mittelpunkt des Kreises ABCDEF ist, sind GE und GD gleich.
Da D der Mittelpunkt des Kreises GCH ist, sind DE und DG gleich, somit ist GE gleich GD.
Da das Dreieck EGD gleichseitig ist, sind GE und ED gleich und auch die Winkel EGD, 
GDE, DEG, denn in gleichwinkligen Dreiecken sind die Seiten gleich. 
Da im Dreieck die drei Winkel zwei rechten Winkeln gleich sind, ist der Winkel EGD ist das 
Drittel zweier rechter Winkel. 
Aus gleichen Gründen ist der Winkel DGC das Drittel zweier rechter Winkel. 
Da die beiden Winkel, die CG mit der Geraden EB bildet, nämlich die Winkel EGC und CGB, 
sind zusammen gleich zwei rechten Winkeln und es ist deshalb CGB das Drittel zweier rechter 
Winkel.
Die Winkel EGD, DGC, CGB sind gleich, da sie jeweils an gleichen Strecken liegen, und somit 
auch die Winkel BGA, AGF, FGE.
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Damit sind die sechs Winkel EGD, DGC, CGB, BGA, AGF, FGE gleich und werden von 
gleichen Kreisbögen überspannt.
Da die sechs Kreisbögen AB, BC, CD, DE, EF, FA
gleich sind und gleiche Kreisbögen gleiche Strecken
überspannen, sind die von ihnen überspannten 
Seiten gleich. Also ist das Sechseck ABCDEF
gleichseitig.

Ich sage, es ist auch gleichwinklig.
Denn die Kreisbögen FA und ED sind gleich; 
jeweils zusammen mit dem gleichen Kreisbogen
ABCD sind somit die Kreisbögen FABCD und
EDCBA gleich. 
Der Kreisbogen FABCD überspannt den Winkel 
FED und der Kreisbogen EDCBA den Winkel 
AFE, damit sind auch die Winkel AFE und 
DEF gleich.
Ebenso ist zu zeigen dass die übrigen Winkel des
Sechsecks ABCDEF einem der Winkel AFE, FED
gleich sind, womit das Sechseck ABCDEF
gleichwinklig ist. 
Es ist auch gezeigt dass es gleichseitig ist und dem Kreis ABCDEF einbeschrieben ist.

Damit ist einem gegebenen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Sechseck 
einbeschrieben, was auszuführen war.

Zusatz:  Offensichtlich sind die Seiten eines gleichseitigen und gleichwinkligen 
Sechsecks gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

Ebenso wie beim Fünfeck wird um einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges 
Sechseck beschrieben, wenn in den Berührpunkten des einbeschriebenen Sechsecks 
Tangenten an den Kreis gelegt werden. Auf  gleiche Weise wie beim Fünfeck, wird 
einem Sechseck ein Kreis einbeschrieben oder umbeschrieben, was auszuführen ist.



IV.16.
In einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfzehneck einbeschreiben.

Es sei der Kreis ABCD gegeben, in den ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfzehneck 
einbeschrieben werden soll.

Es sei in den Kreis ABCD ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite AC und ein gleichseitiges 
Fünfeck mit der Seite AB einbeschrieben. 

Ist die Kreislinie ABCD in fünfzehn gleiche
Kreisbögen aufgeteilt, dann enthält der
Kreisbogen ABC, da ein Drittel des Ganzen,
fünf  dieser Teile und der Kreisbogen AB, da
ein Fünftel des Ganzen, davon drei dieser Teile
und der andere Kreisbogen BC zwei dieser
Teile.

Wird BC im Punkt E in zwei gleiche Teile
geteilt, dann sind die Kreisbögen BE und EC je
ein Fünfzehntel des ganzen Kreises ABCD.
Es sind dann die Strecken BE und EC zu
ziehen und weitere, diesen gleiche, Strecken
rundum innerhalb des ganzen Kreises ABCD. 

Damit ist dann dem Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges Fünfzehneck einbeschrieben, 
was auszuführen war.

Ebenso wie beim Fünfeck wird um einen Kreis ein gleichseitiges und gleichwinkliges 
Fünfzehneck beschrieben, wenn in den Berührpunkten des einbeschriebenen Fünfzehnecks 
Tangenten an den Kreis gelegt werden. 

Auch auf  gleiche Weise wie beim Fünfeck, wird einem Fünfzehneck ein Kreis einbeschrieben 
oder umbeschrieben, was auszuführen ist.
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Euklid Stoicheia.  Buch V.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Ein genaues Teil ist das Kleinere vom Größeren, wenn dieses in das Kleinere aufteilbar ist.

 2. Ein Vielfaches ist das Größere vom Kleineren, wenn es in das Kleinere aufteilbar ist.

 3. Ein Verhältnis ist die Beziehung zweier vergleichbarer Dinge der Größe nach.

 4. Ein Verhältnis gibt an, wie oft die erste Größe die zweite übertrifft, wenn es mit der zweiten 
vervielfacht wird.

 5. Im gleichen Verhältnis steht die erste zur zweiten Größe wie die dritte zur vierten dann, 
wenn von den gleichen Vielfachen der ersten und der dritten, stets entweder beide kleiner 
als gleiche Vielfache der zweiten und vierten sind, oder beide größer, oder beide gleich.

 6. Stehen Größen in gleichen Verhältnissen, heißt ihre Beziehung eine Proportion.

 7. Ist das Vielfache der ersten Größe größer als das Vielfache der zweiten, obwohl die dritte 
vervielfacht wie die erste nicht größer ist als die vierte vervielfacht wie die zweite, dann steht
die erste zur zweiten in einem größeren Verhältnis wie die dritte zur vierten.

 8. In einer fortlaufenden Proportion stehen drei aufeinander folgende Größen im gleichen 
Verhältnis.

 9. Stehen drei Größen in einer fortlaufend gleichen Proportion, dann steht die erste zur dritten
in dem Verhältnis wie die mit sich multiplizierte erste zur mit sich multiplizierten zweiten.

10. Stehen vier Größen in fortlaufend gleicher Proportion, dann steht die erste zur vierten in 
dem Verhältnis wie die erste dreimal als Faktor genommen zur zweiten dreimal als Faktor 
genommen. Und so ein Faktor jedesmal mehr, wenn eine weitere Größe im gleichen 
Verhältnis zur letzten hinzukommt.

11. Entsprechende Größen einer Proportion sind die Vorderglieder und die Hinterglieder, 
jeweils des einen und des anderen Verhältnisses.

12. Nach Umordnung einer Proportion stehen die entsprechenden Größen einer Proportion im
gleichen Verhältnis zu einander.

13. Im umgekehrten Verhältnis zu einem anderen steht das Hinterglied an der Stelle des 
Vorderglieds und das Vorderglied an der Stelle des Hinterglieds des anderen.

14. Ein Verhältnis wird vergrößert, indem das Hinterglied zum Vorderglied gezählt wird und 
das Hinterglied dasselbe bleibt.

15. Ein Verhältnis wird verkleinert, indem das Hinterglied vom Vorderglied subtrahiert wird 
und das Hinterglied dasselbe bleibt.

16. Im ergänzenden Verhältnis zu einem anderen steht der Überschuss des Hinterglieds über 
das Vorderglied an der Stelle des Vorderglieds.
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17. In Proportion aufgrund Gleichheit stehen die ersten und letzten mehrerer Größen zu den 
ersten und letzten gleich vieler Größen, die in fortlaufenden Proportionen stehen, oder, 
anders gesagt, sie stehen in Proportion unter Weglassung der Glieder dazwischen.

18. In kreuzweiser Proportion stehen drei Größen zu drei anderen Größen, wenn die erste und 
die zweite der ersten drei im gleichen Verhältnis stehen wie die zweite und dritte der andern 
drei und die zweite und dritte der ersten drei im gleichen Verhältnis stehen wie die erste und
zweite der andern drei.

Anmerkungen:

zu 1 und 2:   Sind  A  und  B  Größen und  A < B, 
dann ist  A  ein genaues Teil von  B, wenn es eine natürliche Zahl  n  gibt so, dass  B = n · A, 
und  B  ist dann ein Vielfaches von  A.

zu 3:   Sind A und B zwei Größen, dann ist ihr Verhältnis  A : B.

zu 4:   Zu  A : B  ist  das  B-fache von  A : B  gleich A.  

zu 5:   Sind  A, B, C, D  Größen und gilt für beliebige  n, m, k  dass
wenn   n · A  > B,  dann auch   n · C  > D,  und
wenn   m · A = B,  dann auch   m · C = D,  und
wenn   k · A  < B,   dann auch   k · C  < D,  dann ist   A : B = C : D.

zu 6:   A : B = C : D   ist eine Proportion.  

zu 7:   Sind  A, B, C, D  Größen und 
           gibt es ein n so, dass  n · A > B  und  n · C ≤ D,  dann ist  A : B > C : D.

zu 8:   A : B : C   ist   A : B  und  B : C. 

zu 9:   Ist  A : B : C  und  A : B = B : C,  dann ist  A : C = (A · A) : (B · B).

zu 10:  Ist  A : B : C : D  und  A : B = B : C = C : D,  dann ist  A : D = (A · A · A) : (B · B · B).
            Die Glieder einer fortlaufend gleichen Proportion sind Glieder einer geometrischen Folge.

zu 12:  Ist  A : B = C : D,  dann ist  A : C = B : D.

zu 13:  Zu  A : B  ist  B : A  das umgekehrte Verhältnis.

zu 14 und 15:  zu  A : B  ist  (A+B) : B das vergrößerte und  (A – B) : B  das verkleinerte Verhältnis. 

zu 16:  A : C  ist  ergänzendes Verhältnis zu  B : C,  wenn  A+B = C.

zu 17:  Ist   A : B : C = D : E : F,   dann ist  A : C = D : F.

zu 18:  A : B : C  und  D : E : F  stehen in kreuzweiser Proportion, wenn  A : B = E : F  und  B : C = D : E.



V.1.
Ist jede von mehreren Größen das gleiche Vielfache einer von gleich
vielen anderen Größen, dann sind die einen zusammen dasselbe Vielfache von den 
anderen zusammen.

Wenn jede von mehreren Größen, AB, CD, das gleiche Vielfache einer von gleich vielen 
anderen Größen, E, F, ist, dann, sage ich, so oft AB Vielfaches von E ist, so oft sind AB und 
CD zusammen Vielfaches von E und F zusammen. 
Denn ein ebenso Vielfaches wie AB von E und CD Vielfaches von F ist,
ein ebenso Vielfaches von E ist der Größe AB gleich und ein ebenso
Vielfaches von F der CD. Es ist deshalb AB so oft in der E gleiche
Größen, AG, GB, aufzuteilen, wie CD in der F gleiche Größen, CH, HD.
Die Anzahl der Teile von AB und von CD ist dann gleich.
Da AG gleich E und CH gleich F ist, sind AG und CF zusammen gleich E
und F zusammen.
Aus den gleichen Gründen sind GB und HD zusammen gleich E und F
zusammen.
Also ist ebenso oft wie ein Vielfaches von E der AB gleich ist, ein eben
solches Vielfaches von E und F zusammen der AB und CD zusammen
gleich. Damit ist AB ebenso Vielfaches von E wie AB und CD zusammen
Vielfaches von E und F zusammen.

Deshalb sind dann, wenn jede von mehreren Größen das gleiche
Vielfache einer von anderen Größen ist, die einen zusammen auch dieses
Vielfache von den anderen zusammen, was zu zeigen war.

Anmerkung:   

Es sei   AB = A1   und   CD = A2.

Sind  n, i, k  natürliche Zahlen und  Ai,  Ei  wobei 1 ≤ i ≤ k,  

und ist      Ai =n · Ei

dann ist    A1 + A2 + ... + Ak  =   n · E1 + n · E2 + ... + n · Ek  =  n · (E1 + E2 + ... + Ek).

V.2.
Ist eine erste Größe das gleiche Vielfache einer zweiten wie eine dritte das Vielfache 
einer vierten, sowie eine fünfte das Vielfache der zweiten wie eine sechste das Vielfache
der vierten, dann sind die erste und fünfte Größe zusammen das gleiche Vielfache der 
zweiten wie die dritte und sechste zusammen das Vielfache der vierten.

Wenn die erste Größe, AB, das gleiche Vielfache der zweiten, C, wie die dritte, DE, das 
Vielfache der vierten, F, ist und die fünfte, BG, das gleiche Vielfache der zweiten, C, wie die 
sechste, EH, das Vielfache der vierten, F, ist, dann, sage ich, ist die aus erster und fünfter 
zusammengesetzte AG das gleiche Vielfache der zweiten, C, wie die aus dritter und sechster 
zusammengesetzte DH das Vielfache der vierten, F.

Denn, da AB das gleiche Vielfache von C wie DE das Vielfache von F ist, ist das gleiche 
Vielfache von C der AB gleich, wie das Vielfache von F der DE.
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Aus den denselben Gründen ist das gleiche Vielfache von C der BG
gleich, wie das Vielfache von F der EH. 

Damit ist das gleiche Vielfache von C der ganzen AG gleich, wie das
Vielfache von F der ganzen DH.

Also ist das aus erster und fünfter Größe zusammengesetzte AG das
gleiche Vielfache der zweiten, C, wie das aus dritter und sechster
zusammengesetzte DH das Vielfache der vierten, F, ist.

Deshalb sind dann, wenn eine erste Größe das gleiche Vielfache einer
zweiten wie ein dritte das Vielfache einer vierten ist und eine fünfte das
gleiche Vielfache der zweiten wie eine sechste das Vielfache der vierten
ist, die erste und fünfte Größe zusammen das gleiche Vielfache der
zweiten wie die dritte und sechste zusammen Vielfache der vierten, was
zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind  AB, BG  Vielfache von C und DE, EH Vielfache von F, 
dann gibt es natürliche Zahlen  n, m  so, dass die Größen
AB = n · C, DE = n · F
BG = m · C, EH = m · F
Ist dann   AG = AB + BG,   DH = DE + EH,  
dann ist   AG = (n+m) · C,  DH = (n+m) · F.

V.3.
Ist eine erste Größe das gleiche Vielfache einer zweiten wie eine dritte das Vielfache 
einer vierten, sowie eine fünfte das gleiche Vielfache der ersten wie eine sechste das 
Vielfache der dritten, so ist auch die fünfte Größe das gleiche Vielfache der zweiten wie 
die sechste Vielfache der vierten.

Wenn die erste Größe, A, von der zweiten, B, und die dritte, C,
von der vierten, D, gleiche Vielfache sind, sowie EF, GH gleiche
Vielfache von A, C sind, dann, sage ich, ist EF auch das gleiche
Vielfache von B wie GH von D.

Da die Größen EF von A und GH von C gleiche Vielfache sind,
ist das gleiche Vielfache von A gleich EF wie das Vielfache von C
gleich GH. Es ist deshalb EF so oft in der A gleiche Größen, EK,
KF, aufzuteilen wie GH in der C gleiche Größen, GL, LH. 

Da A das gleiche Vielfache von B wie C von D ist, ist EK gleich A
und GL gleich C, somit ist EK auch das gleiche Vielfache von B
wie GL von D. Aus den gleichen Gründen ist KF das gleiche
Vielfache von B wie LH von D.
Da die eine, EK, der zweiten, B, und die dritte, GL, der vierten, D,
gleiche Vielfache sind, und die fünfte, KF, der zweiten, B, wie die
sechste, LH, der vierten, D, gleiche Vielfache sind, ist deshalb das
aus der ersten und fünften zusammen gesetzte EF das gleiche Vielfache der zweiten, B, wie das 
aus der dritten und sechsten zusammen gesetzte GH Vielfache der D ist.
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Deshalb ist, wenn eine erste Größe das gleiche Vielfache einer zweiten wie ein dritte das 
Vielfache einer vierten ist und eine fünfte das gleiche Vielfache der ersten ist wie eine sechste 
Vielfache der dritten, dann auch die fünfte Größe das gleiche Vielfache der zweiten wie die 
sechste Vielfache der vierten.

Anmerkung:

Gibt es natürliche Zahlen  n, m  so, dass die Größen
A = n · B, C = n · D
EF = m · A, GH = m · C        dann ist     EF = n · m · B     und    GH = n · m · D.

V.4.
Steht eine Größe im gleichen Verhältnis zur zweiten wie eine dritte zur vierten, dann 
stehen die erste und dritte Größe auch dann in einem gleichen Verhältnis zu der 
zweiten und vierten Größe, wenn die einen oder die anderen beiden vervielfacht 
werden.

Wenn sich die Größe A zu B verhält wie die Größe C zu D und werden einerseits die Größen 
A und C gleich vervielfacht zu E und F, andererseits die Größen B und D gleich vervielfacht zu
G und H, dann, sage ich, verhält sich E zu G wie F zu H.

E ist von A und F von C das gleiche Vielfache. Werden E, F gleich zu K, L und G, H gleich zu 
M, N vervielfacht, dann sind K von A und L von C die
gleichen Vielfachen, und aus gleichen Gründen auch M von B
und N von D. 

Da sich A zu B wie C zu D verhält, und K, L Vielfache der
Größen A, C und M, N Vielfache der Größen B, D sind, ist 
K dann größer als M, wenn L größer als N ist, und wenn
gleich, dann auch gleich und wenn kleiner, dann auch kleiner.
Da K, L von E, F gleiche Vielfache sind und M, N gleiche
Vielfache von G, H, verhält sich E zu G wie F zu H.

Deshalb stehen dann, wenn sich eine Größe zu einer zweiten
verhält wie eine dritte zu einer vierten und die erste und dritte
gleich oder die zweite und vierte gleich vervielfacht werden, die
vervielfachten Größen, in der Anordnung wie zuvor, in
gleichen Verhältnissen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist das Verhältnis der Größen   A : B = C : D.
und gibt es natürliche Zahlen  n, m  so, dass
E = A · n G = B · m
F = C · n H = D · m       dann     (A · n) : (B · m) = (C · n) : (D · m),    somit     E : G = F : H.

Beispiel:

Da 3
4

=
6
8

ist 3 ⋅5
4 ⋅7

=
6 ⋅5
8 ⋅7

somit 15
28

=
30
56
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V.5.
Ist eine Größe das gleiche Vielfache von einer anderen Größe, wie das von der einen 
Weggenommene das Vielfache des von der anderen Weggenommenen ist, dann ist 
auch der Rest der einen das gleiche Vielfache vom Rest der anderen.

Wenn die Größe AB das gleiche Vielfache der Größe CD ist wie das von der ersten 
weggenommene AE das Vielfache des von der zweiten weggenommenen CF, dann, sage ich, ist
der Rest EB das gleiche Vielfache vom Rest FD wie die ganze AB das Vielfache der CD ist.

So oft AE das Vielfache von CF ist, so oft sei EB das Vielfache von CG. 
Da dann AE das gleiche Vielfache von CF ist wie EB von GC, ist AE auch das gleiche 
Vielfache von CF wie AB von GF. 
Ebenso sind AE von CF und AB von CD gleiche Vielfache.
Somit ist AB sowohl von GF wie von CD das gleiche Vielfache, und damit GF
gleich CD. Von beiden das gleiche CF weggenommen, ist dann GC gleich FD.

Da AE das gleiche Vielfache von CF wie EB von GC und GC gleich DF ist, ist
AE das gleiche Vielfache von CF wie EB von FD.
Also ist der Rest EB das gleiche Vielfache vom Rest FD wie das ganze AB vom
ganzen CD.

Deshalb ist dann, wenn eine Größe das gleiche Vielfache von einer anderen ist
wie das von ihr Weggenommene das Vielfache des von der anderen
Weggenommenen ist, auch der Rest der einen das gleiche Vielfache vom Rest der
anderen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gilt für Größen  EB = AB – AE,  FD = CD – CF  
und gibt es eine natürliche Zahl  n  so, dass   
AB = n · CD   und   AE = n · CF,   dann ist    EB = n · FD.

V.6.
Sind zwei Größen gleiche Vielfache zweier anderer, deren gleiche Vielfache von ihnen 
weggenommen werden, dann verbleiben Reste, die gleich oder gleiche Vielfache der 
anderen Größen sind.

Wenn die beiden Größen AB, CD gleiche Vielfache von E, F sind und von ihnen AG, CH, die 
ebenfalls gleiche Vielfache von E, F sind, weggenommen werden, dann, sage ich, sind die Reste
GB, HD gleich E, F oder gleiche Vielfache der Größen E, F.

Denn ist GB gleich E, dann, sage ich, ist HD gleich F.
Es sei CK gleich F. Da AG von E und CH von F gleiche Vielfache sind, 
auch GB gleich E und KC gleich F ist, sind AB von E und KH von F
gleiche Vielfache.

Da, wie vorausgesetzt, die Größen AB von E und CD von F gleiche
Vielfache sind, sind KH von F und CD von F gleiche Vielfache, 
somit ist KH gleich CD. Von beiden die gleiche Größe CH
weggenommen, ist KC gleich HD. 
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Da F und KC gleich sind, ist HD gleich F. Damit ist GB gleich E und HD gleich F.

Ist GB ein Vielfaches der Größe E, dann ist ebenso zu zeigen, dass HD ein Vielfaches der 
Größe F ist.

Deshalb sind die Reste, die verbleiben, wenn von zwei Größen, die gleiche Vielfache zweier 
anderer Größen sind, Größen weggenommen werden, die ebenso gleiche Vielfache von ihnen 
sind, ebenfalls gleiche Vielfache von ihnen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gilt für Größen GB = AB – AG,   HD = CD – CH  
und gibt es natürliche Zahlen  n, m1  so, dass

AB = n · E,  CD = n · F,  
AG = m1 · E,  CH = m1 · F,

dann gibt es eine natürliche Zahl  m2  so, dass   m2 = n – m1     und   GB = m2 · E  und   HD = m2 · F.

V.7.
Gleiche Größen stehen zu einer gegebenen Größe im gleichen Verhältnis und es steht 
diese Größe im gleichen Verhältnis zu jenen Größen.

Wenn die gleichen Größen A, B und die Größe C gegeben sind, dann, sage ich, steht jede der 
Größen A, B im gleichen Verhältnis zu C und es steht C im gleichen Verhältnis zu A und zu B.

Denn sind D, E gleiche Vielfache von A, B und ist F ein Vielfaches von C, dann ist D gleich E, 
da A gleich B ist.
Welch andere Größe F auch ist, wenn die Größe F größer als D ist, dann ist sie auch größer als 
E, und wenn gleich, dann auch gleich, und wenn kleiner, dann auch kleiner.
Da D, E gleiche Vielfache der A, B sind, und F Vielfache der C, verhält sich A zu C wie B zu C.

Ich sage, es steht auch E in einem gleichen Verhältnis zu A und zu B.
Denn mit demselben Vergleich ist zu zeigen, dass D gleich E ist, und welch andere Größe F 
auch ist, wenn die Größe F größer als D ist, dann ist sie auch größer als E, und wenn gleich, 
dann auch gleich, und wenn kleiner, dann auch kleiner.
Da F Vielfache von C ist und D, E Vielfache von A, B sind, verhält sich C zu A wie C zu B.

Deshalb stehen gleiche Größen im gleichen Verhältnis zu derselben Größe und steht diese zu 
jenen gleichen Größen im gleichen Verhältnis, was zu zeigen war.

Zusatz:  Offensichtlich stehen Größen auch in der Proportion der umgekehrten 
Verhältnisse, wenn sie in Proportion stehen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind  A, B, C  Größen, und ist  A = B,  
dann ist  A : C = B : C,  sowie  C : A = C : B.

Beispiel:  4 römische Meilen sind gleich  5,94 km.  

Im Verhältnis zu 1 Stunde ist dann   4 rM : 1 h = 5,94 km : 1 h   und   1 h : 4 rM = 1 h : 5,94 km.
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V.8.
Von ungleichen Größen steht die größere zu einer anderen Größe in einem größeren 
Verhältnis als die kleinere und eine Größe steht zu kleineren in einem größeren 
Verhältnis als zu größeren.

Wenn zwei Größen AB, C, wovon AB die größere sei, in einem Verhältnis zu einer Größe D 
stehen, dann, sage ich, ist das Verhältnis von AB zu D größer als das Verhältnis von C zu D 
und das Verhältnis von D zu C ist größer als das von D zu AB.

Da AB größer ist als C, sei AB in AE und EB aufgeteilt, so dass BE gleich C ist. Dann ist die 
kleinere der beiden Größen AE, EB geeignet vervielfacht größer als D.

Ist nun AE kleiner als EB, dann sei FG das Vielfache von AE und größer als D.
Das gleiche Vielfache wie das von AE sei GH von EB und K von C.
Es sei nun L das Doppelte von D, M das Dreifache von D und so weiter, der Faktor immer um 
Eins anwachsend, bis zu jenem Vielfachen, das größer als K ist; dieses sei N. Es sei N das 
Vierfache von D und der kleinste Vielfache das größer als K ist.

K ist kleiner als N, aber nicht kleiner als M.
Es ist FG das gleiche Vielfache von AE wie GH von EB, aber auch
das gleiche Vielfache wie FH von AB. FG ist das gleiche Vielfache
von AE wie K von C, also sind FH und K gleiche Vielfache von
AB und C. Da GH das gleiche Vielfache von EB ist wie K von C
und EB gleich C ist, ist GH gleich K.
Da K nicht kleiner als M ist, ist GH nicht kleiner als M.
Es ist FG größer als D, somit ist FH größer als D und M
zusammen. Es sind D und M zusammen gleich N. 
Somit ist FH größer als N. K aber ist kleiner als N. 

Da FH, K gleiche Vielfache von AB, C sind und N ein Vielfaches
von D ist, deshalb ist das Verhältnis von AB zu D größer als das Verhältnis von C zu D.

Ich sage sodann, das Verhältnis von D zu C ist größer als das von D zu AB. 
Denn, wie schon gezeigt, ist N größer als K, aber nicht größer als FH.
Es ist N ein Vielfaches von D und es sind FH, K gleiche Vielfache
von AB, C, somit ist das Verhältnis von D zu C größer als das
Verhältnis von D zu AB.

Ist AE nicht kleiner als EB, dann ist ein geeignetes Vielfaches von 
EB größer als D; dies sei GH. Das gleiche Vielfache das GH von EB
ist, sei FG von AE und K von C. Es ist dann ebenso zu zeigen, dass
FH, K gleiche Vielfache von AB, C sind.
Es sei nun wieder N das kleinste Vielfache von D, das größer als 
FG ist. Da FG dann nicht kleiner als M und GH größer als 
D ist, ist FH größer als D und M zusammen, somit ist FH 
größer als N. Da K kleiner als N ist und FG größer als GH ist, ist FG
größer als K, aber kleiner als N. Auf  gleiche Weise, wie zuvor, ist dann zu zeigen, dass das 
Verhältnis von AB zu D größer als das von C zu D ist. Deshalb steht von ungleichen Größen 
die größere in einem größeren Verhältnis als die kleinere und steht eine Größe zu kleineren in 
einem größeren Verhältnis als zu größeren, was zu zeigen war.

Beispiel: Da 4
7

>
3
7
ist 7

4
<
7
3
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V.9.
Sind Verhältnisse, in denen Größen zu derselben Größe stehen, gleich, dann sind die 
Größen gleich, ebenso wie wenn sie in gleichen Verhältnisse derselben Größe zu ihnen 
stehen.

Wenn A zu C im gleichen Verhältnis steht wie B zu C, dann, sage ich, sind A und B gleich.
Denn sind es nicht, dann steht A zu C nicht im gleichen Verhältnis wie B zu C, darum sind A 
und B gleich.

Steht C zu A im gleichen Verhältnis wie C zu B, dann, sage ich, sind A und B gleich.
Denn sind sie es nicht, dann steht C zu A nicht im gleichen Verhältnis wie C zu B, darum sind 
A und B gleich.

Deshalb sind Größen gleich, die in gleichen Verhältnissen zu derselben Größe stehen, ebenso 
wie wenn die Verhältnisse gleich sind, in denen dieselbe Größe zu ihnen steht, was zu zeigen 
war.

Anmerkung:

Es seien  A, B, C  Größen.  
Wenn  A : C = B : C,  dann  A = B.   Wenn  C : A = C : B,  dann A = B.  

V.10.
Ist das Verhältnis zu derselben Größe größer als andere Verhältnisse, dann ist die 
Größe, die in diesem Verhältnis steht, größer und ist das Verhältnis derselben Größe zu 
einer Größe größer als andere Verhältnisse, dann ist letztere Größe kleiner.

Wenn das Verhältnis von A zu C größer ist als das Verhältnis von B zu C, dann, sage ich, ist A 
größer als B.

Denn wenn nicht, dann ist A gleich B oder ist A kleiner als B.
A ist nicht gleich B, denn dann verhält sich A zu C wie B zu C. 
Da dies nicht zutrifft, ist A nicht gleich B. A ist nicht kleiner B, denn dann ist das
Verhältnis von A zu C kleiner als das Verhältnis von B zu C. Da dies nicht zutrifft,
ist A nicht kleiner als B. Da A weder kleiner noch gleich B ist, ist A größer als B.
Ist das Verhältnis von C zu B größer als das Verhältnis von C zu A, dann, sage ich,
ist B kleiner als A. Denn wenn nicht, dann ist B gleich A oder ist B größer als A.
B ist nicht gleich A, denn dann verhält sich C zu A wie C zu B. 
Da dies nicht zutrifft, ist B nicht gleich A.

B ist nicht größer als A, denn dann ist das Verhältnis von C zu B kleiner als das
Verhältnis von C zu A. Da dies nicht zutrifft, ist B nicht größer als A.
Da B weder gleich noch größer als A ist, ist B kleiner als A.

Deshalb ist die Größe, die in einem größeren Verhältnis steht als andere, größer
und ist diejenige Größe, zu der dieselbe Größe in einem größeren Verhältnis steht
als andere, kleiner, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es seien  A, B, C  Größen.  

Wenn A : C > B : C,  dann A > B.   Wenn  C : B > C : A,  dann  B < A.
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V.11.
Verhältnisse sind gleich, die demselben Verhältnis gleich sind.

Wenn sich A zu B verhält wie C zu D und sich C zu D verhält wie E zu F, dann, sage ich, 
verhält sich A zu B wie E zu F.

Es seien die Größen G, H, K gleiche Vielfache von A, C, E und die Größen L, M, N gleiche 
Vielfache von B, D, F. 
Da sich A zu B verhält wie C zu D, da G, H gleiche Vielfache von A, C sind und L, M gleiche 
Vielfache von B, D, ist G größer als L wenn H größer als M ist, und wenn gleich gleich, und 
wenn kleiner kleiner.
Da wiederum sich C zu D verhält wie E zu F, da H, K gleiche Vielfache von C, E sind und M, 
N gleiche Vielfache von D, F, ist H größer als M wenn K größer als N ist, und wenn gleich 
gleich, und wenn kleiner kleiner.
Da somit H größer als M ist wenn G größer als L ist, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner 
kleiner, ist auch G größer als L wenn K größer als N ist, und wenn gleich gleich, und wenn 
kleiner kleiner.
Es sind G, K gleiche Vielfache der Größen A, E und L, N gleiche Vielfache der Größen B, F, 
also verhält sich A zu B wie E zu F.

Deshalb sind Verhältnisse gleich, die demselben Verhältnis gleich sind, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es seien A, B, C, D, E, F Größen. Wenn  A : B = C : D  und  C : D = E : F,  dann  A : B = E : F.

V. 12.
Stehen mehrere Größen in gleicher Proportion, dann verhalten sich die Vorderglieder 
zusammen zu den Hintergliedern zusammen wie eines der Vorderglieder zum 
Hinterglied.

Wenn die Größen A, B, C, D, E, F in Proportion stehen und sich A zu B
verhält wie C zu D und wie E zu F, dann, sage ich, verhält sich A zu B
wie die Größen A, C, E zusammen zu den Größen B, D, F zusammen.Es
seien die Größen G, H, K gleiche Vielfache von A, C, E und die Größen
L, M, N gleiche Vielfache von B, D, F. 

Da sich A zu B verhält wie C zu D und wie E zu F, da G, H, K gleiche
Vielfache von A, C, E sind und L, M, N gleiche Vielfache von B, D, F, 
ist G größer als L wenn H größer als M und K größer als N ist, und 
wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.
Somit ist G größer als L, wenn G, H, K zusammen größer als L, M, N
zusammen sind, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.

Da G das Vielfache von A ist und G, H, K die gleichen Vielfachen von 
A, C, E sind, und da dann wenn jede von mehreren Größen das gleiche
Vielfache einer von gleich vielen anderen Größen ist, dann die einen zusammen das gleiche 
Vielfache von den anderen zusammen ergeben, deshalb sind G, H, K zusammen ebenfalls das 
gleiche Vielfache von  A, C, E zusammen.

http://opera-platonis.de/euklid/B5g/B5_12.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B5g/B5_11.htm


Aus den gleichen Gründen sind, da L das Vielfache von B ist, L, M, N zusammen das gleiche 
Vielfache von B, D, F zusammen. Also verhält sich A zu B wie A, C, E zusammen zu B, D, F 
zusammen.

Deshalb verhalten bei mehreren Größen in Proportion die Vorderglieder zusammen zu den 
Hintergliedern zusammen wie eines der Vorderglieder zum Hinterglied, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind Größen  A : B = C : D = E : F,  dann  A : B = (A+C+E) : (B+D+F).

Beispiel:

V.13.
Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer 
vierten, hat aber die dritte zur vierten Größe eine größeres Verhältnis wie eine fünfte zu 
einer sechsten, dann ist das Verhältnis der ersten zur zweiten größer als das Verhältnis 
der fünften zur sechsten.

Wenn das Verhältnis von A zu B gleich dem von C zu D ist und das Verhältnis von C zu D 
größer ist als das von E zu F, dann, sage ich, ist das Verhältnis von A zu B größer als das von E 
zu F.
Denn da das Verhältnis von C zu D größer ist als das von E zu F, ist ein Vielfaches von C 
größer als das Vielfache von D, obwohl E vervielfacht wie C
nicht größer ist als F vervielfacht wie D [wie Def. 7]. 

Es seien G, H Vielfache von C, E und K, L Vielfache von D, F
so, dass G größer ist als K, aber H nicht größer als L ist.
So oft dann G das Vielfache von C ist, so oft sei M das
Vielfache von A und ebenso oft K von D und N von B.

Da sich A zu B verhält wie C zu D, da auch M, G gleiche
Vielfache von A, C sind und N, K gleiche Vielfache von B, D, ist
M größer als N wenn G größer als K ist, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner. 
Da G größer als K ist, ist M größer als N, dagegen H nicht größer als L.
Da M, H gleiche Vielfache von A, E sind und N, L gleiche Vielfache von B, F, ist das Verhältnis
von A zu B größer als das von E zu F.

Deshalb ist dann, wenn eine Größe im gleichen Verhältnis zu einer zweiten steht wie eine dritte
zu einer vierten, das Verhältnis der dritten zur vierten aber größer ist als das einer fünften zu 
einer sechsten, das Verhältnis der ersten Größe zur zweiten größer als das der fünften zur 
sechsten, was zu zeigen war.

Anmerkung:    Sind Größen  A : B = C : D  und  C : D > E : F,  dann  A : B > E : F.

Da 2
3

=
6
9

=
8
12

ist 2
3

=
2+ 6 + 8
3 + 9 + 12

=
16
24
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V. 14.
Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer 
vierten und ist die erste größer als die dritte, dann ist auch zweite größer als die vierte, 
und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner. 

Wenn sich A zu B verhält wie C zu D und A größer ist als C, dann, sage ich, ist B größer als D.

Denn, da A größer ist als C, ist das Verhältnis von A zu B größer als das von C zu B.
Da sich A zu B verhält wie C zu D, ist somit das Verhältnis von C zu D größer als das von C zu
B und damit B größer als D. Ist A gleich C, dann ist ebenso zu zeigen, dass B gleich D ist und 
ebenso wenn A kleiner als C ist, auch B kleiner als D ist.

Deshalb ist dann, wenn eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis steht wie eine dritte
zu einer vierten und die erste größer ist als die dritte, auch die zweite größer als die vierte, und 
wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner, was zu zeigen war.

Anmerkung:

A :  B = C : D.  Wenn   A > C,  dann  B > D;  wenn  A = C, dann  B = D;  wenn  A < C, dann  B < D.

V.15.

Sind Größen gleiche Vielfache ihrer Teile, dann stehen die Teile im gleichen Verhältnis 
wie die ganzen Größen.

Wenn AB das gleiche Vielfache von C ist wie DE das Vielfache von F, dann, sage ich, verhält 
sich C zu F wie AB zu DE.

Denn wenn AB von C und DE von F gleiche Vielfache sind, dann ist das gleiche
Vielfache von C der AB gleich wie das Vielfache von F der DE. 
Wird AB in Teile AG, GH, HB geteilt, die C gleich sind, und DE in Teile 
DK, KL, LE, die F gleich sind, dann sind AB und DE in gleich viele Teile geteilt.
Da AG gleich GH und gleich HB ist, und auch DK gleich  KL und gleich LE ist,
verhält sich AG zu DK wie GH zu KA und wie HB zu LE.
Da mehrere Größen, die in Proportion stehen, sich verhalten wie die
Vorderglieder zusammen zu den Hintergliedern zusammen wie eines der
Vorderglieder zum Hinterglied, verhält sich AG zu DK wie AB zu DE.
Da AG gleich C ist und DK gleich F, verhält sich C zu F wie AB zu DE.

Deshalb stehen Größen, die gleiche Vielfache ihrer Teile sind, im gleichen
Verhältnis wie ihre Teile, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gibt es ein  n  so, dass   AB = n · C   und   DE = n · F,  dann ist   AB : DE = (n · C) : (n · F) = C : F.
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V.16.
Stehen vier Größen in Proportion, dann stehen sie auch in umgeordneter Proportion.

Wenn die vier Größen A, B, C, D in Proportion stehen und sich A zu B verhält wie C zu D, 
dann, sage ich, verhält sich, in umgeordneter Proportion, A zu C wie B zu D.

Es seien E, F gleiche Vielfache von A, B und G, H gleiche Vielfache von C, D.
Da dann A ebenso oft Teil von E ist wie B von F und sich gleich oft geteilte Größen sich 
verhalten wie ihre Teile, verhält sich A zu B wie E zu F. 
Es verhält sich A zu B wie C zu D, also verhält sich C zu D wie E zu F.
Da C, D gleich oft Teile von G, H sind, verhält sich C zu D wie G zu H.
Es verhält sich C zu D wie E zu F, also verhält sich E zu F wie G zu H.

Da dann, wenn eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis steht
wie eine dritte zu einer vierten und die erste größer als die dritte ist, dann
auch die zweite größer als die vierte ist, und wenn gleich gleich, und wenn
kleiner kleiner ist, ist E größer als G wenn F größer als H ist, und wenn
gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.
Es sind E, F von A, B gleiche Vielfache und G, H von C, D, also verhält
sich A zu C wie B zu D.

Deshalb stehen vier Größen, die in Proportion stehen, auch in umgeordneter Proportion, was 
zu zeigen war.

Anmerkung:    Wenn Größen   A : B = C : D,   dann auch   A : C = B : D.

Beispiel:   

V.17.
Stehen Größen in den gleichen Verhältnissen, dann sind auch die verkleinerten 
Verhältnisse unter sich gleich.

Wenn die Größe AB, zusammengesetzt mit BE, und CD, zusammengesetzt mit DF, in 
Proportion stehen und sich AB zu BE verhält wie CD zu DF, dann, sage ich, verhält sich die 
abgeteilte Größe AE zu BE wie die abgeteilte Größe CF zu DF.

Seien die Größen GH, HK, LM, MN gleiche Vielfache von AE, EB,
CF, FD und die Größen KO, NP gleiche Vielfache von EB, FD. 

Da das gleiche Vielfache von AE gleich GH, wie das Vielfache von EB
gleich HK, wie das Vielfache von CF gleich LM und wie das Vielfache
von FD gleich MN ist, ist das Vielfache von AB gleich GK und das
Vielfache von CD gleich LN und es sind GK, LN gleiche Vielfache von
AB, CD. Da das gleiche Vielfache von EB gleich HK und gleich KO ist,
und das Vielfache von FD gleich MN und gleich NP ist, sind die
Größen HO, MP gleiche Vielfache von EB, FD.

Da sich AB zu BE verhält wie CD zu DF und GK, LN gleiche
Vielfache von AB, CD sind, sowie HO, MP gleiche Vielfache von EB,
FD sind, ist GK größer als HO wenn LN größer als MP ist, und wenn
gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.

Da 2
3

=
4
6
ist 2

4
=
3
6
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Ist nun GK größer als HO, dann ist, beiden das gleiche HK weggenommen, GH größer als 
KO. Ist LN größer als MP dann ist, beiden das gleiche MN weggenommen, LM größer als NP. 
Ist GK gleich HO und LN gleich MP, ist ebenso zu zeigen, dass GH gleich KO und LM gleich 
NP ist, und ebenso wenn GK kleiner HO und LN kleiner MP ist, dann GH kleiner als KO und
LM kleiner als NP ist.

Da GH, LM gleiche Vielfache von AE, CF sind und KO, NP gleiche Vielfache von EB, FD, 
verhält sich AE zu EB wie CF zu FD.

Deshalb sind auch die verkleinerten Verhältnisse gleich, wenn Größen in gleichen Verhältnissen
stehen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  AE = AB – EB,  und  CF = CD – FD  und  AB : EB = CD : FD,  dann  AE : EB = CF : FD.

Ist der Quotient  AB : EB = q,  dann ist der Quotient  (AB – EB) : EB = q –1.

Beispiel:    Da   15 m : 10 m = 3 m : 2 m,   ist

       (15 m - 10 m) : 10 m = (3 m - 2 m) : 2 m,   somit   5 m : 10 m = 1 m : 2 m.

V.18.
Stehen Größen in gleichen Verhältnissen, dann sind auch die vergrößerten Verhältnisse 
unter sich gleich.

Wenn die abgeteilten Größen AE, EB, CF, FD in Proportion stehen und sich AE zu EB verhält
wie CF zu FD, dann, sage ich, verhält sich die zusammengesetzte Größe AB zu EB wie die 
zusammengesetzte Größe CD zu FD.

Denn wenn sich CD zu DF nicht verhält wie AB zu BE, ist das Verhältnis von AB zu BE gleich
dem Verhältnis von CD zu einer Größe, die kleiner oder größer ist als DF.

Es sei DG diese Größe und zunächst DG kleiner als DF. 
Es verhält sich also dann AB zu BE wie CD zu DG. Da zu Größen, die in
gleichen Verhältnissen stehen, auch die verkleinerten Verhältnisse gleich sind,
verhält sich dann AE zu EB wie CG zu GD. Da sich AE zu EB verhält wie CF zu
FD, verhält sich dann CG zu GD wie CF zu FD. Ist dann die erste Größe CG
größer als die dritte Größe CF, ist auch die zweite GD größer als die vierte FD,
was nicht möglich ist.  Also ist das Verhältnis von AB zu BE nicht gleich einem
Verhältnis von CD zu einer Größe, die kleiner ist als DF.
Ist DG größer als DF, dann ist ebenso zu zeigen, dass das Verhältnis von AB zu
BE nicht gleich einem Verhältnis von CD zu einer Größe ist, die größer als DF
ist. 
Also verhält sich AB zur Größe BE wie CD zur Größe DF.

Deshalb sind auch die vergrößerten Verhältnisse gleich, wenn Größen in gleichen Verhältnissen stehen, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:
Ist  AB = AE+EB,  und  CD = CF+FD  und  AE : EB = CF : FD,  dann  AB : EB = CD : FD.
Ist der Quotient  AE : EB = q,  dann ist der Quotient  (AE+EB) : EB = q+1.

Beispiel:   Da 4+ 6 = 10 und 2+ 3 = 5 und
4
6

=
2
3

ist
4
10

=
2
5
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V.19.
Stehen Größen im gleichen Verhältnis, wie von ihnen abgeteilte Größen, dann stehen 
auch die Reste im gleichen Verhältnis.

Steht die Größe AB zur Größe CD im gleichen Verhältnis wie die von ihnen
abgeteilten Größen AE, CF, dann, sage ich, stehen die Reste EB, FD im gleichen
Verhältnis wie AB, CD.

Da die Verhältnisse AB zu CD und AE zu CF gleich sind, sind, nach Umordnung,
die Verhältnisse AB zu AE und CD zu CF gleich, und sind davon die verkleinerten
Verhältnisse BE zu EA und DF zu CF gleich. Nach deren Umordnung sind die
Verhältnisse BE zu DF und EA zu CF gleich.
Da sich AE zu CF verhält wie AB zu CD, verhält sich EB zu FD wie AB zu CD.

Deshalb stehen dann, wenn Größen im gleichen Verhältnis stehen wie von ihnen
abgeteilten Größen, auch die Reste im gleichen Verhältnis, was zu zeigen war.

Zusatz:   
Da umgekehrte Verhältnisse gleicher Verhältnisse gleich sind, sind offensichtlich die 
Verhältnisse von ganzen Größen zu abgeteilten Größen im gleichen Verhältnis gleich, was zu 
zeigen war.

Anmerkung:   

Ist  AB = AE+EB,  CD = CF+FD  und  AB : CD = AE : CF, dann  EB : FD = AB : CD.

Ist  (AB – EB) : AB = (CD – FD) : CD,  dann auch   AB : (AB – EB) = CD : (CD – FD).

Beispiel:    

                  

V.20.
Stehen drei Größen wie ebenso viele andere in paarweise gleichen Verhältnissen und ist
die erste größer als die dritte, dann ist auch die vierte größer als die sechste, und wenn 
gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.

Wenn die drei Größen A, B, C wie D, E, F in paarweise gleichen Verhältnissen stehen, verhält 
sich also A zu B wie D zu E und B zu C wie E zu F, dann, sage ich, ist A
größer als C, ist auch D größer als F, und ist A gleich C, ist auch D gleich F,
und wenn A kleiner als C, dann ist auch D kleiner als F.

Ist A größer als C, die Größe B aber beliebig, dann ist, da die größere zur
selben Größe im größeren Verhältnis steht wie die kleinere, das Verhältnis
von A zu B größer als das von C zu B.
Da sich A zu B verhält wie D zu E, verhält sich D zu E wie C zu B.
Da sich C zu B verhält wie F zu E, ist das Verhältnis von D zu E größer als
das von F zu E.
Da die Größen, die im größeren Verhältnis zur gleichen Größe stehen,
größer sind, ist D größer als F.

Da 10 = 4 + 6 und 5 = 2 + 3 und
10
5

=
4
2

ist
6
3

=
10
6

da
10 − 6
10

=
5− 3
5

ist
10

10 − 6
=

5
5 − 3
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Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass D gleich F, wenn A gleich C ist und dass D kleiner F ist, 
wenn A kleiner als C ist.

Deshalb ist dann, wenn drei Größen wie ebenso viele andere in paarweise gleichen 
Verhältnissen stehen und die erste größer ist als die dritte, auch die vierte größer als die sechste,
und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind Größen   A : B = D : E   und    B : C = E : F 

und ist A > C,  dann auch   D > F, 

A = C,  dann auch   D = F,

A < C,  dann auch   D < F.

V.21.
Stehen drei Größen mit ebenso vielen anderen in kreuzweiser Proportion und ist die 
erste größer als die dritte, dann ist auch die vierte größer als die sechste, und wenn 
gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.

Wenn die drei Größen A, B,C zu ebenso vielen Größen D, E, F in kreuzweiser Proportion 
stehen, verhält sich also A zu B wie E zu F und B zu C wie D zu E, dann, sage ich, ist A größer
als C, dann ist auch D größer als F, und wenn gleich gleich, und wenn größer größer.

Denn ist A größer als C, die Größe B aber beliebig, dann ist das Verhältnis von
A zu B größer als das Verhältnis von C zu B. Es verhält sich A zu B wie E zu F
und, in kreuzweiser Proportion, C zu B wie E zu D. Also ist das Verhältnis von
E zu F größer als das Verhältnis von E zu D.
Da die Größe, zu der die gleiche Zahl in größerem Verhältnis steht, kleiner ist,
ist F kleiner als D, somit D größer als F.
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass D gleich F, wenn A gleich C ist und dass
D kleiner F ist, wenn A kleiner als C ist.

Deshalb ist dann, wenn drei Größen mit ebenso viel anderen in kreuzweiser
Proportion stehen und die erste größer ist als die dritte, auch die vierte größer
als die sechste, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind Größen   A : B = E : F  und  B : C = D : E  

und ist  A > C,  dann auch  D > F,  ist  A = C,  dann auch  D = F,  und ist  A < C, dann auch  D < F.
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V.22.
Stehen mehrere Größen mit gleich vielen anderen paarweise in gleichen Verhältnissen, 
dann stehen die ersten und letzten Glieder in Proportion aufgrund Gleichheit.

Wenn mehrere Größen A, B, C paarweise mit anderen D, E, F in gleichen
Verhältnissen stehen, wenn also A zu B sich verhält wie D zu E und B zu C wie
E zu F, dann, sage ich, steht A zu C und D zu F in Proportion aufgrund
Gleichheit.

Seien G, H gleiche Vielfache von A, D, sowie K, L gleiche Vielfache von B, E
und M, N gleiche Vielfache von C, F. Da sich A zu B verhält wie D zu E, verhält
sich dann G zu K wie H zu L. 
Aus den gleichen Gründen verhält sich K zu M wie L zu N.
Da nun die drei Größen G, K, M zu ebenso vielen anderen anderen H, L, N
paarweise in gleichen Verhältnissen stehen, ist dann, wenn G größer als M ist,
auch H größer als N, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner kleiner.
G, H sind gleiche Vielfache von A, D, sowie M, N gleiche Vielfache von C, F,
also verhält sich A zu C wie D zu F.

Deshalb stehen dann, wenn Größen mit gleich vielen paarweise in gleichen Verhältnissen 
stehen, die ersten und letzten Größen in Proportion aufgrund Gleichheit, was zu zeigen war.

Anmerkung:    Wenn Größen   A : B = D : E  und  B : C = E : F,  dann  A : C = D : F.

Beispiel:   

V.23.

Stehen drei Größen mit gleich vielen anderen in kreuzweiser Proportion, dann stehen 
die ersten und letzten Glieder in Proportion aufgrund Gleichheit.

Wenn drei Größen A, B, C mit gleich vielen anderen D, E, F in kreuzweiser Proportion stehen, 
wenn also A sich zu B verhält wie E zu F und B sich zu C verhält wie D zu E, dann, sage ich, 
stehen A zu C und D zu F in Proportion aufgrund Gleichheit.

Sind G, H, K gleiche Vielfache von A, B, D und L, M, N gleiche Vielfache von 
C, E, F, dann verhält sich A zu B wie G zu H und E zu F wie M zu N. Da sich
A zu B auch verhält wie E zu F, verhält sich G zu H wie M zu N.

Da sich B zu C verhält wie D zu E, verhält sich, nach Umordnung, B zu D 
wie C zu E. 
Da H, K gleiche Vielfache von B, D sind, verhält sich B zu D wie H zu K. Es
verhält sich B zu D auch wie C zu E, also verhält sich H zu K wie C zu E.

Da L, M gleiche Vielfache von C, E sind, verhält sich C zu E wie L zu M. 
Es verhält sich C zu E auch wie H zu K, also verhält sich H zu K wie L zu M
und, nach Umordnung, verhält sich H zu L wie K zu M.
Da, wie gezeigt, G zu H sich verhält wie M zu N, stehen die drei Größen 
G, H, L mit den Größen K, M, N paarweise in den gleichen Verhältnissen der
kreuzweisen Proportion. 

Da 2
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=
4
8
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6
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8
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=
4
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Ist deshalb G größer als L, dann ist K größer als N, und wenn gleich gleich, und wenn kleiner 
kleiner. 
Es sind G, K gleiche Vielfache von A, D und L, N gleiche Vielfache von C, F, somit verhält sich
A zu C wie D zu F.

Deshalb stehen dann, wenn drei Größen mit gleich vielen anderen in kreuzweiser Proportion 
stehen, die ersten und letzten Größen in Proportion aufgrund Gleichheit, was zu zeigen war.

Anmerkung:    Wenn Größen   A : B = E : F  und  B : C = D : E,  dann  A : C = D : F.

Beispiel:         

V.24.
Steht eine Größe zu einer anderen im gleichen Verhältnis wie eine dritte zu einer 
vierten und steht eine fünfte zur zweiten wie eine sechste zur vierten, dann stehen die 
erste und fünfte zusammen im gleichen Verhältnis zur zweiten wie die dritte und 
sechste zusammen zur vierten.

Wenn sich AB zu C verhält wie DE zu F und BG zu C wie EH zu F, dann, sage ich, verhält sich
AG zu C wie DH zu F.

Denn da die Verhältnisse von BG zu C und EH zu F gleich sind, sind die
umgekehrten Verhältnisse C zu BG und F zu EH gleich. 

Da die Verhältnisse AB zu C und DE zu F gleich sind, sowie die Verhältnisse 

C zu BG und F zu EH, verhält sich AB zu BG wie DE zu EH.

Es sind zu gleichen Verhältnissen auch die vergrößerten Verhältnisse gleich und
somit verhält sich AG zu BG wie DH zu EH.

Da sich BG zu C verhält wie EH zu F, verhält sich somit AG zu C wie DH zu
F.

Deshalb stehen, wenn eine Größe sich verhält zu einer andern wie eine dritte zu
einer vierten und eine fünfte zur zweiten wie eine sechste zur vierten, dann die
erste und fünfte zusammen zur zweiten wie die dritte und sechste zusammen
zur vierten, was zu zeigen war.

Anmerkung:   

Sind  Größen  AB : C = DE : F  und  BG : C = EH : F,  dann  (AB+BG) : C = (DE+EH) : F.

Beispiel:   
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V.25.
Von vier Größen in Proportion sind die größte und die kleinste zusammen größer als 
die beiden übrigen.

Wenn die vier Größen AB, CD, E, F in Proportion stehen und sich AB zu CD verhält wie E zu 
F, wobei AB die größte und F die kleinste ist, dann, sage ich, sind AB und F zusammen größer 
als CD und E zusammen.

Da F die kleinste der Größen ist, ist E größer als F und somit AB größer als CD.

Es sei AG gleich E und CH gleich F. 

Da sich AB zu CD verhält wie E zu F, verhält sich dann AB zu CD wie AG
zu CH, womit sich auch die abgeteilten GB zu HD verhalten wie AB zu CD.
Da AB größer ist als CD ist, ist GB größer als HD.
Da AG gleich E und CH gleich F ist, sind AG und F zusammen größer als 
CH und E zusammen.
Den größeren AG und F zusammen das größere GB hinzugefügt und den
kleineren CH und E zusammen das kleinere HD hinzugefügt, sind dann die
Größen AB und F zusammen größer als CD und E zusammen.

Deshalb sind von vier Größen in Proportion die kleinste und die größte
zusammen größer als die beiden übrigen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind Größen   AB : CD = E : F  und   AB > CD,   E > F,   dann  AB+F > CD+E.

Beispiel:    

EDITION OPERA-PLATONIS  

Da 6
4

=
3
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und 6 > 4 und 3 > 2 ist 6 + 2 > 4 + 3
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Euklid Stoicheia.  Buch VI.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Eine gradlinige Figur ist einer anderen ähnlich, wenn jeder ihrer Winkel gleich einem Winkel
der anderen ist und die jeweils zwischen gleichen Winkeln liegenden Seiten im gleichen 
Verhältnis stehen.

 2. Eine Figur ist wechselseitig proportional zu einer anderen, wenn die Größen, die die Figur 
ergeben, zu den Größen der anderen Figur in zueinander umgekehrten Verhältnissen 
stehen.

 3. Eine gerade Strecke ist stetig geteilt, wenn sich der kleinere Abschnitt zum größeren verhält 
wie der größere zur ganzen Strecke.

 4. Die Höhe einer Figur ist die größte Senkrechte, die von einem Punkt der Figur auf  der 
Geraden mit der Grundseite zu errichten ist.

Anmerkungen:

zu 2:
Ein Parallelogramm ist durch einen Winkel und zwei daran liegende Seiten bestimmt.
Stehen die Seiten am gleichen Winkel in zueinander umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am 
gleichen Winkel im anderen Parallelogramm, dann sind die Parallelogramme flächengleich und 
wechselseitig proportional zueinander [Satz VI.14.].

Ein Dreieck ist durch einen Winkel und zwei Seiten bestimmt.
Stehen die Seiten am gleichen Winkel in zueinander umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am 
gleichen Winkel im anderen Dreieck, dann sind die Dreiecke flächengleich und wechselseitig 
proportional zu einander [Satz VI.15.].

Beispiel:
Die Seiten  a = 5  und  b = 9  eines Rechtecks stehen zu den Seiten  c = 3  und  d = 15  eines anderen 
Rechtecks in den Verhältnissen  5 : 3  und  9 : 15.
Es ist aber  5 : 3 = 15 : 9, und die Größen stehen in Proportion. 
Damit sind die Rechtecke flächengleich und nicht gleichseitig, sondern wechselseitig proportional 
zueinander.

zu 3:
Es ist eine Strecke  A = B+C,  mit  B > C,  stetig geteilt, wenn  A : B = B : C.
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VI.1.
Dreiecke und Parallelogramme mit gleicher Höhe stehen im gleichen Verhältnis 
untereinander wie ihre Grundseiten.

Wenn die Dreiecke ABC, ACD und die Parallelogramme EC und CF die gleiche Höhe AC 
haben, dann, sage ich, stehen die Grundseiten BC, CD, die Dreiecke ABC, ACD und die 
Parallelogramme EC, CF im gleichen Verhältnis.

Denn wird BD nach beiden Seiten bis H
und L verlängert, und BH in der BC
gleiche Teile BG, GH geteilt, sowie DL in
der CD gleiche Teile DK, KL, und werden
die Strecken AG, AH, AK, AL gezogen,
dann sind die Strecken CB, BG, GH gleich
und ebenso die Dreiecke AHG, AGB,
ABC [wie I.38.].Da die Grundseite HC ein
Vielfaches der Grundseite BC ist, ist das
Dreieck AHC ein Vielfaches des Dreiecks
ABC und da die Grundseite LC ein Vielfaches der Grundseite CD ist, ist ebenso das Dreieck 
ALC ein Vielfaches des Dreiecks ACD. 

Ist HC gleich CL, dann ist das Dreieck AHC
gleich dem Dreieck ACL, und wenn größer größer, und wenn kleiner kleiner.
Da die Größen HC, CL gleiche Vielfache von BC, CD wie die Dreiecke AHC, ACL von ABC, 
ACD der Größe nach sind, stehen die Grundseiten BC und CD im gleichen Verhältnis wie die 
Dreiecke ABC und ACD der Größe nach.

Da das Parallelogramm EC gleich dem doppelten Dreieck ABC und das Parallelogramm FC 
gleich dem doppelten Dreieck ACD ist, verhält sich das Dreieck ABC zu ACD wie das 
Parallelogramm EC zu FC.
Damit stehen die Grundseiten BC und CD im gleichen Verhältnis wie die Parallelogramme EC 
und FC der Größe nach.

Deshalb stehen Dreiecke und Parallelogramme mit gleicher Höhe im gleichen Verhältnis wie 
ihre Grundseiten, was zu zeigen war.

VI.2.
Eine Parallele zu einer Seite des Dreiecks teilt die beiden anderen Seiten im gleichen 
Verhältnis und werden im Dreieck zwei Seiten im gleichen Verhältnis geteilt, dann ist 
die Gerade durch die teilenden Punkte parallel zur übrigen Seite.

Wenn im Dreieck ABC parallel zur Seite BC die Gerade DE gezogen wird, dann, sage ich, 
verhält sich BD zu DA wie CE zu EA.

Denn wenn BE und CD eingetragen werden, sind die Dreiecke BDE und CDE gleich der 
Größe nach, da sie die gleiche Grundseite DE haben und zwischen den Parallelen DE und BC 
liegen, und stehen zum Dreieck ADE, im gleichen Verhältnis, somit verhält sich BDE zu ADE 
wie CDE zu ADE.
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Das Dreieck BDE verhält sich zu ADE wie die Grundseite BD zu DA, da beide Dreiecke die 
gleiche Höhe haben, die als Senkrechte auf  AB durch den Punkt E zu errichten ist.
Aus dem gleichen Grund verhält sich das Dreieck CDE zu ADE wie die Grundseite CE zu 
EA. Damit verhält sich BD zu DA wie CE zu EA.

Werden die Seiten AB und AC des Dreiecks ABC im gleichen Verhältnis geteilt, verhält sich 
also BD zu DA wie CE zu EA, dann, sage ich, ist die Gerade DE parallel zu BC.

Durch dieselben Vergleiche ist zu zeigen, dass sich die Grundseite
BD zu DA verhält wie das Dreieck BDA zu ADE und die
Grundseite CE zu EA wie das Dreieck CDE zu ADE.
Somit verhält sich das Dreieck BDE zu ADE wie das Dreieck 
CDE zu ADE.

Da die Dreiecke BDE, CDE im gleichen Verhältnis zu ADE
stehen, sind die  Dreiecke BDE und CDE gleich und haben
dieselbe Grundseite DE.
Da gleiche Dreiecke mit derselben Grundseite zwischen Parallelen
liegen, sind die Geraden DE und BC parallel.

Deshalb teilt eine Parallele zu einer Seite des Dreiecks die beiden anderen Seiten im gleichen 
Verhältnis und ist dann, wenn zwei Seiten im gleichen Verhältnis geteilt werden, die Gerade 
durch die teilenden Punkte parallel zur übrigen Seite, was zu zeigen war.

VI.3.
Wird der Winkel eines Dreiecks in zwei gleiche Teile geteilt, dann teilt die 
Winkelhalbierende die dem Winkel gegenüber liegende Seite im gleichen Verhältnis in 
dem die beiden übrigen Seiten stehen, und wird die Grundseite im gleichen Verhältnis 
geteilt, in dem die übrigen Seiten des Dreiecks stehen, dann wird der Winkel über der 
Grundseite von der Geraden durch den Punkt, an dem der Winkel liegt, und den 
teilenden Punkt, in zwei gleiche Teile geteilt.

Wenn im Dreieck ABC der Winkel BAC durch AD in zwei gleiche Teile geteilt wird, dann, sage 
ich, verhält sich BD zu CD wie BA zu AC.

Denn wird durch C die zu DA parallele CE gezogen und BA bis zum Schnittpunkt E 
verlängert, werden die Parallelen AD und EC von AC
geschnitten, weshalb die Winkel ACE und CAD gleich sind.
Da, wie vorausgesetzt, der Winkel CAD gleich dem Winkel
BAD ist, sind damit die Winkel BAD und ACE gleich.
Da die Parallelen AD, EC von der Geraden BAE geschnitten
werden, ist der äußere Winkel BAD gleich dem inneren Winkel
AEC.
Da, wie gezeigt, die Winkel ACE und BAD gleich sind, sind
somit die Winkel ACE und AEC gleich und ist AE gleich EC.
Im Dreieck BCE ist die Seite EC parallel zu AD, also verhält
sich BD zu DC wie BA zu AE.
Da AE gleich AC ist, verhält sich BD zu DC wie BA zu AC.
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Verhält sich aber BD zu DC wie BA zu AC und ist die Strecke AD gezogen, dann, sage ich, ist 
der Winkel BAC durch AD in zwei gleiche Teile geteilt.

Da im Dreieck BCE die Seite EC parallel zu AD ist, verhält sich BD zu DC wie BA zu AE [wie
VI.2.] und BA zu AC wie BA zu AE, womit AC gleich AE ist.
Da die Winkel AEC und ACE gleich sind, sind auch die Winkel AEC und BAD gleich, sowie 
die Winkel ACE und CAD, womit die Winkel BAD und CAD gleich sind.
Also ist der Winkel BAC durch AD in zwei gleiche Teile geteilt.

Deshalb wird im Dreieck die einem in zwei gleiche Teile geteilten Winkel gegenüber liegende 
Seite in dem Verhältnis geteilt, in dem die beiden übrigen Seiten stehen und wird die 
Grundseite in dem Verhältnis geteilt, in dem die übrigen Seiten stehen, dann wird der Winkel 
über der Grundseite von der Geraden durch den Punkt, an dem der Winkel liegt, und den 
teilenden Punkt, in zwei gleiche Teile geteilt, was zu zeigen war.

VI.4.
In gleichwinkligen Dreiecken stehen die Seiten, die gleichen Winkeln gegenüber 
liegen, im gleichen Verhältnis zu den Seiten, mit denen sie gleiche Winkel einschließen.

Wenn in den Dreiecken ABC, DCE der Winkel ABC gleich DCE, der Winkel BAC gleich CDE
und der Winkel ACB gleich CED ist, dann, sage ich, verhalten sich die Seiten AB zu BC wie 
DC zu CE, die Seiten BC zu CA wie CE zu ED, sowie BA zu AC wie CD zu DE.

Denn wenn CE eine Verlängerung von BC ist, sind die Winkel ABC und ACB zusammen 
kleiner als zwei rechte Winkel und, da ACB gleich DEC ist, sind die Winkel ABC und DEC 
zusammen kleiner als zwei rechte.
Die Seiten BA, ED, sind zu verlängern und schneiden sich dann im Punkt F.
Da die Winkel DCE und ABC gleich sind, sind BF und CD parallel.
Ebenso sind, da die Winkel ACB und DEC gleich sind, AC und FE parallel.
FACD ist somit ein Parallelogramm und damit ist FA gleich DC und AC gleich FD.

Da im Dreieck FBE die Seite FE parallel
zu AC ist, verhält sich BA zu AF wie BC
zu CE.
Da FA gleich CD ist, verhält sich BA zu
CD wie BC zu CE und, nach
Umordnung, AB zu BC wie DC zu CE.
Es sind CD und BF parallel, somit
verhält sich BC zu CE wie FD zu DE.
Da FD gleich AC ist, verhält sich BC zu
CE wie AC zu DE und, nach
Umordnung, BC zu CA wie CE zu ED.
Da, wie gezeigt, AB sich zu BC verhält wie DC zu CE und BC zu CA wie CE zu ED, verhält 
sich BA zu AC wie CD zu DE.

Deshalb stehen in gleichwinkligen Dreiecken die Seiten, die gleichen Winkeln gegenüber liegen,
im gleichen Verhältnis zu den Seiten, mit denen sie gleiche Winkel einschließen, was zu zeigen 
war.
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VI.5.
Stehen die Seiten zweier Dreiecke in Proportion, dann sind sie gleichwinklig, wobei 
diejenigen Winkel gleich sind, die den entsprechenden Seiten in Proportion gegenüber 
liegen.

Wenn die Seiten der Dreiecke ABC und DEF in Proportion stehen, sich also AB zu BC verhält 
wie DE zu EF, sich BC zu CA verhält wie EF zu FD und sich BA zu AC verhält wie ED zu 
DF, dann, sage ich, sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig, wobei diejenigen Winkel 
gleich sind, die den der Proportion entsprechenden Seiten gegenüber liegen, also der Winkel 
ABC gleich DEF, der Winkel BCA gleich EFD und der Winkel BAC gleich EDF ist.

Denn wird an die Seite EF im Punkt E der dem Winkel ABC gleiche Winkel FEG und im 
Punkt F der dem Winkel ACB gleiche Winkel EFG angelegt, dann ist auch der Winkel im 
Punkt A gleich dem Winkel im Punkt G. 
Damit sind die Dreiecke ABC und EGF gleichwinklig,
wobei die Seiten, die gleiche Winkel einschließen, der
Proportion entsprechende Größen sind. 
Also verhält sich AB zu BC wie GE zu EF.

Da sich AB zu BC verhält wie DE zu EF, verhält sich
somit DE zu EF wie GE zu EF. 
Da DE und GE zum gleichen EF im gleichen Verhältnis
stehen, ist DE gleich EF. Da DE gleich EG ist, die an der
gleichen Seite EF liegen, sind die Seiten DE, EF gleich den
beiden Seiten GE, EF, somit ist DF gleich FG.

Da die Winkel DEF und GEF gleich sind, sind in den
Dreiecken DEF und GEF auch die übrigen Winkel, die
gleichen Seiten gegenüber liegen, gleich. Also ist der Winkel DFE gleich GFE und der Winkel 
EDF gleich EGF. Da die Winkel FED und GEF, sowie die Winkel GEF und ABC gleich sind, 
ist der Winkel ABC gleich DEF.
Aus dem gleichen Grund sind die Winkel ACB und DFE gleich, sowie die Winkel in den 
Punkten A und D.
Also sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig.

Deshalb sind zwei Dreiecke gleichwinklig, deren Seiten in Proportion stehen und sind 
diejenigen Winkel gleich, die den entsprechenden Seiten in Proportion gegenüber liegen, was zu
zeigen war.

VI.6.
Ist in einem Dreieck ein Winkel einem Winkel in einem anderen Dreieck gleich und 
stehen die Seiten, die diese Winkel einschließen, in Proportion, dann sind die beiden 
Dreiecke gleichwinklig, wobei diejenigen Winkel gleich sind, die den entsprechenden 
Seiten in Proportion gegenüber liegen.

Wenn in den beiden Dreiecken ABC und DEF der eine Winkel BAC gleich dem Winkel EDF 
ist und die Seiten, die diese Winkel einschließen, in Proportion stehen, also sich BA zu AC 
verhält wie ED zu DF, dann, sage ich, sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig, also auch
die Winkel ABC und DEF und die Winkel ACB und DFE gleich.
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Denn wenn an die Seite DF im Punkt D der dem Winkel BAC gleiche Winkel FDG und im 
Punkt F der dem Winkel ACB gleiche Winkel DFG angelegt wird, ist der Winkel im Punkt B 
gleich dem Winkel im Punkt G.
Somit sind die Dreiecke ABC und DGF gleichwinklig.

Es verhält sich BA zu AC wie GD zu DF. 
Da, wie vorausgesetzt, sich BA zu AC verhält
wie ED zu DF, verhält sich ED zu DF wie GD
zu DF. 
Damit sind ED und DG gleich und liegen an
der gleichen Seite DF. 
Es sind also die beiden Seiten ED, DF gleich
den beiden Seiten GD, DF und der Winkel
EDF gleich GDF.
Da EF gleich GF sind auch die übrigen Winkel, die gleichen Seiten gegenüber liegen, gleich, 
also ist der Winkel DFG gleich DFE und der Winkel DGF gleich DEF.
Da der Winkel DFG gleich ACB ist, ist ACB damit gleich DFE.
Da, wie vorausgesetzt, der Winkel BAC gleich EDF ist, ist auch der Winkel im Punkt B gleich 
dem Winkel im Punkt E. 
Also sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig.

Deshalb sind dann, wenn ein Winkel in einem Dreieck gleich einem Winkel im andern ist und 
die Seiten, die diese Winkel einschließen, in Proportion stehen, die beiden Dreiecke 
gleichwinklig, wobei diejenigen Winkel gleich sind, die den entsprechenden Seiten in 
Proportion gegenüber liegen, was zu zeigen war.

VI.7.
Ist in einem Dreieck ein Winkel einem Winkel in einem anderen Dreieck gleich und 
stehen die Seiten beider Dreiecke, die einen der anderen Winkel einschließen, in 
Proportion und sind dazu die übrigen Winkel entweder kleiner oder nicht kleiner als 
ein rechter Winkel, dann sind die beiden Dreiecke gleichwinklig, wobei die Winkel 
gleich sind, die von den entsprechenden Seiten in Proportion eingeschlossen werden.

Wenn in den Dreiecken ABC und DEF die Winkel BAC und EDF gleich sind und die Seiten, 
die einen der anderen Winkel einschließen, in Proportion stehen, verhält sich also AB zu BC 
wie DE zu EF,  dazu die Winkel an den Punkten C und F, nun zunächst, kleiner als rechte 
Winkel sind, dann, sage ich, sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig, wobei die Winkel 
ABC und DEF gleich sind, die an den Punkten B und E liegen.

Denn sind die Winkel ABC und DEF nicht gleich, dann ist einer größer; es sei dies ABC.
Wird an AB im Punkt B der dem Winkel DEF gleiche Winkel ABG angelegt, dann sind, da die 
Winkel an den Punkten A und D gleich sind, dann die Winkel ABG und DEF gleich, somit 
auch AGB und DFE. 
Somit sind dann die Dreiecke ABG und DEF gleichwinklig.
Es verhält sich dann AB zu BG wie DE zu EF.

Da, wie vorausgesetzt, sich DE zu EF verhält wie AB zu BC, steht dann AB zu BC und BG im 
gleichen Verhältnis, womit BC gleich BG ist.
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Da dann der Winkel im Punkt C dem Winkel BGC gleich ist und C kleiner als ein rechter 
Winkel ist, ist dann BGC kleiner, somit AGB größer als ein rechter Winkel, der wie gezeigt, 
dem Winkel im Punkt F gleich ist, was, da der Winkel im Punkt F als kleiner als ein rechter 
Winkel vorausgesetzt ist, nicht möglich ist.
Da die Winkel ABC und DEF nicht ungleich sind, sind sie gleich.
Da die Winkel in den Punkten A und D gleich sind, sind auch die übrigen Winkel in den 
Punkten C und F gleich.
Also sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig.

Sind aber die Winkel in den Punkten C und F nicht
kleiner als rechte Winkel, dann, sage ich, sind die
Dreiecke ABC und DEF ebenfalls gleichwinklig.
Denn ebenso ist zu zeigen, dass dann BC gleich BG und
der Winkel im Punkt C gleich dem Winkel BGC ist.

Da, wie vorausgesetzt, der Winkel im Punkt C nicht
kleiner als ein rechter ist, ist dann auch BGC nicht kleiner
als ein rechter Winkel, was, da dann im Dreieck BGC
diese beiden Winkel nicht kleiner als zwei rechte Winkel sind, nicht möglich ist.
Da die Winkel ABC und DEF nicht ungleich sind, sind sie gleich.
Da die Winkel in den Punkten A und D gleich sind, sind auch die übrigen Winkel in den 
Punkten C und F gleich. Also sind die Dreiecke ABC und DEF gleichwinklig.

Deshalb sind dann, wenn in einem Dreieck ein Winkel einem Winkel in einem anderen Dreieck
gleich ist und die Seiten beider Dreiecke, die einen der anderen Winkel einschließen, in 
Proportion stehen und dazu jeweils der übrige Winkel entweder kleiner oder nicht kleiner als 
ein rechter Winkel ist, die beiden Dreiecke gleichwinklig, wobei die Winkel gleich sind, die von 
den entsprechenden Seiten in Proportion eingeschlossen werden, was zu zeigen war.

VI.8.
Wird im rechtwinkligen Dreieck vom Punkt des rechten Winkels die Senkrechte auf  
der Grundlinie errichtet, dann sind beide an der Senkrechten liegende Dreiecke 
einander und dem ganzen Dreieck ähnlich.  

Wenn im rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem rechten Winkel BAC vom Punkt A auf  BC die 
Senkrechte AD errichtet ist, dann, sage ich, sind beide nebeneinander liegende Dreiecke ABD 
und ADC einander und dem ganzen ABC ähnlich.

Denn, da in den beiden Dreiecken ABC, ABD der Winkel BAC gleich dem Winkel ADB und 
der Winkel im Punkt B gemeinsam ist, ist der Winkel ACB gleich BAD.
Damit sind die Dreiecke ABC, ABD gleichwinklig. 

Somit verhält sich BA zu BA wie AB zu BD und wie AC
zu AD, denn es liegt BC im Dreieck ABC und BA im
Dreieck ABD einem rechten Winkel gegenüber, auch liegt
AB im Dreieck ABC dem Winkel im Punkt C und BD im
Dreieck ABD dem gleichen Winkel BAD gegenüber, und
schließlich liegen AC und AD gemeinsam dem dritten
Winkel im Punkt B gegenüber. 
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Damit sind die Dreiecke ABC und ABD gleichwinklig und die Seiten des einen stehen in 
gleichen Verhältnissen zu den Seiten des andern. 
Also ist das Dreieck ABD dem Dreieck ABC ähnlich.
Ebenso ist zu zeigen, dass das Dreieck ADC dem Dreieck ABC ähnlich ist.
Also ist sowohl ABD wie auch ADC dem ganzen Dreieck ABC ähnlich.

Dann, sage ich, sind die Dreiecke ABD und ADC einander ähnlich.

Denn da die Winkel BDA und ADC gleich sind und der Winkel BAD, wie gezeigt, dem Winkel 
im Punkt C gleich ist, ist der übrige Winkel im Punkt B dem Winkel DAC gleich.
Damit sind die Dreiecke ABD und ADC gleichwinklig. 
Somit verhält sich BD zu DA wie AD zu DC und wie BA zu AC, denn es liegt BD im Dreieck 
ABD dem Winkel BAD und DA im Dreieck ADC dem Winkel im Punkt C gegenüber, der dem
Winkel BAD gleich ist, auch liegt AD im Dreieck ABD dem Winkel im Punkt B und DC im 
Dreieck ADC dem Winkel DAC gegenüber, der dem im Punkt B gleich ist, und BA und AC 
liegen rechten Winkeln gegenüber. 
Also sind die Dreiecke ABD und ADC einander ähnlich.

Deshalb sind im rechtwinkligen Dreieck, in dem vom Punkt des rechten Winkels die 
Senkrechte auf  der Grundseite errichtet ist, die an der Senkrechten liegenden Dreiecke 
einander und dem ganzen Dreieck ähnlich, was zu zeigen war.

Zusatz:
Offensichtlich verhält sich im rechtwinkligen Dreieck die vom Punkt des rechten 
Winkels auf  der Grundseite errichtete Senkrechte wie das mittlere Glied in fortlaufend 
gleicher Proportion mit den beiden Abschnitten der Grundseite, was zu zeigen ist.

VI.9.
Von einer Strecke einen Teil abschneiden.

Es sei die Strecke AB gegeben. Es soll ein angegebener Teil abgeschnitten werden.

Ist der verlangte Teil ein Drittel, dann ist an AB im Punkt
A mit beliebigem Winkel die Strecke AC anzulegen und
sind auf  AC die Punkte D, E so aufzusuchen, dass DE
gleich AD und gleich EC ist. Es ist BC zu ziehen und
dazu durch D die Parallele DF.

Da im Dreieck ABC die Seite BC parallel zu FD ist,
verhält sich CD zu DA wie BF zu FA [wie VI.2.].
Da CD das Doppelte der DA ist, ist BF das Doppelte der
FA, und BA gleich dem Dreifachen der AF.
Damit ist von der gegebenen Strecke AB das Drittel AF abgeschnitten, was auszuführen war.

Anmerkung:

AC ist ein Maßstab mit geeigneten Einteilungen.
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VI.10.
Eine ungeteilte Strecke einer geteilten ähnlich aufteilen.

Wird die ungeteilte Strecke AB mit beliebigem Winkel von der Strecke AC geschnitten, die in 
den Punkten D, E geteilt ist, ist die Strecke CD zu ziehen und durch D und E die dazu 
parallelen DF und EG, sowie durch D die zu AB parallele DHK. 

Es sind dann FH und HB Parallelogramme und somit
die Strecken DH gleich FG und HK gleich GB.

Da im Dreieck DKC die zur Seite KC parallele HE
liegt, verhält sich CE zu ED wie KH zu HD.
Da KH gleich BG und HD gleich GF ist, verhält sich
CE zu ED wie BG zu GF.
Da im Dreieck AGE die zur Seite GE parallele FD
liegt, verhält sich ED zu DA wie GF zu FA.

Wie gezeigt, verhält sich CE zu ED wie BG zu GF und verhält sich ED zu DA wie GF zu FA.

Damit ist die ungeteilte Strecke AB ähnlich wie die geteilte Strecke AC aufgeteilt, was 
auszuführen war.

VI.11.
Zu zwei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das dritte Glied in 
fortlaufend gleicher Proportion.

Zu zwei Strecken BA und AC, die einen beliebigen Winkel einschließen, soll eine dritte Strecke 
gefunden werden, die sich zu BA und AC verhält wie das dritte Glied in fortlaufend gleicher 
Proportion.

Es ist BA bis D und AC bis E so zu verlängern,
dass BD gleich AC ist, und durch D die zu BC
parallele DE zu ziehen.

Da im Dreieck ADE die zur Seite DE parallele BC
liegt, verhält sich AB zu BD wie AC zu CE.
Weil BD gleich AC ist, verhält sich AB zu AC wie
AC zu CE.

Damit ist zu den gegebenen Strecken AB, AC die
Strecke CE gefunden, die sich zu ihnen verhält wie das dritte Glied in fortlaufend gleicher 
Proportion, was auszuführen war.
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VI.12.
Zu drei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das vierte Glied in 
Proportion.

Zu den Strecken A, B, C soll die Strecke gefunden werden, die sich zu ihnen verhält wie das 
vierte Glied in Proportion.

Es ist mit zwei Geraden DE und DF, die einen
beliebigen Winkel einschließen, ein Dreieck EDF
so anzulegen, dass DG gleich A, GE gleich B und
DH gleich C ist. 
Sodann ist durch E die zu GH parallele EF zu
ziehen.

Da im Dreieck DEF die zu EF parallele GH liegt,
verhält sich DG zu GE wie DH zu HF.
Da DG gleich A, GE gleich B und DH gleich C ist,
verhält sich A zu B wie C zu HF.

Damit ist zu den gegebenen Strecken A, B, C die Strecke HF gefunden, die sich zu ihnen 
verhält wie das vierte Glied in Proportion.

VI.13.
Zu zwei Strecken die Strecke finden, die sich zu ihnen verhält wie das mittlere Glied in 
fortlaufend gleicher Proportion.

Zu den beiden Strecken AB und BC soll die Strecke gefunden werden, die sich zu ihnen verhält
wie das mittlere Glied einer fortlaufend gleichen Proportion.

Es sind die beiden Strecken aneinander zu legen,
sodann ist über AC der Halbkreis ADC zu schlagen,
im Punkt B auf  AC die Senkrechte BD zu errichten
und die Strecken AD und DC zu ziehen.

Da der Winkel ADC im Halbkreis ein rechter Winkel
und BD die vom Punkt des rechten Winkels auf  der
Grundseite errichtete Senkrechte ist, verhält sich AB
zu BD wie BD zu BC [VI.8. Zusatz].

Damit ist zu den gegebenen Strecken AB, BC die Strecke BD gefunden, die sich zu ihnen 
verhält wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion, was auszuführen war.
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VI.14.
Die Seiten zweier gleicher und gleichwinkliger Parallelogramme stehen in 
umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am gleichen Winkel im anderen 
Parallelogramm, und gleichwinklige Parallelogramme deren Seiten in umgekehrten 
Verhältnissen zu den Seiten am gleichen Winkel im anderen Parallelogramm stehen, 
sind gleich.

Wenn DB und BE, sowie FB und BG, die Seiten gleicher und gleichwinkliger Parallelogramme 
AB und BC sind, dann sage ich, stehen sie in umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten im 
anderen Parallelogramm, es verhält sich also
DB zu BE wie GB zu BF.

Denn sind die Seiten DB und BE, sowie FB
und BG der Parallelogramme AB und BC mit
gleichem Winkel in B nebeneinander auf  einer
Geraden gelegt und  ist das Parallelogramm FE
vervollständigt, liegen die gleichen
Parallelogramme AB und BC an der
vergleichbaren Größe FE und es verhalten sich
die Parallelogramme AB zu FE wie BC zu FE.

Da sich die Parallelogramme AB zu FE verhalten wie die Seiten DB zu BE und die 
Parallelogramme BC zu FE wie die Seiten GB zu BF, verhält sich die Seite DB zu BE im 
andern Parallelogramm wie GB im andern Parallelogramm zur Seite BF.
Also stehen in den Parallelogrammen AB und BC die Seiten an gleichen Winkeln in zueinander 
umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten im anderen Parallelogramm.

Verhalten sich nun die Seiten, die gleiche Winkel einschließen, DB zu BE wie GB zu BF, dann, 
sage ich, sind die Parallelogramme AB und BC gleich. Da sich die Seiten DB zu BE wie GB zu 
BF verhalten und die Seiten DB zu BE auch verhalten wie die Parallelogramme AB zu FE und 
die Seiten GB zu BF wie die Parallelogramme BC zu FE, verhalten sich die Parallelogramme 
AB zu FE wie BC zu FE. Also sind die Parallelogramme AB und BC gleich.

Deshalb stehen die Seiten gleicher und gleichwinkliger Parallelogramme in zueinander 
umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am gleichen Winkel im anderen Parallelogramm und 
sind Parallelogramme gleich, deren Seiten in umgekehrten Verhältnissen zu den Seiten am 
gleichen Winkel im anderen Parallelogramm stehen, was zu zeigen war.

VI.15.
In gleichen Dreiecken mit einem gleichen Winkel stehen die Seiten, die diesen Winkel 
einschließen, in umgekehrten Verhältnissen und Dreiecke mit einem gleichen Winkel 
sind gleich, in denen die Seiten, die diesen Winkel einschließen, in umgekehrten 
Verhältnissen stehen.

Wenn in den Dreiecken ABC und ADE die Winkel BAC und DAE gleich sind, dann, sage ich, 
stehen die Seiten in den Dreiecken ABC und DAE, die diese Winkel einschließen, in 
umgekehrten Verhältnissen, also verhalten sich die Seiten CA zu AD wie EA zu AB.

Denn wenn die Seiten CA nebeneinander auf  die gleiche Gerade gelegt werden, liegen auch EA
und AB nebeneinander auf  der gleichen Geraden und es ist BD zu ziehen.
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Da die Dreiecke ABC und ADE gleich sind und an der vergleichbaren Größe BAD liegen, 
verhalten sich die Dreiecke CAB zu BAD wie EAD zu BAD.
Da sich das Dreieck CAB zu BAD verhält wie die Seite AC zu AD und
sich das Dreieck EAD zu BAD verhält wie EA zu AB, verhält sich die
Seite CA zu AD im andern Dreieck wie EA im andern Dreieck zu AB.

Also stehen in den Dreiecken ABC und ADE die Seiten, die einen
gleichen Winkel einschließen, in umgekehrten Verhältnissen.

Wenn nun die Seiten, die in den Dreiecken ABC und ADE einen
gleichen Winkel einschließen, in umgekehrten Verhältnissen stehen,
also sich CA zu AD verhält wie EA zu AB, dann, sage ich, sind die
Dreiecke ABC und ADE gleich.
Denn ist BD gezogen, dann verhalten sich die Seiten CA zu AD wie
EA zu AB, die Seiten CA zu AD ebenso wie die Dreiecke ABC zu
BAD und die Seiten EA zu AB wie die Dreiecke EAD zu BAD, 
somit verhalten sich die Dreiecke ABC zu BAD wie EAD zu BAD.
Da die Dreiecke ABC und EAD zu BAD im gleichen Verhältnis stehen, ist das ABC gleich 
EAD.

Deshalb stehen in gleichen Dreiecken die Seiten, die einen gleichen Winkel einschließen, in 
zueinander umgekehrten Verhältnissen und sind Dreiecke gleich, in denen Seiten, die einen 
gleichen Winkel einschließen, in umgekehrten Verhältnissen stehen, was zu zeigen war.

VI.16.
Stehen vier Strecken in Proportion, dann ist das Rechteck, das die äußeren Glieder 
ergeben, gleich dem das die inneren ergeben und sind zwei Rechtecke gleich, dann 
stehen die sie ergebenden Seiten wie innere und äußere Glieder in Proportion.

Wenn vier Strecken AB, CD, E, F in Proportion stehen, sich also AB zu CD verhält wie E zu F, 
dann, sage ich, das Rechteck, das die Strecken AB mit CD ergeben, ist gleich dem Rechteck, das
die Strecken E mit F ergeben.

Es sind in den Punkten A und C auf  AB und CD die
Senkrechten AG und CH so zu errichten, dass AG
gleich F und CH gleich E ist, und die
Parallelogramme BG und DH zu vervollständigen.

Da sich AB zu CD verhält wie E zu F und E gleich
CH und F gleich AG ist, verhält sich AB zu CD wie
CH zu AG, somit stehen in den Parallelogrammen
BG und DH die Seiten an gleichen Winkeln in
umgekehrten Verhältnissen und BG und DH sind
deshalb gleich.
Es ist das Parallelogramm BG gleich DH, die Strecken AB mit F ergeben BG und die Strecken 
CD mit E ergeben DH, also ist das Rechteck, das AB mit F ergibt gleich dem Rechteck, das CD
mit E ergibt.

Ist nun das Rechteck, das AB mit F ergibt, gleich dem, das CD mit E ergibt, dann, sage ich, 
stehen die vier Strecken in Proportion, also verhält sich AB zu CD wie E zu F.
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Denn es ist, mit den gleichen Vergleichen, das Rechteck BG, das AB mit F ergibt, gleich dem 
Rechteck DH, das CD mit E ergibt.
In gleichen und gleichwinkligen Parallelogrammen, stehen die Seiten an gleichen Winkeln in 
zueinander umgekehrten Verhältnissen. 
Also verhalten sich die Strecken AB zu CD wie CH zu AG und, da CH gleich E und AG gleich 
F ist, die Strecken AB zu CD wie E zu F.

Deshalb ist dann, wenn vier Strecken in Proportion stehen, das Rechteck, das die äußeren 
Glieder ergeben, gleich dem Rechteck, das die inneren ergeben und stehen dann, wenn zwei 
Rechtecke gleich sind, die Seiten, die sie ergeben, wie innere und äußere Glieder in Proportion, 
was zu zeigen war.

VI.17.
Stehen drei Strecken in fortlaufend gleicher Proportion, dann ist das Rechteck, das die 
äußeren Glieder ergeben, gleich dem Quadrat über dem mittleren Glied und ist ein 
Rechteck gleich einem Quadrat, dann stehen die Seiten, die das Rechteck ergeben, wie 
äußere Glieder mit der Seite des Quadrats in fortlaufend gleicher Proportion.

Wenn die drei Strecken A, B, C in Proportion stehen und sich A zu B verhält wie B zu C, dann, 
sage ich, ist das Rechteck aus A mit C gleich dem Quadrat über B.

Denn ist ein D gleich B, dann verhält sich, da sich A zu B wie B zu C verhält, damit A zu B wie 
D zu C.
Wenn vier Strecken in Proportion stehen, dann ist das Rechteck, das die äußeren Glieder 
ergeben, gleich dem Rechteck, das die inneren Glieder ergeben und damit ist das Rechteck aus 
A mit C gleich dem aus B mit D.
Da B gleich D ist, ist das Rechteck aus B mit D gleich dem Quadrat über B.
Also ist das Rechteck aus A mit C gleich dem Quadrat über B.

Ist nun das Rechteck aus A mit C gleich dem Quadrat über B, dann, sage ich, verhält sich A zu 
B wie B zu C.
Denn es ist, mit den gleichen Vergleichen,
wenn B gleich D ist, das Quadrat über B
gleich dem Rechteck aus B mit D und somit
das Rechteck aus A mit C gleich dem aus 
B mit D.
Es verhalten sich die Seiten gleicher
Rechtecke wie die äußeren und inneren
Glieder einer Proportion und damit verhält
sich A zu B wie D zu C. Da D gleich B ist, verhält sich somit A zu B wie B zu C.

Deshalb ist dann, wenn drei Strecken in fortlaufend gleicher Proportion stehen, das Rechteck 
aus den äußeren Gliedern gleich dem Quadrat über dem mittleren und stehen dann, wenn ein 
Rechteck gleich einem Quadrat ist, die Seiten, die das Rechteck ergeben, wie die äußeren 
Glieder mit der Seite des Quadrats in fortlaufend gleicher Proportion, was zu zeigen war.
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VI.18.
Auf  einer Strecke eine einer anderen ähnliche gradlinige Figur ähnlich errichten.

Auf  der gegebenen Strecke AB soll eine der gegebenen gradlinigen Figur CE ähnliche 
gradlinige Figur ähnlich errichtet werden, wie CE aufzuteilen ist.

Es ist in der gradlinigen Figur CE die Gerade DF zu ziehen und auf  AB im Punkt A der dem 
Winkel in C gleiche Winkel GAB und im Punkt B der dem Winkel CDF gleiche Winkel ABG 
anzulegen.
Da die Dreiecke FCD und GAB gleichwinklig sind, verhalten sich die Strecken FD zu GB wie 
FC zu GA und wie CD zu AB.

Es ist dann auf  BG im Punkt B der dem Winkel DFE gleiche Winkel BGH und im Punkt G 
der dem Winkel FDE gleiche Winkel GBH anzulegen. 
Der übrige Winkel in E ist dann gleich
dem Winkel in H. 
Damit sind die Dreiecke FDE und GHB
gleichwinklig und es verhalten sich die
Strecken FD zu GB wie FE zu GH und
wie ED zu HB.
Somit verhalten sich die Strecken FC zu
AG wie CD zu AB und wie FE zu GH
und auch wie ED zu HB.

Da der Winkel CFD gleich AGB ist und der Winkel DFE gleich BGH ist, ist der Winkel CFE 
gleich AGH. Aus den gleichen Gründen ist der Winkel CDE gleich ABH.
Da die übrigen Winkel in C und A, sowie die Winkel in E und H gleich sind, ist die gradlinige 
Figur AH gleichwinklig der gradlinigen Figur CE. 
Da die Seiten, die zwischen gleichen Winkeln liegen, in gleichen Verhältnissen stehen, ist die 
gradlinige Figur AH ähnlich der gradlinigen Figur CE.

Damit ist auf  der gegebenen Strecke AB eine der gegebenen gradlinigen Figur CE ähnliche 
gradlinige Figur AH ähnlich errichtet, was auszuführen war.

VI.19.
Ähnliche Dreiecke verhalten sich zueinander wie die Quadrate über entsprechenden 
Seiten.

Wenn in den ähnlichen Dreiecke ABC, DEF die Winkel in B und E gleich sind, sich also AB zu
BC verhält wie DE zu EF und die Seite BC der Seite EF entspricht, dann, sage ich, verhält sich 
das Dreieck ABC zu DEF wie das Quadrat über der Seite BC zum Quadrat über EF.

Es verhält sich ein BG zu BC und EF wie das dritte Glied in fortlaufend gleicher Proportion, es
verhält sich also BC zu EF wie EF zu BG. Es ist dann AG zu ziehen.

Da sich AB zu BC verhält wie DE zu EF, verhält sich, nach Umordnung, AB zu DE wie BC zu 
EF. Doch BC verhält sich zu EF wie EF zu BG, somit verhält sich AB zu DE wie EF zu BG.
Da die Seiten der Dreiecke ABG und DEF, die einen gleichen Winkel einschließen, in 
umgekehrten Verhältnissen stehen, ist das Dreieck ABG gleich dem Dreieck DEF.
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Da sich BC zu EF verhält wie EF zu BG und das erste zum dritten Glied in fortlaufend 
gleicher Proportion sich verhält wie das Quadrat über dem ersten zum Quadrat über dem 
zweiten, verhält sich BC zu BG wie das
Quadrat über CB zum Quadrat über EF.

Da sich CB zu BG verhält wie das Dreieck
ABC zum Dreieck ABG, verhält sich das
Dreieck ABC zum Dreieck ABG wie das
Quadrat über BC zum Quadrat über EF.
Es sind die Dreiecke ABG und DEF gleich, also verhält sich das Dreieck ABC zum Dreieck 
DEF wie das Quadrat über BC zum Quadrat über EF.

Deshalb verhalten sich ähnliche Dreiecke zueinander wie die Quadrate über entsprechenden 
Seiten, was zu zeigen war.

Zusatz:
Offensichtlich verhält sich von drei Strecken in fortlaufend gleicher Proportion, die 
erste zur dritten wie die ähnliche und ähnlich errichtete gradlinige Figur über der 
ersten Strecke zu der über der zweiten Strecke, was zu zeigen ist.

VI.20.
Ähnliche Polygone sind in gleich viele ähnliche und einander entsprechende Dreiecke 
aufteilbar, und sie verhalten sich zueinander wie die Quadrate über entsprechenden 
Seiten.

Wenn in den ähnlichen Polygonen ABCDE und FGHKL die Seite AB der Seite FG entspricht, 
dann, sage ich, sind die Polygone ABCDE und FGHKL in gleich viele ähnliche und einander 
entsprechende Dreiecke aufteilbar und es verhält sich ABCDE zu FGHKL wie das Quadrat 
über AB zum Quadrat über FG.

Es ist BE, EC, GL, LH zu ziehen. 
Da das Polygon ABCDE dem Polygon FGHKL ähnlich ist, ist der Winkel BAE gleich dem 
Winkel GFL und die Seite BA verhält sich zu AE wie GF zu FL.
Da in den Dreiecken ABE und FGL ein gleicher Winkel von Seiten eingeschlossen wird, die in 
gleichen Verhältnissen stehen, sind die Dreiecke ABE und FGL gleichwinklig und ähnlich.
Damit ist der Winkel ABE gleich FGL. Wegen der Ähnlichkeit der Polynome ist der Winkel 
ABC gleich FGH, somit ist der Winkel EBC gleich LGH.

Da die Dreiecke ABE und FGL ähnlich sind, verhält sich EB zu BA wie LG zu GF.
Wegen der Ähnlichkeit der Polynome verhält sich AB zu BC wie FG zu GH und somit verhält 
sich EB zu BC wie LG zu GH.
Da die Seiten, die die gleichen Winkel EBC und LGH einschließen, in gleichen Verhältnissen 
stehen, sind die Dreiecke ABC und LGH gleichwinklig und ähnlich.
Aus den gleichen Gründen sind die Dreiecke ECD und LHK ähnlich.
Damit sind die Polygone ABCDE und FGHKL in ein ähnliches und entsprechendes Dreieck 
nach dem andern gleich oft aufgeteilt.

Ich sage nun, die Dreiecke ABE, EBC, ECD und die ihnen ähnlichen Dreiecke FGL, LGH, 
LHK entsprechen einander und das Polygon ABCDE verhält sich zu FGHKL wie das Quadrat
über AB zum Quadrat über FG.
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Es ist AC und FH zu ziehen. Da der Winkel ABC gleich FGH ist und sich AB zu BC verhält 
wie FG zu GH, sind die Dreiecke ABC und FGH gleichwinklig.

Da die Winkel BAC und GFH und die
Winkel BCA und GHF gleich sind, sind
die Winkel BAM  und GFN und die
Winkel ABM und FGN gleich. 
Somit ist der Winkel AMB gleich FNG.
Damit sind die Dreiecke ABM und FGN
gleichwinklig.
Ebenso ist zu zeigen, dass die Dreiecke
BMC und GNH gleichwinklig sind.
Somit verhält sich AM zu MB wie FN zu
NG und verhält sich BM zu MC wie GN
zu NH. Also verhält sich AM zu MC wie FN zu NH.

Da Dreiecke zwischen Parallelen in gleichen Verhältnissen stehen wie ihre Grundseiten, verhält 
sich die Seite AM zu MC wie das Dreieck ABM zu MCB und wie das Dreieck AME zu EMC.
Da sich bei Größen in Proportion die Vorderglieder zusammen zu den Hintergliedern 
zusammen verhalten wie ein Vorderglied zum Hinterglied, verhalten sich die Dreiecke AMB zu 
BMC wie ABE zu CBE.
Es verhalten sich die Dreiecke AMB zu BMC wie die Seiten AM zu MC und damit verhält sich 
AM zu MC wie ABE zu EBC. Aus den gleichen Gründen verhalten sich die Seiten FN zu NH 
wie die Dreiecke FGL zu GLH.
Da sich AM zu MC verhält wie FN zu NH, verhält sich das Dreieck ABE zu BEC wie FGL zu 
GLH und, nach Umordnung, ABE zu FGL wie BEC zu GLH.
Ebenso ist zu zeigen, dass mit den eingetragenen Strecken BD und GK sich das Dreieck BEC 
zu LGH verhält wie ECD zu LHK.

Da sich ABE zu FGL verhält wie EBC zu LGH und wie ECD zu LHK und da sich bei Größen
in Proportion die Vorderglieder zusammen zu den Hintergliedern zusammen verhalten wie ein 
Vorderglied zum Hinterglied, verhalten sich die Dreiecke ABE zu FGL wie die Polynome 
ABCDE zu FGHKL.
Da sich ähnliche Dreiecke verhalten wie die Quadrate über entsprechenden Seiten, verhält sich 
das Dreieck ABE zu FGL wie das Quadrat über AB zum Quadrat über FG.
Also verhält sich das Polynom ABCDE zu FGHKL wie das Quadrat über AB zum Quadrat 
über FG.

Deshalb sind ähnliche Polynome in gleich viele ähnliche und einander entsprechende Dreiecke 
aufteilbar und verhalten sie sich zueinander wie Quadrate über entsprechenden Seiten, was zu 
zeigen war.

Zusatz:
Ebenso, wie schon mit ähnlichen Dreiecken gezeigt, ist mit ähnlichen Vierecken zu zeigen, dass
sie im gleichen Verhältnis stehen wie Quadrate über entsprechenden Seiten, deshalb sind 
ähnliche Polygone in gleich viele ähnliche und einander entsprechende gradlinige Figuren 
aufteilbar und sie verhalten sich auch dann wie Quadrate über entsprechenden Seiten, was zu 
zeigen ist.



VI.21.
Gradlinige Figuren die einer gradlinigen Figur ähnlich sind, sind einander ähnlich.

Wenn die gradlinigen Figuren A und B der C ähnlich sind, dann, sage ich, ist A der B ähnlich.

Denn, da die Figuren A und C ähnlich sind, sind sie gleichwinklig und die zwischen gleichen 
Winkeln liegenden Seiten stehen in gleichen Verhältnissen.
Da ebenso die Figuren B und C ähnlich sind, sind sie gleichwinklig und die zwischen gleichen 
Winkeln liegenden Seiten stehen in gleichen Verhältnissen.
Damit sind die Figuren A, B, C gleichwinklig und die jeweils zwischen gleichen Winkeln 
liegenden Seiten stehen in gleichen Verhältnissen. 

Also ist A der B ähnlich, was zu zeigen war.

VI.22.
Die auf  vier Strecken in Proportion ähnlich errichteten und ähnlichen gradlinigen 
Figuren stehen in Proportion und vier Seiten, auf  denen ähnliche gradlinige Figuren 
ähnlich in Proportion errichtet sind, stehen in Proportion.

Wenn die vier Strecken AB, CD, EF, GH in Proportion stehen, sich also AB zu CD verhält wie 
EF zu GH, und auf  AB und CD ähnliche gradlinige Figuren KAB und LCD ähnlich errichtet 
sind, sowie auf  EF und GH ähnliche gradlinige Figuren MF und NH ähnlich errichtet sind, 
dann, sage ich, verhält sich KAB zu LCD wie MF zu NH.

Denn ist die Strecke O das zu AB, CD dritte Glied in fortlaufend gleicher Proportion und die 
Strecke P das zu EF, GH dritte Glied in fortlaufend gleicher Proportion, dann verhält sich AB 
zu CD wie EF zu GH und verhält sich CD zu O wie GH zu P, womit verhält sich AB zu O wie
EF zu P verhält [wie V.22.].
Da sich AB zu O verhält wie die Figuren KAB zu LCD und sich EF zu P verhält wie MF zu 
NH, verhält sich KAB zu LCD wie MF zu NH.

Verhält sich nun die Figur KAB zu LCD wie die Figur
MF zu NH, dann, sage ich, verhält sich die Strecke AB
zu CD wie EF zu GH.
Denn, wenn nicht, dann sei das Verhältnis AB zu CD
gleich dem Verhältnis EF zu QR und auf  QR die den
Figuren MF und NH ähnliche Figur SR ähnlich errichtet.
Es verhält sich dann AB zu CD wie EF zu QR, wobei
auf  AB und CD die ähnlichen Figuren KAB und LCD
ähnlich errichtet und auf  EF und QR die ähnlichen
Figuren MF und SR ähnlich errichtet sind.
Es verhält sich dann KAB zu LCD wie MF zu SR. 
Da sich KAB zu LCD auch wie MF zu NH verhält, verhält sich dann MF zu SR wie MF zu 
NH. Da dann die Figur MF zu SR und NH im gleichen Verhältnis steht, ist die Figur NH gleich
SR. Also sind die Strecken, auf  denen sie ähnlich errichtet sind, QR und GH gleich.
Es verhält sich dann AB zu CD wie EF zu QR und, da QR gleich GH ist, verhält sich AB zu 
CD wie EF zu GH.

Deshalb stehen die auf  vier Strecken in Proportion ähnlich errichteten ähnlichen gradlinigen 
Figuren in Proportion und stehen vier Seiten in Proportion, auf  denen ähnliche gradlinige 
Figuren ähnlich in Proportion errichtet sind, was zu zeigen war. 
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VI.23.
Gleichwinklige Parallelogramme verhalten sich zueinander wie die äußeren Glieder der 
fortlaufenden Proportion ihrer Seiten.

Wenn in den Parallelogrammen AC und CF die Winkel BCD und ECG gleich sind, dann, sage 
ich, ist das Verhältnis von AC zu CF gleich dem Verhältnis der äußeren Glieder der 
fortlaufenden Proportion der Seiten BC zu CG und DC zu CE.

Denn liegen die Seiten BC und CG nebeneinander auf  einer Geraden, dann liegen auch die 
Seiten DC und CE nebeneinander auf  einer Geraden und es ist das Parallelogramm DG zu 
vervollständigen. 

Stehen drei Strecken K, L, M so in Verhältnissen, dass sich BC
zu CG verhält wie K zu L und sich DC zu CE verhält wie L zu
M, dann ergibt sich das Verhältnis von K zu M aus der
fortlaufenden Proportion von K zu L zu M als das Verhältnis
der äußeren Glieder der fortlaufenden Proportion der Seiten 
der Parallelogramme.
Es verhält sich die Seite BC zur Seite CG wie das
Parallelogramm AC zum Parallelogramm CH.
Da sich die Seite BC zu CG verhält wie die Strecke K zu L und
sich K zu L verhält wie das Parallelogramm AC zu CH, verhält
sich die Seite DC zu CE wie das Parallelogramm CH zu CF.
Es verhält sich die Seite DC zu CE wie L zu M, also verhält 
sich L zu M wie das Parallelogramm CH zu CF.

Da, wie gezeigt, sich die Strecke K zu L verhält wie das
Parallelogramm AC zu CH und sich die Strecke L zu M sich
verhält wie das Parallelogramm CH zu CF, verhält sich die
Strecke K zu M wie das Parallelogramm AC zu CF.
Also ist das Verhältnis von K zu M, das Verhältnis der äußeren Glieder der fortlaufenden 
Proportion der Seiten der Parallelogramme, gleich dem Verhältnis von AC zu CF.

Deshalb verhalten sich gleichwinklige Parallelogramme zueinander wie die äußeren Glieder der 
fortlaufenden Proportion ihrer Seiten, was zu zeigen war.

VI.24.
In einem an einem Punkt seiner Diagonalen in vier Parallelogramme aufgeteilten 
Parallelogramm sind die auf  der Diagonalen liegenden Parallelogramme einander und 
dem ganzen ähnlich.

Wenn das Parallelogramm ABCD am Punkt F seiner Diagonalen in vier Parallelogramme 
aufgeteilt ist und die Parallelogramme EG und HK auf  seiner Diagonalen liegen, dann, sage 
ich, sind EG und HK einander und dem ganzen ABCD ähnlich.

Denn, da im Dreieck ABC die zu der Seite BC parallele EF liegt, verhält sich BE zu EA wie CF
zu FA, und da im Dreieck ACD die zu der Seite CD parallele FG liegt, verhält sich CF zu FA 
wie DG zu GA.
Es verhält sich CF zu FA wie BE zu EA und verhält sich BE zu EA wie DG zu GA, somit 
verhält sich BA zu AE wie DA zu AG und, nach Umordnung, BA zu AD wie EA zu AG.
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Die Parallelogramme EG und ABCD haben denselben Winkel BAD, die Stecke GF ist parallel 
zu DC und somit ist der Winkel AFG gleich DCA. 
Damit sind die Dreiecke ADC und AFG gleichwinklig.
Aus den gleichen Gründen sind die Dreiecke ACB und AFE
gleichwinklig und damit die Parallelogramme EG und ABCD.

Es verhält sich AD zu DC wie AG zu GF, es verhält sich 
DC zu CA wie GF zu FA und es verhält sich AC zu CD wie
AF zu FE, sowie CB zu BA wie FE zu EA.
Da, wie gezeigt, sich DC zu CA verhält wie GF zu FA und
sich AC zu CB verhält wie AF zu FE, verhält sich DC zu CB wie GF zu FE.
Damit sind die Parallelogramme ABCD und EG ähnlich. 
Aus den gleichen Gründen sind die Parallelogramme ABCD und KH ähnlich.
Da gradlinige Figuren, die der gleichen Figur ähnlich sind, einander ähnlich sind, sind die 
Parallelogramme EG und KH ähnlich.

Deshalb sind die Parallelogramme, die auf  der Diagonalen eines an einem Punkt der 
Diagonalen in vier Parallelogramme aufgeteilten Parallelogramms liegen, einander und dem 
ganzen ähnlich, was zu zeigen war.

VI.25.
Eine einer gegebenen gradlinigen Figur ähnliche Figur errichten, die einer anderen 
gegebenen gleich ist.

Es seien die gradlinigen Figuren ABC und D gegeben. Es soll eine Figur errichtet werden, die 
der Figur ABC ähnlich und der Figur D gleich ist.

Es ist auf  der Strecke BC das dem Dreieck ABC gleiche Parallelogramm BE zu errichten 
[wie I.44.], sowie auf  der Strecke CE das der Figur D gleiche Parallelogramm CM mit dem 
Winkel FCE, der dem Winkel CBL gleich ist [wie I.45.].
Es liegen dann BC und CF nebeneinander auf  einer
Geraden und ebenso LE und EM.
Es sei GH das mittlere Glied der fortlaufend gleichen
Proportion mit BC und CF.
Dann ist auf  GH das dem Dreieck ABC ähnliche Dreieck
KGH ähnlich zu errichten [wie VI.18.]. 

Da sich BC zu GH verhält wie GH zu CF, und sich von
drei Strecken in fortlaufend gleicher Proportion, die erste
zur dritten wie die ähnliche und ähnlich errichtete
gradlinige Figur über der ersten Strecke zu der über der
zweiten verhält, verhält sich BC zu CF wie ABC zu KGH.
Da sich BC zu CF verhält wie BE zu EF, verhält sich ABC
zu KGH wie BE zu EF und, nach Umordnung, verhält
sich ABC zu BE wie KGH zu EF.
Da das Dreieck ABC gleich dem Parallelogramm BE ist, ist das Dreieck KGH gleich dem 
Parallelogramm EF. Da EF gleich D ist, ist auch das Dreieck KGH gleich D.

Damit ist das Dreieck KGH dem Dreieck ABC ähnlich und der Figur D gleich errichtet, was 
auszuführen war. 
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VI.26.
Die Diagonalen eines Parallelogramms und eines ähnlichen, davon ähnlich abgeteilten,
Parallelogramms mit demselben Winkel, liegen aufeinander.

Wenn vom Parallelogramm ABCD ein ihm ähnliches Parallelogramm AF, mit dem selben 
Winkel DAB, ähnlich abgeteilt wird, dann, sage ich, liegt die Diagonale von AF auf  der 
Diagonalen von ABCD.

Denn wenn nicht, sei AHC die Diagonale von ABCD. Es ist dann GF bis H zu verlängern und 
durch H die zu AD und BC parallele HK zu ziehen.
Da dann ABCD und KG auf  derselben Diagonalen liegen,
verhält sich DA zu AB wie GA zu AK.
Da die Parallelogramme ABCD und EG ähnlich sind, verhält
sich DA zu AB wie GA zu AE.
Somit verhält sich dann GA zu AK wie GA zu AE. 
Es steht dann GA zu AK und AE im gleichen Verhältnis und
es ist dann AE gleich AK, die kleinere gleich der größeren,
was nicht möglich ist. 
Also ist AHC nicht Diagonale von ABCD.
Da die Diagonale von AF auf  keiner anderen Diagonalen als AFC liegt, liegt die Diagonale von
AF auf  der Diagonalen von ABCD.

Deshalb liegen die Diagonalen eines Parallelogramms und eines ähnlichen, davon ähnlich 
abgeteilten Parallelogramms mit demselben Winkel, aufeinander, was zu zeigen war.

VI.27.
Unter allen den ähnlich errichteten Parallelogrammen über einer geteilten Strecke, 
deren einer Teil dem Parallelogramm über der halben Strecke ähnlich ist, ist bei 
demjenigen der andere Teil am größten, der über der halben Strecke errichtet ist.

Wenn das über der im Punkt K geteilten Strecke AB errichtete Parallelogramm in K in die 
Parallelogramme über AK und KB geteilt wird und das Parallelogramm über KB ähnlich dem 
Parallelogramm AD ist, das über der halben Strecke von AB errichtet ist, dann, sage ich, unter 
allen Parallelogrammen ist das Parallelogramm über AK am größten, wenn AK gleich der 
halben AB ist, also das Parallelogramm über AK nicht größer als AD ist.

Es ist auf  AB das Parallelogramm AE zu errichten, AB in C und K so zu teilen, dass AC gleich 
CB und AK größer als AC ist, durch C die zu BE parallele
CD und durch K die dazu parallele KF zu ziehen. 
Es ist dann die Diagonale DB zu ziehen, auf  der der Punkt
F des Parallelogramms FB liegt, das dem Parallelogramm
DB ähnlich ist. HF und KF sind dann zu verlängern. 

Denn da das Parallelogramm DB dem FB ähnlich ist, liegt
die Diagonale von FB auf  der Diagonalen von DB. 
Da die Parallelogramme CF und FE gleich sind [wie I.43.],
da sie neben der gleichen Diagonalen FD liegen, ist das
Parallelogramm CH gleich KE.
Es ist AC gleich CB, somit sind die Parallelogramme CH und CG gleich und damit ist auch das 
Parallelogramm GC gleich EK. 
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Beiden das gleiche Parallelogramm CF hinzugefügt, ist AF gleich dem Gnomon CBEF. 
Da das das Gnomon CBEF nicht größer als das Parallelogramm DB ist, ist AF nicht größer als 
DB. Es ist AD gleich DB und damit AF nicht größer als AD. 
Also ist das Parallelogramm über AK am größten, wenn AK gleich AC ist.

Deshalb ist unter allen den ähnlich errichteten Parallelogrammen über einer geteilten Strecke, 
deren einer Teil dem Parallelogramm über der halben Strecke ähnlich ist, der andere Teil am 
größten,  der über der halben Strecke errichtet ist, was zu zeigen war.

VI.28.
Auf  einer geteilten Strecke ein Parallelogramm errichten, dessen einer Teil gleich einer 
gegebenen gradlinigen Figur und der andere Teil einem gegebenen Parallelogramm 
ähnlich und nicht größer als der erste Teil ist.

Es sei die in R geteilte Strecke AB, die gradlinige Figur C und das Parallelogramm D gegeben. 
Es soll auf  AB ein Parallelogramm errichtet werden, dessen einer Teil über AR gleich C und 
dessen anderer Teil über RB dem D ähnlich ist, wobei der Teil über RB nicht größer als der Teil
über AR ist.

Wird AB in E in zwei gleiche Teile geteilt und über EB das der D ähnliche Parallelogramm 
EBFG ähnlich errichtet, sodann das Parallelogramm AG vervollständigt, dann ist AG entweder
gleich C oder größer.
Ist AG gleich C, dann ist, weil das Parallelogramm EF dem
D ähnlich ist, AF das geforderte Parallelogramm.
Ist AG größer als C, ist auch GB größer als C. Es ist dann
das Parallelogramm KLMN zu errichten, um das GB größer
als C ist [wie VI.25.].
Da D dem GB ähnlich ist, ist das Parallelogramm KM dem
GB ähnlich, somit entspricht KL der GE und LM der GF.
Da GB gleich den Parallelogrammen C und KM zusammen
ist, ist GB größer als KM und damit ist GE größer als KL
und GF größer als LM.
Es ist dann GE in T so zu teilen, dass GT gleich KL, und
GF in O so zu teilen, dass GO gleich LM ist, und das
Parallelogramm TGOP zu vervollständigen.
Das Parallelogramm GP ist dann gleich und ähnlich KM.
Da KM dem GB ähnlich ist, ist auch das Parallelogramm
GP dem GB ähnlich und damit liegt die Diagonale von GP auf  der 
Diagonalen von GB. Es ist dann die Diagonale GPB zu ziehen.
Da das Parallelogramm GB gleich den Parallelogrammen C und KM zusammen ist, ist GP 
gleich KM. Damit ist das Gnomon EBFP gleich C.
Das Parallelogramm OQ ist gleich EP, da sie neben der gleichen Diagonale GB liegen.
Beiden das gleiche Parallelogramm PB hinzugefügt, ist OB gleich BT.
Da AE gleich EB ist, ist das Parallelogramm AT gleich OB.
Beiden das gleiche Parallelogramm TR hinzugefügt, ist das Parallelogramm AP gleich dem 
Gnomon EBFP. Da das Gnomon EBFP, wie gezeigt, gleich C ist, ist AP gleich C.

Damit ist auf  der in R geteilten Strecke AB ein Parallelogramm errichtet, dessen einer Teil AP 
gleich C und dessen anderer Teil PB dem Parallelogramm D ähnlich ist, was auszuführen war. 
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VI.29.
Auf  einer Strecke mit Verlängerung ein Parallelogramm errichten, das einer gegebenen 
gradlinigen Figur gleich und dessen Teil über der Verlängerung einem gegebenen 
Parallelogramm ähnlich ist.

Es sei die Strecke AB, die gradlinige Figur C und das Parallelogramm D gegeben. Es soll über 
der Strecke AB und ihrer Verlängerung ein der gradlinigen Figur C gleiches Parallelogramm 
errichtet werden, dessen Teil über der Verlängerung dem Parallelogramm D ähnlich ist.

Es ist AB in E in zwei gleiche Teile zu teilen und über EB ein der D ähnliches Parallelogramm 
BF ähnlich zu errichten. Es ist dann das dem D ähnliche Parallelogramm GH ähnlich zu 
errichten, das den Parallelogrammen BF und C zusammen gleich ist.
GH ist dann auch dem Parallelogramm BF ähnlich, wobei KH der FL und KG der FE 
entspricht.
Da GH größer als FB ist, ist KH größer
als FL und KG größer als FE.
Es sind dann die Strecken FL und FE so
zu verlängern, dass die Strecke FLM
gleich KH und die Strecke FEN gleich
KG ist, und die Parallelogramme MN
und AN zu vervollständigen.

Da GH ähnlich EL ist, ist auch MN
ähnlich EL und es ist somit MN gleich
und ähnlich GH.
Es ist dann die Diagonale FO des
Parallelogramms MN zu ziehen, auf  der
auch die Diagonale von EL liegt.
Da GH gleich den Parallelogrammen EL und C zusammen ist und GH gleich MN, ist auch 
MN gleich den Parallelogrammen EL und C zusammen.
Beidem das gleiche Parallelogramm EL weggenommen, ist das Gnomon NOMB gleich C.
Da AE gleich EB ist, ist das Parallelogramm AN gleich NB. Die Parallelogramme NB und LP 
sind gleich, da sie neben der gleichen Diagonale liegen.
AN und LP das gleiche Parallelogramm EO hinzugefügt, ist AO gleich dem Gnomon NOMB, 
das gleich C ist. Also ist das Parallelogramm AO gleich C.

Damit ist über der Strecke AB und ihrer Verlängerung das der gradlinigen Figur C gleiche 
Parallelogramm AO errichtet, dessen Teil BO über der Verlängerung dem Parallelogramm D 
ähnlich ist, was auszuführen war.
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VI.30.
Eine Strecke stetig teilen.

Es soll die Strecke AB stetig geteilt werden. Es ist über AB das
Quadrat BC zu errichten; sodann über dessen Seite AC und deren
Verlängerung das dem BC gleiche Rechteck CD [wie VI.29.].

Da BC ein Quadrat ist, ist dann auch AD ein Quadrat.
BC ist gleich CD. Beiden das gleiche Rechteck CE
weggenommen, ist BF gleich AD.

Es stehen die Seiten von BF und AD in umgekehrten
Verhältnissen zueinander [wie VI.14.] und es verhält sich FE zu
ED wie AE zu EB. Da FE gleich AB ist und ED gleich AE,
verhält sich BA zu AE wie AE zu EB. 

Es ist AB größer als AE, somit ist AE größer als EB.

Damit ist die Strecke AB in E stetig geteilt, wobei AE der größere Teil ist, was auszuführen war.

Anmerkung:  Ist  AB = 1  dann ist  AE =  (51/2 − 1) / 2   [wie II.11.], der größere Teil der in stetiger 
            Teilung geteilten Strecke  AB.

VI.31.
Im rechtwinkligen Dreieck ist die gradlinige Figur über der Hypotenuse gleich den 
ähnlichen und ähnlich errichteten Figuren über den Katheten zusammen.

Wenn das Dreieck ABC den rechten Winkel BAC hat, dann, sage ich, ist die gradlinige Figur 
über der Hypotenuse BC gleich den ähnlichen
und ähnlich errichteten gradlinigen Figuren
über den Katheten BA und AC zusammen.

Denn wird auf  BC die Senkrechte AD durch
A errichtet, dann sind die neben der
Senkrechten liegenden Dreiecke ABD und
ADC dem ganzen Dreieck ABC ähnlich. Es
verhält sich somit CB zu BA wie AB zu BD.

Da dann, wenn drei Strecken in fortlaufend
gleicher Proportion stehen, sich die erste zur
dritten verhält wie die über der ersten und
zweiten ähnlichen und ähnlich errichteten
Figuren, verhält sich BC zu BD wie die über
BC errichtete gradlinige Figur zu der über AB
ähnliche und ähnlich errichtete Figur. 

Aus den gleichen Gründen verhält sich BC zu
CD wie die über BC errichtete gradlinige
Figur zu der über CA ähnlichen und ähnlich errichteten Figur. 

Es verhält sich BC zu BD und CD zusammen wie die Figur über BC zu den ähnlichen über BA
und AC ähnlich errichteten Figuren zusammen.

Da BC gleich BD und DC zusammen ist und die gradlinige Figur über BC denen über BA und 
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AC ähnlich und ähnlich errichtet ist, ist die Figur über BC gleich den ähnlichen über BA und 
AC ähnlich errichteten gradlinigen Figuren zusammen.

Deshalb ist im rechtwinkligen Dreieck die über der Hypotenuse errichtete gradlinige Figur 
gleich den ähnlichen und ähnlich errichteten Figuren über den Katheten zusammen, was zu 
zeigen war. 

VI.32.
Stehen zwei Seiten eines Dreiecks im gleichen Verhältnis wie zwei Seiten eines andern, 
die zu ihnen parallel sind, und haben die Dreiecke einen gemeinsamen Eckpunkt, 
dann liegen die übrigen Seiten auf  derselben Geraden.

Wenn die Seiten BA und AC des Dreieck ABC im gleichen Verhältnis wie die Seiten CD und 
DE des Dreiecks DCE stehen, verhält sich also AB zu AC wie CD zu DE, und ist AB parallel 
zu DC, sowie AC parallel zu DE, dann, sage ich, liegen BC und CE auf  derselben Geraden.

Denn da AB und DC Parallele sind, die von AC geschnitten werden, sind die wechselseitigen 
Winkel BAC und ACD gleich [wie I.29.]. Aus dem gleichen Grund sind die Winkel CDE und 
ACD gleich und somit sind BAC und CDE gleich. 
Da in den Dreiecken ABC und DCE die gleichen Winkel in A und D von Seiten eingeschlossen
werden, die in Proportion stehen, sich also BA zu AC verhält wie CD zu DE, sind ABC und 
DCE gleichwinklig [wie VI.6.]. Damit ist der Winkel ACD gleich BAC.

Es ist der Winkel ACE gleich den Winkeln ABC und BAC zusammen. 
Beidem der gleiche Winkel ACB hinzugefügt, sind die
Winkel ACE und ACB zusammen gleich den Winkeln
BAC, ACB und CBA zusammen, die gleich zwei rechten
Winkeln sind. 
Also sind die Winkel ACE und ACB zusammen gleich
zwei rechten Winkeln. 
Daher liegen BC und CE auf  der gleichen Geraden.

Deshalb, wenn zwei Seiten eines Dreiecks im gleichen Verhältnis stehen wie zwei Seiten eines 
andern, die zu ihnen parallel sind, und die Dreiecke einen gemeinsamen Eckpunkt haben, liegen
die übrigen Seiten auf  derselben Geraden, was zu zeigen war.
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VI.33.
In gleichen Kreisen stehen die Winkel über den Kreisbögen, im Mittelpunkt wie auf  
der Kreislinie, im gleichen Verhältnis wie die Kreisbögen.

Wenn in den gleichen Kreisen ABC, DEF die Winkel BGC, EHF in den Mittelpunkten G, H 
und auf  den Kreislinien die Winkel BAC, EDF liegen, dann, sage ich, verhält sich der 
Kreisbogen BC zum Kreisbogen EF
wie der Winkel BGC zu EHF und
wie der Winkel BAC zu EDF.

Es seien auf  der Kreislinie ABC
eine beliebige Anzahl
nebeneinander liegender
Kreisbögen CK, KL gleich BC und
auf  der Kreislinie DEF ebenso viele
nebeneinander liegende Kreisbögen
FM, MN gleich EF. Es sind dann
GK, GL, HM, HN zu ziehen.

Da die Kreisbögen BC, CK, KL gleich sind, sind die auf  ihnen stehenden Winkel BGC, CGK, 
KGL gleich [wie III.27.]. 
Ebenso oft der Kreisbogen BL Vielfaches des Kreisbogens BC ist, ist der Winkel BGL 
Vielfaches von BGC. 
Aus den gleichen Gründen ist der Kreisbogen NE ebenso oft Vielfaches des Kreisbogens EF 
wie der Winkel NHE von EHF.

Ist der Kreisbogen BC gleich EF, dann ist auch der Winkel BGC gleich EHF, ist BC größer als 
EF, dann auch BGC größer als EHF und ist BC kleiner als EF, dann ist auch BGC kleiner als 
EHF. 

Damit steht die erste Größe BC im gleichen Verhältnis zur zweiten Größe EF wie die dritte 
Größe BGC zur vierten Größe EHF und es verhält sich der Kreisbogen BC zu EF wie der 
Winkel BGC zu EHF.
Es verhält sich der Winkel BGC zu EHF wie der Winkel BAC zu EDF, da der Winkel im 
Mittelpunkt das Doppelte des Winkels auf  der Kreislinie ist [wie III.20.].
Damit verhält sich der Kreisbogen BC zu EF wie der Winkel BGC zu EHF und wie der Winkel
BAC zu EDF.

Deshalb stehen in gleichen Kreisen die Winkel über den Kreisbögen, im Mittelpunkt wie auf  
der Kreislinie, im gleichen Verhältnis wie die Kreisbögen, was zu zeigen war.
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Euklid Stoicheia.  Buch VII.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Eine Einheit ist etwas, das zu einer solchen bestimmt wird.

 2. Eine Zahl bezeichnet die Anzahl der Einheiten, aus denen etwas besteht.

 3. Kann die größere von zwei Zahlen, genau so oft wie die kleinere angibt, in eine Zahl 
aufgeteilt werden, so ist diese ein Teiler der größeren Zahl,

 4. andernfalls ist diese ein Teil der größeren Zahl.

 5. Eine Vielfache ist die größere Zahl zu einer kleineren, wenn sie in die kleinere genau 
aufgeteilt werden kann.

 6. Eine gerade Zahl ist in zwei gleiche Teile teilbar.

 7. Eine ungerade Zahl ist nicht in zwei gleiche, aber in zwei Teile teilbar, die sich um Eins 
unterscheiden.

 8. Gerademal gerade ist eine Zahl, die das gerade Vielfache einer geraden Zahl ist.

 9. Ungerademal gerade ist eine Zahl, die das ungerade Vielfache einer geraden Zahl ist.

10. Ungerademal ungerade ist eine Zahl, die das ungerade Vielfache einer ungeraden Zahl ist.

11. Eine Primzahl ist keiner anderen Zahl Vielfache als der Eins.

12. Zahlen, die keinen anderen gemeinsamen Teiler haben als die Eins, sind teilerfremd. 

13. Ein Produkt ist das Vielfache einer Zahl größer als Eins.

14. Die Faktoren ähnlicher Produkte sind jeweils gleiche Vielfache der Faktoren einer anderen 
Zahl.

15. Eine Zahl wird mit einer anderen multipliziert, indem man die erste Zahl so oft 
zusammenzählt, wie die zweite Zahl angibt. 

16. Ergibt sich ein Flächeninhalt aus der Multiplikation zweier Zahlen, dann heißen die Zahlen, 
die multipliziert werden, die beiden Seitenlängen der Fläche.

17. Ergibt sich der Rauminhalt eines Körpers aus der Multiplikation dreier Zahlen, dann heißen
Zahlen, die multipliziert werden, die drei Seitenlängen des Körpers.

18. Eine Quadratzahl entsteht aus der Multiplikation von Gleichem mit Gleichem oder ist das 
Produkt zweier gleicher Zahlen.

19. Eine Kubikzahl entsteht aus der Multiplikation von Gleichem mit Gleichem und nochmal 
mit Gleichem oder ist das Produkt dreier gleicher Zahlen.

20. Zahlen in Proportion sind diejenigen, deren erste und zweite Zahl das gleiche Vielfache, der
gleiche Teiler oder das gleiche Teil wie die dritte und vierte Zahl ist.

21. Flächen und Körper mit ähnlichen Maßzahlen haben Seiten, die in Proportion stehen.

22. Eine vollkommene Zahl ist der Summe ihrer Teiler gleich.
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Anmerkungen:

zu 1.
Die Einheit, Monas (), ist durch ihre Wahl unterschieden von allen anderen Anzahlen.

zu 2.
Eine Zahl, Arithmos ($), bezeichnet eine Anzahl ohne die Nennung des Gezählten. 
Die Zahl der Einheit ist Eins. 

zu 3.
Teilung in ganzzahliger Rechnung. 
Der Teiler kann so oft, wie die kleinere Zahl angibt, von der größeren Zahl ohne Rest subtrahiert werden. 

zu 4. 
Ein Teil einer Zahl steht zur Zahl in einem rationalen Verhältnis.

zu 22.
Vollkommene Zahlen sind  1+2+3 = 6         
 1+2+4+7+14 = 28         

1+2+4+8+16+31+62+124+248 = 496    
   1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032+4064 = 8128

 . . .
Diese vier ersten vollkommenen Zahlen waren in der Antike bekannt.

VII.1.
Wird von zwei ungleichen Zahlen ausgehend, immer wieder die kleinere von der 
größeren Zahl subtrahiert, und bleibt schließlich der Rest Eins, dann sind sie 
teilerfremd.

Wenn von zwei ungleichen Zahlen AB und CD ausgehend, immer die kleinere von der 
größeren Zahl subtrahiert wird, stets ein Rest und schließlich der Rest Eins bleibt, dann, sage 
ich, sind die beiden Zahlen AB und CD teilerfremd und sie sind verschiedene Vielfache des 
einzigen gemeinsamen Teilers Eins. 

Denn wenn AB und CD nicht teilerfremd sind, dann haben sie einen
gemeinsamen Teiler größer Eins. 

Dieser Teiler sei die Zahl E.Es bleibe dann von AB in CD aufgeteilt der Rest
BF, der kleiner als CD ist. 
Von CD in BF aufgeteilt bleibe der Rest CG, der kleiner als BF ist.
Von BF in CG aufgeteilt bleibe der Rest BH, der Eins ist.

Denn da dann E Teiler von CD ist und CD Teiler von BF, dann ist E Teiler
von BF, aber auch von AB, folglich vom Rest AF.

Da AF Teiler von GD ist und E Teiler von AF, ist E  Teiler von  GD, aber
auch von CD, folglich vom Rest CG,

und da dann E Teiler von CG und CG Teiler von HF ist, so ist E Teiler von 
HF, aber auch von FA, folglich vom Rest AH, also Eins, was nicht sein kann.

Deshalb haben AB und CD keinen anderen gemeinsamen Teiler als Eins und sind teilerfremd, 
was zu zeigen war.
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Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers:

Mit ganzzahligen Divisionen mit Rest statt Subtraktionen ist der Euklidische Algorithmus:

Gegeben seien natürliche Zahlen  a, b größer 1, a > b,  sowie  mi, ki

a  =  b  · m1 + k1                 Beispiel: gegeben seien 84 und 61  
b  =  k1 · m2 + k2      84  = 61 · 1 + 23
k1  =  k2 · m3 + k3 61  = 23 · 2 + 15
k2  =  k3 · m4 + k4  23  = 15 · 1 + 8
. . .      15  =   8 · 1 + 7      
kn  =  kn+1 ·  mn+2 + kn+2                8  =   7 · 1 + 1

Ist zu zwei Zahlen AB und CD der größte gemeinsame Teiler  ggT(AB, CD) =1, dann sind sie teilerfremd.

VII.2.
Zu zwei Zahlen, die nicht teilerfremd sind, den größten gemeinsamen Teiler  finden.

Es soll der größte gemeinsame Teiler von AB und CD, die nicht teilerfremd sind, bestimmt 
werden.

Wenn CD Teiler von AB ist, ist CD, weil auch Teiler von sich selbst, gemeinsamer Teiler. 
CD ist dann auch der größte Teiler, denn größer als CD kann ein Teiler von CD nicht sein.

Wenn CD nicht Teiler von AB ist, subtrahiert man, von den beiden Zahlen AB und CD 
ausgehend, immer die kleinere von der größeren bis die entstandene Zahl
Teiler der ihr vorhergehenden ist, der dann der größte gemeinsame Teiler von
AB und CD ist. Da AB und CD nicht teilerfremd sind, wird der Rest nicht
Eins sein, denn dies widerspräche der Annahme, sondern eine Zahl wird
gefunden werden, die Teiler der ihr vorhergehenden ist.

Es lasse nun AB in CD aufgeteilt den Rest AE, kleiner als CD und CD in AE
aufgeteilt den Rest CF, kleiner als AE, der Teiler der ihr vorhergehenden
Zahl, AE, ist. Da dann CF Teiler der AE ist und AE Teiler der FD, so ist
dann CF Teiler der FD, aber auch von sich selbst, deshalb von CD.
Und da CF  Teiler von CD und CD Teiler von EB, aber auch CF Teiler von
AE ist, ist damit CF Teiler von AB, und damit ist CF ein gemeinsamer Teiler
von AB und CD. 

Ich sage, es ist auch der größte. 
Denn wäre CF es nicht, so sei G der größere gemeinsame Teiler.
Da dann G Teiler der CD ist und CD Teiler von EB, damit ist G Teiler der EB, aber auch Teiler
der AB, folglich auch der  AE. Es ist dann G Teiler von AE und AE Teiler von FD, aber auch 
der CD,  folglich auch von CF, was, da G größer als CF angenommen wurde, unmöglich ist.
Damit gibt es keinen größeren Teiler als CF und CF ist der größte gemeinsame Teiler von AB 
und CD, der aufzusuchen war.

Folgerung:   Offensichtlich ist der Teiler zweier Zahlen auch Teiler des größten 
gemeinsamen Teilers dieser Zahlen, was zu zeigen ist. 

Anmerkung:

Sind zwei Zahlen A und B gegeben und ist der mit dem Euklidischen Algorithmus berechnete letzte nicht
verschwindende Rest  n >1, dann ist ggT(A, B) = n.
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VII.3.
Zu drei Zahlen, die nicht teilerfremd sind, den größten gemeinsamen Teiler finden.

Es seien drei Zahlen A, B und C gegeben und es ist der größte gemeinsame Teiler von A, B 
und C aufzusuchen.

Es sei nun D der größte gemeinsame Teiler von A und B, 
dann wird D entweder Teiler auch von C sein oder nicht.
Ist D Teiler von C, dann ist D Teiler von A, B und C und D ist gemeinsamer Teiler von A, B 
und C. Ich sage, dann ist D auch der größte Teiler.

Denn wenn D nicht der größte gemeinsame Teiler von A, B und C ist, dann ist eine größere 
Zahl als D Teiler von A, B und C; diese Zahl sei E.
Da nun E Teiler von A, B und C ist, damit Teiler von A und B, ist es auch Teiler des größten 
gemeinsamen Teilers von A und B, welches D ist. 
E ist dann Teiler von D und damit kleiner als D. 
Dies widerspricht der Annahme und deshalb haben A, B und C keinen größeren Teiler als D, 
also ist D der größte gemeinsame Teiler von A, B und C.

Ist aber D nicht Teiler von C, dann sage ich zunächst, C und D sind nicht teilerfremd.
Denn da A, B und C nicht teilerfremd sind, gibt es eine Zahl die ihr Teiler ist. 
Eine Zahl, die Teiler von A, B und C ist, ist Teiler von A und B und auch vom größten 
gemeinsamen Teiler von A und B, welches D ist. 
Da die Zahl auch Teiler von C ist, ist sie auch Teiler von C und D und
deshalb sind C und D nicht teilerfremd. 

Es sei nun E ihr größter gemeinsamer Teiler. Da E Teiler von D ist, D aber
von A und B, ist E auch Teiler von A und B. 
Da E Teiler auch von C ist, ist E Teiler von A, B und C und ist gemeinsamer
Teiler von A, B und C.  

Ich sage dann, dass er auch ihr größter ist.
Denn, ist E nicht der größte gemeinsame Teiler von A, B und C, dann ist
eine andere Zahl, die größer als E ist, Teiler von A, B und C. Es sei diese
Zahl F.
Da F Teiler von A, B und C ist, damit Teiler von A und B, ist er auch Teiler deren größten 
gemeinsamen Teilers, welches D ist. 
F ist also Teiler von D, ist aber auch Teiler von C, ist also Teiler von C und D und damit Teiler 
des größten gemeinsamen Teilers von C und D.
Da der größte gemeinsame Teiler von C und D aber E ist, ist F Teiler von E und damit kleiner 
als E, was der Annahme widerspricht.

Damit ist E der größte gemeinsame Teiler von A, B und C, was auszuführen war.

Anmerkung:   

E = ggT(ggT(A, B), C)) =  ggT(A, B, C).
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VII.4.
Eine kleinere Zahl ist entweder Teiler oder ein Teil einer größeren Zahl.

Wenn zwei Zahlen A und BC gegeben sind, und BC ist die kleinere, dann, sage ich, ist BC 
entweder Teiler von A oder ein Teil von A.

Denn A und BC sind entweder teilerfremd oder nicht.

Sind sie teilerfremd, dann ist BC in Teile gleich der Eins aufzuteilen. 
Jede Eins ist auch Teil von A. Da jede Eins auch Teil von BC ist, ist BC Teil von A.

Haben A und BC aber einen gemeinsamen Teiler, dann ist A ein Vielfaches
von BC oder nicht.
Ist A Vielfaches von BC, dann kann A so oft, wie BC in die Eins aufteilbar
ist, in gleiche Teile geteilt werden. 
Es sei D die Anzahl dieser Teile, deren jedes gleich BC ist, das damit ein
Teiler von A ist. 
Ist A nicht Vielfaches von BC, aber haben einen gemeinsamen Teiler, dann
gibt es einen größten gemeinsamen Teiler von A und BC, es sei dies D.  
BC ist in gleich große Teile D teilbar. Ebenso ist A in gleich große Teile D
teilbar und D ist damit Teiler von A.

Wird BC in BE, EF und FC geteilt, dann ist jedes der Teile BE, EF und FC
gleich D und ist jedes der Teile BE, EF und FC ein Teil von A. 
Da BE, EF und FC Teile von BC sind, ist auch BC Teil von A.

Deshalb ist eine kleinere Zahl immer ein Teiler oder ein Teil einer größeren, was zu zeigen war.

VII.5.
Ist eine Zahl ein bestimmter Teiler einer Zahl und eine andere Zahl der gleiche Teiler 
einer weiteren Zahl, dann ist die Summe der Zahlen auch der gleiche Teiler der Summe
der Zahlen von denen sie Teiler sind.

Es sei A ein Teiler von BC so wie D ein Teiler von EF ist. BC hat dann gleich viele gleiche Teile
A wie EF Teile D. Dann, sage ich, hat die Summe von BC und EF ebenso viele Teile aus der 
Summe von A und D wie BC Teile A.

Denn was für ein Teiler auch immer A von BC ist, D ist der gleiche Teiler von
EF und die Summe von A und D der gleiche Teiler der Summe von BC und
EF. Es werde BC in Zahlen, die A gleich sind, geteilt, nämlich in BG und GC,
und EF in Zahlen, die D gleich sind, nämlich in EH und HF. 
Dann sind BC und EF die gleichen Vielfache von GC und HF. 

Da nun BG gleich A und EH gleich D ist die Summe von BG und EH gleich
der Summe von A und D,  aber auch die Summe von GC und HF ist gleich
der Summe von A und D. So viele Teile deshalb wie auch immer von A in BC
sind, 
so viele sind auch von der Summe von A und D in der Summe von BC und
EF. Ein so Vielfaches wie auch immer BC von A ist,  ein so Vielfaches ist die
Summe von BC und EF von der Summe von A und D. 

Welcher Teiler wie auch immer A von BC und D von EF ist, die Summe von
A und D ist deshalb der gleiche Teiler der Summe von BC und EF, was zu zeigen war.
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Anmerkung:

Ist A Teiler von BC, dann gibt es ein n, so dass    BC = A · n
ist D der gleiche Teiler von EF, dann ist     EF = D · n

Es sei  n = 2.
Es wird BC in  n Teile geteilt BC = BG+GC,   wobei  BG = GC = A 
und wird EF geteilt EF = EH+HF,    wobei  EH = HF = D

BC+EF = GC · n + HF · n 
BC+EF = (GC +HF) n

Da die Teilung für alle  n,  n  wie auch immer,  durchgeführt werden kann
und  GC+HF = A+D  und   BC = A · n   und   EF = D · n   
ist für alle n   A · n + D · n = (A+D) · n.

V  II.6.
Ist eine Zahl ein bestimmter Teil einer Zahl und eine andere der gleiche Teil einer 
weiteren Zahl, dann ist die Summe der kleineren Zahlen der gleiche Teil von der 
Summe der größeren Zahlen.

Es sei eine Zahl AB ein Teil von C und eine Zahl DE der gleiche Teil von F wie AB von C. 
Dann, sage ich, ist die Summe von AB und DE der gleiche Teil der Summe von C und F,  wie 
AB  von C.

Denn wie groß auch immer der Teil AB von C ist und ebenso groß der Teil
DE von F ist, so oft AB in Teile von C aufgeteilt werden kann, gleich oft
kann DE in Teile von F aufgeteilt werden. Es werde AB ebenso oft geteilt,
nämlich in AG und GB und 
es werde DE ebenso oft geteilt, nämlich in DH und HE, dann sind AG und
GB so viele Teile von C wie DH und HE Teile von F sind. 
Welcher Teil wie auch immer AG von C ist, DH ist ein so großer Teil von F.
Also ist die Summe von AG und DH ein ebenso großer Teil 
der Summe von C und F wie GB von C und aus den selben Gründen ist auch
die Summe von GB und HE ein ebenso großer Teil der Summe von C und F.

Welcher Teil deshalb wie auch immer AB von C ist, die Summe von AB und
DE ist der gleiche Teil der Summe von C und F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  AB Teil von C und nicht Teiler von C, 
dann gibt es natürliche Zahlen q, n und m, wobei
q = n · 1/m, so dass  C = AB · n · 1/m  und  AB = C  m · 1/n·
und DE ist der gleiche Teil von F F =  DE · n · 1/m  und DE = F  m · 1/n·

Es können also AB und DE in m gleiche Teile geteilt werden. Es sei  m = 2,  

und AB werde in 2 Teile geteilt AB = AG + GB wobei  AG = GB

und DE geteilt DE = DH + HE     wobei  DH = H

Es ist dann C = AG  n  m  1/m = AG  n    und · · · · F =  DH  n·
und C+F = AG  n + DH  n· ·
C+F enthält n Teile AG+DH, deshalb C+F = (AG+DH)  n·
Da die Teilung für alle  m,  m  wie auch immer, gilt 
mit  q = n  1/m, somit  C = AB · q   und   F = DE · q,    und· AB  q + DE · q = (AB+DE) · q.·
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VII.7.
Ist eine Zahl ein Teiler einer größeren und das von ihr Subtrahierte der gleiche Teiler 
wie das von der größeren Subtrahierte, dann ist auch der Rest der Zahl der gleiche 
Teiler vom Rest der größeren.

Wenn eine Zahl AB Teiler einer Zahl CD ist, und wird AE von AB und CF
von CD subtrahiert, so dass AE der gleiche Teiler von CF ist wie AB von CD,
dann, sage ich, ist der Rest EB der gleiche Teiler vom Rest FD, denn was
immer für ein Teiler AE ist von CF, der gleiche Teiler ist EB von FD. 

Es sei ein G so, dass EB von GC der gleiche Teiler ist wie AE von CF.
Welcher Teiler wie auch immer AE von CF ist, der gleiche Teiler ist dann EB
von GC und welcher Teiler wie auch immer AE von CF ist, der gleiche Teiler
ist auch AB von CD.
Da welcher Teiler wie auch immer AE von CF ist, der gleiche Teiler ist AB
von GF, deshalb welcher Teiler wie auch immer AB von GF ist, der gleiche
Teiler ist AB auch von CD. Deshalb ist GF gleich CD. 
Wird CF von beiden subtrahiert, dann ist der Rest GC gleich dem Rest FD.
Welcher Teiler wie auch immer AE dann von CF ist, der gleiche Teiler ist dann
EB von GC, denn GC ist gleich FD, und welcher Teiler wie auch immer AE
ist von CF, der gleiche Teiler ist EB von FD.
Da nun welcher Teiler wie auch immer AE von CF ist, 
der gleiche Teiler ist EB von FD.

Deshalb ist der Rest EB der gleiche Teiler vom Rest FD wie AB von CD, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist AB Teiler einer Zahl CD, dann gibt es ein n, so dass CD = AB · n

und ist AE = AB – EB  und  CF = CD – FD, dann  ist CF = AE · n  für die Subtrahenden

Es sei nun ein  GC = GF – CF, so dass GC = EB · n,
GF = GC + CF = CD,

dann ist auch GF = AB · n,
und da  GF = CD,
deshalb ist auch GC = FD und damit  FD = EB · n  für die Reste.

Damit gilt für alle natürlichen Zahlen, n wie auch immer, AB · n  –  AE · n = (AB – AE) · n.

VII.8.
Ist eine Zahl ein solcher Teil einer anderen wie das von ihr Subtrahierte ein Teil des von
der größeren Subtrahierte ist, so ist auch ihr Rest der gleiche Teil vom größeren Rest 
wie ihr Ganzes vom größeren Ganzen. 

Wenn AB ein Teil einer Zahl CD ist und das von ihr subtrahierte AE der gleiche Teil von CF 
ist, das von CD subtrahiert wird, dann, sage ich, ist der Rest EB der gleiche Teil vom Rest FD 
wie AB von CD.

Es sei nun ein GH gleich AB. Dann enthält GH so viele Teile von CD wie AE von CF.
Es werde GH eben so oft geteilt, nämlich in GK und KH, und 
AE eben so oft geteilt, nämlich in AL und LE, dann sind in GK und AE gleich viele Teile. 
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Welcher Teil GK wie auch immer von CD ist und AL ein Teil von CF ist,
da CD größer als CF ist, ist GK größer als AL. 
Es sei nun ein GM gleich AL, dann ist GK der gleiche Teil von CD 
wie GM von CF, deshalb ist der Rest MK der gleiche Teil 
vom Rest FD wie GK von CD.
Welcher Teil deshalb wie auch immer KH von CD ist, der gleiche Teil ist 
LE von CF, da aber CD größer ist wie CF, ist auch KH größer als LE.
Es sei nun ein KN gleich LE, dann ist KH der gleiche Teil von CD wie 
KN von CF, deshalb ist NH von FD der gleiche Teil wie KH von CD.
Dann enthält MK+NH von FD so viele Teile wie GH von CD.
Es ist aber MK+NH gleich EB und GH gleich AB. 

Deshalb ist der Rest EB der gleiche Teil vom Rest FD wie 
das ganze AB vom ganzen CD, was zu zeigen war.

Anmerkung:  

Da AB ein Teil von CD und AE ein Teil von CF ist, gilt damit
das Distributivgesetz   AB · q – AE · q = (AB – AE) · q   für rationale Zahlen.  

VII.9.
Ist eine Zahl von einer anderen der gleiche Teiler wie eine dritten von einer vierten, 
dann ist, wenn umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler auch immer die erste Zahl 
von der dritten ist, die zweite der gleiche Teil oder Teiler von der vierten.

Wenn eine Zahl A Teiler einer Zahl BC ist und eine andere Zahl D der gleiche Teiler von EF 
wie A von BC, dann ist, sage ich, wenn umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler A von D 
auch ist, BC von EF der gleiche Teil oder Teiler. 
Denn welcher Teiler A von BC auch ist und der gleiche Teiler D von EF ist,
so oft BC in A aufgeteilt werden kann, ebenso oft kann EF in D aufgeteilt
werden. 

Es werde BC in der A gleiche Teile geteilt, nämlich in BG und GC,
und EF in der D gleiche Teile geteilt, nämlich EH und HF, 
dann ist BC in so viele Teile gleich A geteilt wie EF in Teile gleich D. 

Da nun BG gleich GC ist, ist auch EH gleich HF und welcher Teil oder Teiler
dann auch immer BG von EH  ist, der gleiche Teil oder Teiler ist GC von HF
und was auch immer BG von EH für ein Teil oder Teiler ist, der gleiche ist BC
von EF.
BG ist aber gleich A und EH gleich D.

Deshalb ist, welcher Teil oder Teiler auch immer A von D ist, 
der gleiche Teil oder Teiler ist BC von EF, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Wenn  A : BC =  D : EF  
dann gilt nach Umordnung A : D   =  BC : EF 

Beispiel:   2  ist Teiler von  4,    3  ist ein gleicher Teiler von  6

    nach Umordnung ist 2
3

=
4
6
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VII.10.
Ist eine Zahl von einer anderen der gleiche Teil wie eine dritte von einer vierten, dann 
ist, wenn umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler auch immer die erste Zahl von der 
dritten  ist, die zweite der gleiche Teil oder Teiler von der vierten.

Wenn eine Zahl AB Teil einer Zahl C ist und eine andere Zahl DE der gleiche Teil von F wie 
AB von C, dann ist, sage ich, wenn umgeordnet wird, welcher Teil oder Teiler AB von DE auch
ist, C von F der gleiche Teil oder Teiler. 

Denn welche Teile von C auch in AB enthalten sind und Teile von F in DE, so oft
AB in Teile von C aufgeteilt werden kann, ebenso oft kann DE in Teile von F
aufgeteilt werden.

Zerlegt man AB in Teile von C, es sei dies AG und GB, und DE in Teile von F,
nämlich DH und HE, dann ist AB ein solches Vielfaches seiner Teile, 
nämlich von AG oder von GB, wie DE ein Vielfaches seiner Teile ist, 
nämlich von DH oder von HE.

Ist nun AG von C der gleiche Teiler wie DH von F, dann ist, nach Umordnung,
AG von DH der gleiche Teil oder Teiler wie C von F; es ist aber auch GB von HE
der gleiche Teil oder Teiler wie C von F.

Deshalb ist, welcher Teil oder Teiler AB von DE auch immer ist, C von F der
gleiche Teil oder Teiler, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Wenn                                     AB : C = DE : F   
dann ist, nach Umordnung  AB : DE = C : F

VII.11.
Wenn sich ein Ganzes zu einem anderen Ganzen verhält wie ein davon Subtrahiertes zu
dem vom andern Subtrahierten, dann verhalten sich auch die Reste zueinander wie das 
eine Ganze zum anderen.
 
Wenn AB von CD der gleiche Teil oder Teiler ist wie das von AB Subtrahierte AE
von dem von CD Subtrahierten CF, dann, sage ich, ist auch der Rest EB vom Rest
FD der gleiche Teil oder Teiler wie AB von CD.

Der gleiche Teil oder Teiler, der AB von CD ist, auch AE von CF.
Welche Zahl von Teilen oder Teilern deshalb auch immer, von AB in CD
enthalten sind, die gleiche Zahl von Teilen oder Teilern von AE ist auch in CF
enthalten.
Deshalb ist Rest EB der gleiche Teil oder Teiler von FD, wie AB von CD.

Deshalb verhält sich EB zu FD wie AB zu CD, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es sei AB = AE+EB  und  CD = CF+FD.
Ist AB : CD = (AB – EB) : (CD – FD)  
dann auch AB : CD = (AB – AE) : (CD – CF)
somit AB : CD = EB : FD
und es ist  AB : CD = (AB – AE) : (CD – CF).
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VII.12.
In einer Proportion verhält sich die Summe der Vorderglieder zur Summe der 
Hinterglieder wie die erste zur zweiten Zahl.

Stehen Zahlen A, B, C und D, welche auch immer, in einer Proportion,
so dass sich A zu B verhält wie C zu D, dann, sage ich, verhält sich die 
Summe von A und C zur Summe von B und D wie A zu B.

Denn, wenn sich A zu B verhält wie C zu D, welcher Teil oder Teiler A
von B ist, der gleiche Teil oder Teiler ist C von D,
deshalb ist die Summe von A und C ebenfalls der gleiche Teil oder Teiler
der Summe von B und D wie A von B. 

Deshalb verhält sich die Summe von A und C zur Summe von B und D
wie A zu B, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A Teil oder Teiler von B, und C Teil oder Teiler von D, wobei  A : B = C : D,
dann gibt es ein q, 
so dass B = A · q
und D = C · q
deshalb ist B+D = (A+C) · q
somit A : B = A+C : B+D.

VII.13.
Stehen vier Zahlen in einer Proportion, dann stehen sie auch nach Umordnen in 
Proportion zueinander.

Stehen die vier Zahlen A, B, C und D in einer Proportion und steht A im
gleichen Verhältnis zu B wie C zu D, dann, sage ich, steht auch nach Umordnen
A im gleichen Verhältnis zu C wie B zu D.

Weil sich A zu B verhält wie C zu D ist A von B der gleiche 
Teil oder Teiler wie C von D und deshalb ist nach Umordnen A der gleiche 
Teil oder Teiler von C wie B von D. 

Deshalb steht A im gleichen Verhältnis zu C wie B zu D, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A : B = C : D  
und ist A Teil oder Teiler von B, dann gibt es ein q1, 
so dass B = A · q1   und D = C · q1

und gibt es ein q2,
so dass C = A · q2   und D = B · q2

dann ist A : C = B : D.

Beispiel:     Da
2
4

=
3
6

ist
2
3

=
4
6
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VII.14.
Sind mehrere Zahlen mit anderen gegeben, die mit ihnen paarweise in Proportion 
stehen, so stehen jeweils auch die ersten mit der letzten paarweise in Proportion.

Sind die Zahlen A, B und C gegeben und dazu D, E und F, die mit
ihnen paarweise in Proportion stehen, verhält sich also A zu B wie D
zu E und B zu C wie E zu F, dann, sage ich, verhält sich auch A zu C
wie D zu F.

Da sich A zu B verhält wie D zu E, verhält sich, nach Umordnung, A
zu D wie B zu E, und da sich B zu C verhält wie E zu F, verhält sich,
nach Umordnung, B zu E wie C zu F, da aber B zu E sich verhält wie A
zu D, verhält sich A zu D wie C zu F, und, nach Umordnung, A zu C
wie D zu F, was zu zeigen war.

VII.15.
Ist eine Zahl so oft Vielfache von der Eins wie eine andere Zahl Vielfache von einer 
weiteren, so ist, nach Umordnung, die dritte Zahl so oft Vielfache von der Eins wie die 
vierte Vielfache von der zweiten.

Ist eine Zahl BC so oft Vielfache der Zahl A, die gleich Eins ist, wie EF
Vielfache der Zahl D, dann, sage ich, ist nach Umordnung, D genau so oft
Vielfache der A wie EF Vielfache der BC.
Da BC in die Eins so oft aufteilbar ist wie EF in D, hat BC genau so viele
Teile gleich der Eins wie EF Teile gleich D. Teilt man BC in eben so viele
Teile, nämlich in BG, GH, HC und teilt man EF in ebenso viele gleiche Teile
gleich D, nämlich EK, KL und LF, so sind so viele Teile in BC wie in EF.

Es verhält sich BG zu EK wie GH zu KL und wie HC zu LF. So wie ein
Vorderglied zum Hinterglied verhalten sich alle Vorderglieder zu den
Hintergliedern und also verhält sich auch BC zu EF wie BG zu EK. 
Es ist aber BG gleich A und EK gleich D, deshalb verhält sich BC zu EF wie
A zu D. 

Deshalb ist D so oft Vielfache der A wie EF Vielfache der BC, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A = 1  und  A : BC = D : EF, 
dann gibt es ein n, so dass BC = A · n
und EF = D · n
Ist n = 3, wird BC in n Teile geteilt BC = BG+GH+HC
und EF in n Teile geteilt             EF = EK+KL+LF

dann gibt es ein q, so dass BG = EK · q
und für alle n, n wie auch immer, BC = EF · q
da  EF = D  und  BG = A  ist A : D = BC : EF      damit 1 : D = BC : EF.
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VII.16.
Werden zwei Zahlen in der einen und in anderen Reihenfolge multipliziert, so sind die 
Ergebnisse gleich.

Sind die Zahlen A und B gegeben, und A multipliziert mit B ergibt C und B multipliziert mit A 
ergibt D, dann, sage ich, ist C gleich D. 

Da A mit B multipliziert C ergibt, ist C in B so oft aufteilbar wie A in
die Eins.
Ist E gleich der Eins, dann sind so viele Teile E in A wie B in C.
Deshalb sind, nach Umordnung, so viele Teile E in B wie A in C.
Da B mit A multipliziert D ergibt, ist D in A so oft aufteilbar wie B in
E.

Da B in E so oft aufteilbar ist wie D in A und da B in E so oft aufteilbar
ist wie C in A. 

Deshalb ist C in A so oft aufteilbar wie D in A, was zu zeigen war.

Anmerkung:   Die Multiplikation ist kommutativ:  A · B  = B · A.

VII.17.
Wird eine Zahl mit jeder von zwei anderen Zahlen multipliziert, dann verhalten sich die
beiden Produkte wie die beiden Zahlen, mit denen multipliziert wurde.

Wenn eine Zahl A einmal mit B und einmal C multipliziert wird und die beiden Produkte sind 
D und E, so, sage ich, verhält sich D zu E wie B und C.

Da A mit B multipliziert D ergibt, ist eine Zahl F, die gleich Eins ist,
der gleiche Teil von A wie B von D.
Deshalb verhält sich F zu A wie B zu D und verhält sich F zu A wie
C zu E.
Somit verhält sich B zu D wie C zu E. 

Deshalb verhält sich, nach Umordnung, B zu C wie D zu E, was zu
zeigen war.

Anmerkung:

Es sei  A · B = D  und  A · C = E.
Dann ist 1 : A = B : D
und 1 : A = C : E
deshalb B : D = C : E
somit B : C = D : E.

Also (A · B) : (A · C) = B : C.
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VII.18.
Wird von zwei Zahlen jede mit einer dritten multipliziert, dann verhalten sich die 
Produkte wie die beiden Zahlen, die multipliziert wurden.

Wenn zwei Zahlen A und B jeweils mit C multipliziert werden und 
ergeben D und E, dann, sage ich, verhält sich A zu B wie D zu E.

Da A mit C multipliziert D ergibt, ergibt auch C mit A multipliziert D.
C mit B multipliziert ergibt E.  
C multipliziert mit den beiden Zahlen A und B ergibt die Produkte D und E. 

Deshalb verhält sich A zu B wie D zu E, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es sei   A · C = D   und   B · C = E.
Da  C · A = D 
und C · B = E
deshalb  A : B = D : E = (A · C) : (B · C).

VII.19.
Stehen vier Zahlen in Proportion, dann ist das Produkt der ersten mit der vierten Zahl 
dem Produkt der zweiten mit der dritten Zahl gleich und ist das Produkt der ersten mit 
der vierten Zahl von vier Zahlen gleich dem Produkt der zweiten mit der dritten Zahl, 
dann stehen sie in Proportion.

Wenn vier Zahlen A, B, C und D in Proportion stehen, dann verhält sich A zu B wie C zu D. 
Ist das Produkt aus A und D gleich E und das Produkt aus B und C gleich F, dann, sage ich, ist 
E gleich F.
Denn wenn das Produkt aus A und C gleich G ist und das Produkt aus A und D gleich E, dann
ergibt A multipliziert mit den beiden Zahlen C und D die Produkte G und E und deshalb 
verhält sich C zu D wie G zu E.
Da das Produkt aus A mit C gleich G ist und das Produkt aus B mit C
gleich F, ergeben die beiden Zahlen A und B multipliziert mit der Zahl C
die Produkte G und F und deshalb verhält sich A zu B wie G zu F.
Da sich auch A zu B wie G zu E verhält, verhält sich G zu E wie G zu F
und es bestehen zwischen G und den Zahlen E und F die gleichen
Verhältnisse, deshalb ist E gleich F.

Ist, umgekehrt, E gleich F, dann, sage ich, so wie sich A zu B verhält, so
verhält sich C zu D. 
Denn wenn, wie in vorigem, E gleich F ist, dann verhält sich G zu E 
wie G zu F. 
Da G zu E sich verhält wie C zu D, verhält sich auch G zu F wie A zu B. 

Deshalb verhält sich A zu B wie C zu D, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Wenn   A : B = C : D   dann   A · D = B · C.
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VII.20. 2 [Peyrard VII.20]
Stehen drei Zahlen in Proportion, so dass sich die erste zur zweiten so verhält wie die 
zweite zur dritten Zahl, dann ist das Produkt der ersten mit der dritten Zahl der 
Quadratzahl aus der zweiten gleich und ist das Produkt aus erster und dritter Zahl der 
Quadratzahl aus der zweiten gleich, dann stehen die drei Zahlen in Proportion.

Wenn drei Zahlen A, B und C in Proportion stehen, so dass sich A zu B verhält wie B zu C, 
dann, sage ich, ist das Produkt aus A und C gleich der Quadratzahl von B und ist das Produkt 
aus A und B gleich der Quadratzahl von B, dann stehen A, B und C in Proportion.

Da sich A zu B verhält wie B zu C, verhält sich ein D, das B gleich ist, wie D zu
C. Deshalb verhält sich A zu C wie B zu D. Da aber das Produkt aus B und D
der Quadratzahl aus B gleich ist, ist das Produkt aus A und C gleich der
Quadratzahl aus B. Ist das Produkt aus A und C gleich der Quadratzahl aus B,
so ist, wie in vorigem, das Produkt aus A und C gleich dem Produkt aus B und
D und es verhält sich A zu B wie D zu C.

Da aber B gleich D ist, verhält sich A zu B wie B zu C, was zu zeigen war.

Anmerkung:
Wenn  A : B = B : C   und ein   D = B, dann ist auch   A : B = D : C
und es ist  A · C = B · D, also  A · C = B²
Ist umgekehrt A · C = B²
und ein D = B  dann A · C = D · C und A : B = D : C,  also  A : B = B : C
A, B, C  stehen in einer fortlaufend gleichen Proportion.

VII.21. [VII.20]
Die kleinsten beiden Zahlen sind von allen Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie 
stehen, die gleichen Teiler, die kleinere von den kleineren so wie die größere von den 
größeren.

Wenn zwei Zahlen CD und EF die kleinsten Zahlen von denen sind, die im gleichen Verhältnis 
stehen, so wie A zu B, dann, sage ich, CD ist der gleiche Teiler von A wie EF von B.

Ist CD kein Teiler von A, dann ist CD ein Teil von A 
und der gleiche Teil wie EF von B. 
Es sind dann ebenso viele Teile von A in CD, wie von B in EF.
Wird CD in die Teile von A geteilt, nämlich CG und GD und EF in die
Teile von B, nämlich EH und HF, dann sind so viele Teile in CD wie in EF.
Da dann CG gleich GD und EH gleich HF ist, verhält sich dann CG zu
EH wie GD zu HF und dann verhält sich CG zu EH wie CD zu EF und
ebenso wie dieses Vorderglied zum Hinterglied, verhalten sich dann alle
Vorderglieder zu den Hintergliedern. Damit stehen die kleineren Zahlen
CG und EH im gleichen Verhältnis wie CD und EF, was nicht möglich ist.
Deshalb ist CD nicht Teil von A, sondern Teiler von A und der gleiche
Teiler ist EF von B, was zu zeigen war.

Anmerkung:   Da  3 : 5 gekürzt  und  3 : 5  = 6 : 10,  ist  3 : 6 = 5 : 10. 

2  Bei Heiberg in einer Fußnote erwähnt, sonst vorhanden. Griechischer Text nach F. Peyrard.
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VII.22.  3 [Peyrard VII.22]
Stehen drei Zahlen wie ebenso viele andere in gleicher Proportion und sind sie 
untereinander kreuzweise proportional, dann verhält sich die erste zur dritten Zahl der 
einen Proportion wie die erste zur dritten Zahl der anderen
Proportion.

Wenn drei Zahlen A, B, C in Proportion zu D, E, F stehen und sie
kreuzweise proportional sind, sich also A zu B verhält wie E zu F und B
zu C wie D zu E, dann, sage ich, verhält sich A zu C wie D zu F.

Da sich A zu B verhält wie E zu F und B zu C verhält wie D zu E, ist das
Produkt aus A und F gleich dem aus B und E, das dem aus C und D
gleich ist.

Deshalb verhält sich A zu C wie D zu F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

A, B, C  sowie  D, E, F  stehen in den fortlaufend gleichen Proportionen  A : B : C, sowie  D : E : F.

VII.23. [VII.21]
Teilerfremde Zahlen sind die kleinsten der Zahlen, die im gleichen Verhältnis stehen.

Wenn unter den Zahlen die im gleichen Verhältnis stehen, die zwei Zahlen A und B teilerfremd 
sind, dann, sage ich, sind A und B die kleinsten derjenigen Zahlen, die im gleichen Verhältnis 
stehen.

Denn wenn sie nicht die kleinsten Zahlen sind, dann gibt es andere, die C und D genannt seien,
die kleiner sind und im gleichen Verhältnis stehen. 
Die kleinsten beiden der Zahlen, die im gleichen Verhältnis zueinander wie
sie stehen, sind die gleichen Teiler, die kleinere von der kleineren so wie die
größere von der größeren, nämlich das Vorderglied von den Vordergliedern
wie das Hinterglied von den Hintergliedern, deshalb ist C dann der gleiche
Teiler von A wie B von D. 
So oft A in C aufteilbar ist, so oft sei die Zahl E in Eins aufteilbar. 
Es ist dann D so oft in B enthalten wie die Eins in E. 
Da C mit E multipliziert A ergibt, ist auch E multipliziert mit C gleich A
und ebenso ist E multipliziert mit D gleich B. E ist damit ein Teiler von A
und ein Teiler von B, was, da A und B teilerfremd sind, nicht möglich ist. 

Deshalb gibt es keine kleineren Zahlen als A und B, die im gleichen Verhältnis stehen, was zu 
zeigen war.

Anmerkung:

Sind  A  und  B  teilerfremd, dann ist  A : B  gekürzt.

3 Bei Heiberg in einer Fußnote erwähnt, sonst vorhanden. Griechischer Text nach F. Peyrard.
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VII.24. [VII.22]
Die kleinsten Zahlen unter denen, die im gleichen Verhältnis stehen, sind teilerfremd.

Wenn zwei Zahlen, die unter denen, die im gleichen Verhältnis stehen, A und B die kleinsten 
sind, dann, sage ich, sind sie teilerfremd.

Denn wenn A und B nicht teilerfremd sind, dann gibt es eine Zahl C, die
Teiler von A und B ist und A ist dann, wie B, ein Vielfaches von C.
Es ist dann die Zahl D multipliziert mit C gleich A und die Zahl E
multipliziert mit C gleich B, weshalb sich D zu E verhält wie A zu B.
D und E sind dann kleinere Zahlen als A und B, die im gleichen Verhältnis
stehen, was nicht sein kann.

Deshalb haben A und B keinen gemeinsamen Teiler und sind teilerfremd,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A : B  gekürzt, dann sind  A  und  B  teilerfremd.

Sind  A  und  B  nicht teilerfremd, dann gibt es einen Teiler C, mit  D  und  E, 
so dass  C · D = A  und  C · E = B ,   wobei  D < A  und E < B, 
und es ist (C · D) : (C · E) = A : B,  somit ist  A : B  nicht gekürzt.

VII.25. [VII.23]
Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist ein Teiler der einen Zahl teilerfremd zur 
anderen.

Wenn zwei Zahlen A und B teilerfremd sind und C ein Teiler von A ist, dann,
sage ich, sind C und B teilerfremd.

Denn wenn B und C nicht teilerfremd sind, dann haben sie einen Teiler,
dieser sei D. Da D dann auch ein Teiler von C ist und C ein Teiler von A, ist
D auch Teiler von A.
Da D auch Teiler von B ist, ist D Teiler von A und B, die teilerfremd sind.

Da dies nicht möglich ist, haben C und B keinen gemeinsamen Teiler und
sind teilerfremd, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  ggT(A · n, B) = 1,  dann  ggT(A, B) = 1.  

Ist  (A · n) : B gekürzt,  dann auch  A : B.
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VII.26. [VII.24]
Sind zwei Zahlen zu einer anderen teilerfremd, dann ist auch ihr Produkt teilerfremd zu
dieser Zahl.

Wenn zwei Zahlen A und B teilerfremd zu einer Zahl C sind und A und B multipliziert D 
ergeben, dann, sage ich, sind auch C und D teilerfremd.

Denn wenn C und D nicht teilerfremd sind, dann haben sie einen
gemeinsamen Teiler, dieser sei E. Da A und C teilerfremd sind, sind
auch A und E teilerfremd. 
Ist nun D gleich oft in E aufteilbar ist wie die Zahl F in die Eins, dann
ist deshalb E multipliziert mit F gleich D. 
Dann ist das Produkt aus E und F gleich dem Produkt aus A und B und
deshalb verhält sich E zu A wie B zu F. 

Da E und A teilerfremd sind, stehen sie als kleinste in diesem Verhältnis
und sind die gleichen Teiler, die kleinere von der kleineren wie die
größere von der größeren, nämlich das Vorderglied von den Vordergliedern wie das Hinterglied
von den Hintergliedern, weshalb E Teiler von B ist und ebenso von C. 

Da B und C teilerfremd sind, ist dies nicht möglich und es gibt keinen gemeinsamen Teiler von 
C und D, deshalb sind C und D teilerfremd, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es sei   ggT(A, C) = 1   ggT(B, C) = 1   und   A · B = D 

Ist D Vielfaches von E, dann gibt es ein F, so dass     E · F = D  
und  C Vielfaches von E, dann gibt es ein m, so dass    E · m = C
dann ist  E · F = A · B 
und E : A = B : F  
und es gibt ein  n, so dass  E · n = B,
da auch E · m = C,   ist  E >1  ein gemeinsamer Teiler von B und C, 
was der Voraussetzung widerspricht.

Ist  ggT(A, C) = 1  und  ggT(B, C) = 1, dann  ggT(A · B, C) = 1.

VII.27. [VII.25]
Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist auch die Quadratzahl der einen teilerfremd zur 
anderen Zahl.

Wenn zwei Zahlen A und B teilerfremd sind und die Quadratzahl von A ist C,
dann, sage ich, sind auch B und C teilerfremd.

Es sei ein D gleich A. Da A und B teilerfremd sind, ist auch B und das
Produkt aus D und A teilerfremd. 

Da A multipliziert mit D gleich C ist, sind C und B teilerfremd, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  ggT(A, B) = 1, dann  ggT(A², B) = 1.
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VII.28. [VII.26]
Ist von zwei Zahlen jede zu einer anderen teilerfremd, dann ist das Produkt der einen 
beiden Zahlen zu dem der anderen teilerfremd.  

Wenn jede der Zahlen A und B zu zwei anderen Zahlen C und D teilerfremd
sind und das Produkt aus A und B gleich E, so wie das Produkt aus C und D
gleich F ist, dann, sage ich, sind E und F teilerfremd.

Denn wenn A und B zu C teilerfremd sind, dann ist auch das Produkt aus A
und B zu C teilerfremd. Da A mit B multipliziert E ergibt, sind E und C
teilerfremd. Aus den gleichen Gründen aus denen E und C teilerfremd sind,
sind auch E und D teilerfremd. Da C und D zu E teilerfremd sind, ist auch
das Produkt aus C und D zu E teilerfremd. 

Das Produkt aus C und D ist F, also sind E und F teilerfremd, was zu zeigen
war.

VII.29. [VII.27]
Sind zwei Zahlen teilerfremd und werden sie mit sich selbst multipliziert, dann sind die
entstehenden Zahlen teilerfremd, und werden die gegebenen Zahlen mehrfach mit sich
selbst multipliziert, dann sind alle zuletzt daraus entstehenden Zahlen teilerfremd, die 
aus der einen entstehenden zu den aus der anderen.

Wenn zwei Zahlen A und B teilerfremd sind und wenn A multipliziert mit sich gleich C und C 
multipliziert mit A gleich D, B multipliziert mit sich gleich E und E
multipliziert mit B gleich F ist, dann, sage ich, sind C und E teilerfremd,
ebenso wie D und F. 

Denn wenn A und B teilerfremd sind und A multipliziert mit sich C ergibt,
dann sind C und B teilerfremd. Da C und B teilerfremd sind und B
multipliziert mit B gleich E ist, sind C und E teilerfremd. 

Da auch A und B teilerfremd sind und B mit B multipliziert E ergibt, 
sind A und E teilerfremd. Da die beiden Zahlen A und C teilerfremd zu den
beiden Zahlen B und E sind, jede der einen mit jeder der anderen, 
ist das Produkt aus A und C teilerfremd zum Produkt aus B und E. 

Das Produkt aus A und C ist D und das Produkt aus B und E ist F, also sind
D und F teilerfremd, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann sind auch ihre Potenzen mit natürlichen Hochzahlen teilerfremd.
Ist  A : B  gekürzt, dann ist  (A : B)n  gekürzt.
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VII.30. [VII.28]
Sind zwei Zahlen teilerfremd, dann ist ihre Summe zu jeder von ihnen teilerfremd und 
ist die Summe zweier Zahlen zu einer von ihnen teilerfremd, dann sind beide 
teilerfremd.

Addiert man zwei teilerfremde Zahlen AB und BC, dann, sage ich, ist die Summe AC 
teilerfremd zu AB und BC.

Denn wenn AB und AC nicht teilerfremd sind, gibt es einen gemeinsamen
Teiler; dieser sei D. Da D Teiler von AC und AB ist, ist D auch Teiler des
Restes BC. 
D ist dann Teiler von AB und BC, was nicht möglich ist, da sie teilerfremd
sind. Deshalb haben AB und AC keinen gemeinsamen Teiler und sind
teilerfremd.
Aus den gleichen Gründen sind AC und BC teilerfremd. 
Deshalb ist AC teilerfremd zu AB und zu BC.

Sind nun AC und AB teilerfremd, dann sind, sage ich, AB und BC
teilerfremd. 
Denn sind AB und BC nicht teilerfremd, dann haben sie einen
gemeinsamen Teiler, der D sei. Da nun D Teiler von AB und BC ist, ist D
auch Teiler des ganzen AC. D ist dann Teiler von AB und AC, was nicht möglich ist, da sie 
teilerfremd sind. 

Deshalb haben AB und BC keinen gemeinsamen Teiler und sind teilerfremd, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  ggT(A, B) = 1, dann  ggT(A+B, B) = 1. 
Ist  A : B  gekürzt, dann sind auch  (A+B) : B  und  A : (A+B)  gekürzt.

VII.31. [VII.29]
Primzahlen sind teilerfremd zu den Zahlen, die nicht ihre Vielfache sind.

Wenn eine Zahl B nicht Vielfache einer Primzahl A ist, dann, sage ich, sind A und B 
teilerfremd.

Denn wenn A und B nicht teilerfremd sind, haben sie einen
gemeinsamen Teiler; dieser sei C. Da C Teiler von B ist, ist A nicht
Teiler von B und deshalb ist A ungleich C. 
Da nun C Teiler von A und B ist, ist C Teiler von A, das eine Primzahl
ist; dies ist nicht möglich. 

Deshalb haben A und B keinen gemeinsamen Teiler und sind teilerfremd, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A  Primzahl und  B  nicht Vielfaches von  A, dann ist  A : B  gekürzt.
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VII.32. [VII.30]
Ist das Produkt zweier Zahlen ein Vielfaches einer Primzahl, dann ist auch einer der 
Faktoren ein Vielfaches dieser Primzahl.

Wenn das Produkt zweier Zahlen A und B gleich C ist und C ein Vielfaches einer Zahl D ist, 
die eine Primzahl ist, dann, sage ich, ist D Teiler von A oder von B.

Denn wenn D nicht Teiler von A und Primzahl ist, dann sind A und D teilerfremd. 
Ist nun C so oft in D teilbar, wie eine Zahl E in die Eins, dann ist das Produkt aus D und E 
gleich C. 
Da A multipliziert mit B gleich C ist, ist das Produkt aus A und B gleich dem Produkt aus D 
und E. Deshalb verhält sich D zu A wie B zu E. Da D und A teilerfremd
sind und D Primzahl ist, sind D und A die kleinsten der Zahlen im
gleichen Verhältnis und da die kleinsten der Zahlen Teiler der Zahlen mit
gleichem Verhältnis sind, die größere der größeren und die kleiner der
kleineren, nämlich das Vorderglied von den Vordergliedern wie das
Hinterglied von den Hintergliedern, deshalb ist D Teiler von B.
Ist D nicht Teiler von B, dann kann auf  ähnliche Weise gezeigt werden, 
dass D Teiler von A ist.

Deshalb ist D Teiler einer der Zahlen A oder B, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist D Primzahl und  A · B : D = E,  dann ist  A · B = D · E  

und   A : D = E : B  
mit dem Proportionalitätsfaktor  n  mit    A · n = E  und  D · n = B,   womit B ein Vielfaches von D ist,

oder    B : D = E : A
mit dem Proportionalitätsfaktor  m  mit  B · m = E  und  D · m = A,  womit A ein Vielfaches von D ist.

VII.33. [VII.31]
Jedes Produkt ist das Vielfache einer Primzahl.

Ist eine gegebene Zahl A ein Produkt, dann, sage ich, ist sie das Vielfache einer Primzahl.

Denn da A ein Produkt ist, hat A einen Teiler. Dieser sei B. 

Ist B eine Primzahl, so hat sich das Behauptete ergeben. 

Ist die Zahl B ein Produkt, so hat sie einen Teiler, dieser sei C. 
Da C Teiler von B ist und B Teiler von A ist C auch Teiler von A.

Ist C eine Primzahl, so hat sich das Behauptete ergeben. Ist die Zahl C ein Produkt, so wird 
durch Wiederholung der vorigen Überlegung schließlich eine Primzahl gefunden werden, deren 
Vielfache A ist. Denn würde sie nicht gefunden werden, würde ohne Ende immer eine Zahl 
eine andere Zahl als Teiler haben, was bei gegebenen Zahlen nicht möglich ist. 

Deshalb ist ein Produkt das Vielfache einer Primzahl, was zu zeigen war.
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VII.34. [VII.32]
Jede Zahl ist selbst Primzahl oder ist das Vielfache einer Primzahl.

Ist eine Zahl A gegeben, dann, sage ich, ist A entweder selbst Primzahl oder ist das Vielfache 
einer Primzahl.

Denn ist A eine Primzahl, dann hat sich das Behauptete ergeben. 
Ist aber A ein Produkt, dann hat A eine Primzahl als Teiler.

Deshalb ist jede Zahl selbst Primzahl oder ist das Vielfache einer Primzahl, was zu zeigen war.

VII.35. [VII.33]
Zu beliebigen Zahlen die kleinsten finden, die im gleichen Verhältnis stehen.

Zu beliebigen Zahlen A, B und C sollen nun die kleinsten Zahlen gefunden werden, die im 
gleichen Verhältnis stehen wie A, B und C.

A, B und C sind entweder teilerfremd oder haben einen gemeinsamen Teiler. 
Sind A, B und C teilerfremd, dann sind sie die kleinsten Zahlen, die in diesem Verhältnis 
stehen.

Haben A, B und C einen gemeinsamen Teiler, dann ist der größte gemeinsame Teiler D ein 
Teiler von A, B und C. Es seien nun E, F und G so oft in die Eins aufzuteilen wie A, B und C 
in D. Dann sind A, B und C so oft in E, F und G aufzuteilen wie D in die Eins. 
Deshalb sind A, B und C gleich oft in E, F und G aufteilbar und stehen deshalb im gleichen 
Verhältnis wie A, B und C.

Dann, sage ich, sind E, F und G die kleinsten dieser Zahlen.
Denn sind sie nicht die kleinsten, dann stehen kleinere Zahlen als E, F und G im gleichen 
Verhältnis wie A, B und C. Es seien dies H, K und L.
Dann ist A so oft in H aufteilbar wie B in K und C in L. So oft A
in H aufteilbar ist, so oft sei M in die Eins aufteilbar. Es sind dann
B so oft in K und C in L aufteilbar wie M in die Eins.
Dann ist A so oft in M aufteilbar wie H in die Eins, deshalb sind
auch B in M und C in M so oft aufteilbar wie K und L in die Eins.

Es ist dann M gemeinsamer Teiler von A, B und C.
Da A so oft in H aufteilbar ist wie M in die Eins, ist H
multipliziert mit M gleich A. Aus gleichen Gründen ist E
multipliziert mit D gleich A.

Deshalb ist das Produkt aus E und D gleich dem Produkt aus H
und M. 
Es verhält sich dann E zu H wie M zu D. 
Da E größer ist als H, ist M größer als D. 
Der gemeinsame Teiler M von A, B und C ist dann größer als D,
was nicht möglich ist, denn D ist nach Voraussetzung der größte gemeinsame Teiler von A, B 
und C.
Es stehen dann keine Zahlen kleiner als E, F und G im gleichen Verhältnis wie A, B und C.

Deshalb sind E, F und G die kleinsten Zahlen, die im gleichen Verhältnis stehen wie A, B und 
C, was zu zeigen war.
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Anmerkung:

Zu  A : B  und  B : C  sind die gekürzten Verhältnisse zu suchen. 

Es sind A, B und C teilerfremd oder nicht.

Gibt es keinen gemeinsamen Teiler, kann nicht gekürzt werden und  A : B  und B : C  sind in 
kleinstmöglichen Zahlen dargestellt.

Gibt es einen gemeinsamen Teiler, dann können  A : B  und  B : C  mit dem  ggT(A, B, C)  gekürzt 
werden; sie können nicht weiter gekürzt werden, 
denn  A : ggT(A, B, C),  B : ggT(A, B, C)  und  C : ggT(A, B, C)  haben keinen gemeinsamen Teiler und 
sind in kleinstmöglichen natürlichen Zahlen dargestellt.

VII.36. [VII.34]
Zu zwei Zahlen die kleinste Zahl finden, die ihr gemeinsames Vielfaches ist.

Zu zwei gegebenen Zahlen A und B soll nun die kleinste Zahl gefunden werden, die ihr 
gemeinsames Vielfaches ist. A und B sind teilerfremd oder nicht.

Sind A und B teilerfremd, dann sei das Produkt aus A und B gleich C. 
Da A multipliziert mit B gleich C ist, sind A und B Teiler von C und dann, sage ich, ist C die 
kleinste Zahl, deren Teiler sie sind.

Denn ist sie dies nicht, dann gibt es eine andere Zahl kleiner als C, deren
Teiler sie sind. 
Seien sie Teiler von D. So oft D in A aufgeteilt werden kann, so oft sei die
Zahl E in die Eins aufteilbar und so oft D in B aufgeteilt werden kann, so oft
sei die Zahl F in die Eins aufteilbar.
Es ist A multipliziert mit E gleich D und B multipliziert mit F gleich D und
damit ist das Produkt aus A und E gleich dem Produkt aus B und F. 
Deshalb verhält sich A zu B wie F zu E.

Da A und B teilerfremd sind, teilerfremde Zahlen aber die kleinsten der
Zahlen sind, die im gleichen Verhältnis stehen und die kleinere Zahl Teiler der kleineren ist wie 
die größere Zahl der größeren, deshalb ist B Teiler von E.
Da A multipliziert mit B gleich C ist und A multipliziert mit E gleich D, verhält sich B zu E wie 
C zu D. Da B Teiler von E ist, ist auch C Teiler von D, die kleinere Zahl von der größeren, was 
nicht möglich ist. Da nun A und B nicht Teiler einer kleineren Zahl als C
sind, ist C die kleinste Zahl, die ihr Vielfaches ist.
Sind A und B nicht teilerfremd und sind F und E die kleinsten Zahlen, die
im gleichen Verhältnis stehen wie A und B, dann ist das Produkt aus A und
E gleich dem Produkt aus B und F. 

Da A multipliziert mit E gleich C ist und B multipliziert mit F gleich C ist,
sind A und B Teiler von C und dann, sage ich, ist C die kleinste Zahl, die ihr
Vielfaches ist. Denn ist sie dies nicht, dann sind A und B Teiler einer
anderen Zahl kleiner als C. Seien sie Teiler von D. 

So oft D in A aufgeteilt werden kann, so oft sei die Zahl G in die Eins
aufteilbar und so oft D in B aufgeteilt werden kann, so oft sei die Zahl H in
die Eins aufteilbar. Es ist A multipliziert mit G gleich D und B multipliziert
mit H gleich D und damit ist das Produkt aus A und G gleich dem Produkt
aus B und H.  Deshalb verhält sich A zu B wie H zu G. 
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Da sich A zu B verhält wie F zu E, verhält sich F zu E wie H zu G. Es sind F und E die 
kleinsten der Zahlen, die im gleichen Verhältnis stehen und da die kleinere Zahl Teiler der 
kleineren ist wie die größere Zahl Teiler der größeren, deshalb ist E Teiler von G.

Da A multipliziert mit E gleich C ist und A multipliziert mit G gleich D ist, verhält sich E zu G 
wie C zu D. Da E Teiler von G ist, ist auch C Teiler von D, die kleinere Zahl von der größeren, 
was nicht möglich ist.

Da nun A und B nicht Teiler einer kleineren Zahl als C sind,  ist C die kleinste Zahl, die ihr 
gemeinsames Vielfaches ist, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind A und B teilerfremd, somit  ggT(A, B) = 1, 
dann ist  A · B  das kleinste gemeinsame Vielfache von A und B,  kgV(A, B) = A · B.

Ist  ggT(A, B) > 1, dann sind  A  und  B : ggT(A, B), sowie
           B  und  A : ggT(A, B)  teilerfremd, damit ist  kgV(A, B) = A · B : ggT(A, B).

VII.37. [VII.35]
Sind zwei Zahlen Teiler einer anderen, dann ist auch die kleinste Zahl, die ihr 
gemeinsames Vielfaches ist, Teiler dieser Zahl.

Wenn zwei Zahlen A und B Teiler einer Zahl CD sind und E die kleinste Zahl ist, die ihr 
gemeinsames Vielfaches ist, dann, sage ich, ist E auch Teiler von CD.

Denn wenn E nicht Teiler von CD ist, dann ist E Teiler von CF und es
bleibt von CD der Rest FD, der kleiner als E ist.
Da A und B Teiler von E sind und E Teiler von CF ist, sind A und B auch
Teiler von CF. Da A und B Teiler der ganzen CD sind, sind A und B auch
Teiler vom Rest FD, der kleiner als E ist, was nicht möglich ist.

Dass es nicht Teiler von CD ist, trifft für E nicht zu, 
deshalb ist E Teiler von CD, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Das Vielfache zweier Zahlen  A  und  B  ist auch ein Vielfaches des  kgV(A, B).

VII.38. [VII.36]
Die kleinste Zahl finden, die gemeinsames Vielfaches dreier Zahlen ist.

Zu drei Zahlen A, B, C soll die kleinste Zahl gefunden werden, die ihr Vielfaches ist.
Das kleinste gemeinsame Vielfache D von A und B, ist auch das Vielfache von C oder nicht.

Ist D das Vielfache von C, dann, da auch Vielfaches von A und B, ist D Vielfaches von A, B 
und C und dann, sage ich, auch das kleinste Vielfache. Denn wenn nicht, ist eine kleinere Zahl 
als D Vielfaches von A, B und C; diese sei E.

Da dann E das Vielfache von A, B und C ist, ist E das Vielfache von A und B und des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen von A und B.
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Es ist aber D das kleinste gemeinsame Vielfache von A und B, die kleinere Zahl Vielfache von 
der größeren, was nicht möglich ist. Deshalb ist keine kleinere Zahl als D Vielfaches von A, B 
und C. Also ist dann D das kleinste gemeinsame Vielfache von A, B und C.

Ist aber D nicht Vielfaches von C, dann sei E das kleinste gemeinsame Vielfache von C und D. 
Da D Vielfaches von A und B ist und E Vielfaches von D, ist E auch
Vielfaches von A und B. Es ist aber E auch Vielfaches von C und ist
deshalb Vielfaches von A, B und C und dann, sage ich, auch kleinstes
Vielfaches. 
Denn wenn nicht, ist eine kleinere Zahl als E Vielfaches von A, B und C;
diese sei F. Da dann F Vielfaches von A, B und C ist, ist F Vielfaches
von A und B und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von A und B. 
Es ist D das kleinste gemeinsame Vielfache von A und B, deshalb ist F
Vielfaches von D. 
Da F auch Vielfaches von C ist, ist F Vielfaches von C und D und
Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von C und D. 
Es ist aber E das kleinste Vielfache von C und D, deshalb ist F Vielfaches von E, die kleinere 
Zahl Vielfaches der größeren, was nicht möglich ist. 

Deshalb ist keine kleinere Zahl als E Vielfaches von A, B, C. 
Also ist dann E das kleinste gemeinsame Vielfache von A, B, C, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Das kleinste gemeinsame Vielfache von A, B, C ist   kgV(A, B, C) =  kgV(kgV(A, B), C). 

VII.39. [VII.37]
Der Teiler einer gegebenen Zahl ist Nenner eines Teils der Zahl, der ein Teiler der Zahl
ist.

Wenn die Zahl A das Vielfache der Zahl B ist, dann, sage ich, hat A einen Teiler gleich dem Teil
von A mit dem Nenner B.

Denn so oft A in B aufgeteilt werden kann, so oft ist die Zahl C in die Eins
aufteilbar. 
Ist D gleich Eins, dann ist C so oft das Vielfache von D wie A von B.
Es ist dann auch B ein Vielfaches von D wie A von C. 
D ist dann der gleiche Teil von B wie C von A. Es ist aber D der Teil von B
mit dem Nenner B und deshalb auch C der Teil von A mit dem Nenner B.

Also ist C ein Teiler von A und gleich dem Teil von A mit dem Nenner B, was
zu zeigen war.

Anmerkung:

Beispiel: 

Der Teiler 4 von 24  ist Nenner des Stammbruchs 1/4 vom Ganzen, der gleich dem Teiler 6 von 24 ist.

Sind A, B, C natürliche Zahlen und ist  A = B · C, dann ist B ein Teiler von A.

Es ist  C = A / B,  also ist  B  Nenner eines Teils von  A, nämlich von C.
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VII.40. [VII.38]
Der Teil einer Zahl hat einen Nenner, dessen Vielfaches die Zahl ist.

Wenn der beliebige Teil B einer Zahl A den Nenner C hat, dann, sage ich, ist
A Vielfache von C.

Denn, da B ein Teil der Zahl A ist mit dem Nenner C, ist D, die gleich der
Eins ist, so oft Teil von C wie B von A. Deshalb ist C Vielfache von D wie
A von B und deshalb ist auch B so oft Vielfache von D wie A von C.

Also ist A Vielfache von C, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  (1 / C) · A = B  ein Teil von A mit dem Nenner C, dann ist  A = B · C, also ist  A  Vielfache von  C.

Der Nenner des Teils einer Zahl ist Teiler der Zahl.

VII.41. [VII.39]
Den kleinsten gemeinsamen Nenner von Teilen gegebener Zahlen finden.

Es seien drei Teile A, B und C gegeben und es soll der kleinste Nenner gefunden werden, den 
A, B und C gemeinsam haben können.

Sind D, E und F die Nenner der Teile von A, B und C, dann sei G das kleinste gemeinsame 
Vielfache von D, E und F. 
G ist dann Vielfache von D, E und F, die Nenner der Teile A, B
und C sind, also ist G Nenner der Teile A, B und C und ist dann,
sage ich, der kleinste gemeinsame Nenner.

Denn ist er es nicht, gibt es einen Nenner H der Teile A, B und C,
der kleiner ist.
Da H dann Nenner der Teile A, B und C ist, ist H dann Vielfache
der Nenner von A, B und C. Da D, E und F die Nenner der Teile
A, B und C sind, ist H dann das Vielfache von D, E und F. 
Da deren kleinste gemeinsame Vielfache aber G ist, ist dies nicht möglich.

Deshalb gibt es keinen kleineren gemeinsamen Nenner der Teile A, B, C als G, was zu zeigen 
war.

Anmerkung:

Sind A = 1 / D,   B = 1 / E,   C = 1 / F

und ist G = kgV(D, E, F),  dann ist   G / m1 = D,   G / m2 = E,   G / m3 = F
mit dem kleinsten gemeinsamen Nenner G von A, B und C

A = m1 / G,    B = m2 / G,    C = m3 / G.
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Euklid Stoicheia.  Buch VIII.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

VIII.1.
Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind die erste und letzte 
Zahl teilerfremd, dann sind sie die kleinsten unter denen, die im gleichen Verhältnis 
wie sie stehen.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen
und A und D teilerfremd sind, dann, sage ich, sind die Zahlen A, B, C,
D die kleinsten unter denen, die im gleichen Verhältnis wie sie
stehen.Denn sind sie dies nicht, dann stehen andere Zahlen E, F, G, H,
die kleiner als A, B, C, D sind, im gleichen Verhältnis wie diese, weshalb
sich A zu D wie E zu H verhält. 

A und D sind teilerfremd und teilerfremde Zahlen sind die kleinsten
unter denen, die im gleichen Verhältnis stehen und deren gleiche Teiler
sie sind, die kleinere von den kleineren wie die größere von den
größeren, nämlich das Vorderglied von den Vordergliedern und das Hinterglied von den 
Hintergliedern. Dann ist E Vielfache von A, die kleinere von der größeren, was nicht möglich 
ist. 
Also sind die Zahlen E, F, G, H,  nicht kleiner als A, B, C, D.

Deshalb sind A, B, C, D die kleinsten Zahlen unter denen, die im gleichen Verhältnis stehen, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist in     A : B = B : C = C : D,  wobei A, B, C, D natürliche Zahlen sind,  A und D  teilerfremd, 
dann sind  A, B, C, D  die kleinsten Zahlen, mit denen diese fortlaufende Proportion darstellbar ist .

Da      B = A · q   und   C = B · q,  somit  D = C · q,  
ist        C = A · q² 
und     D = A · q³ und es liegt mit  A, B, C, D  eine geometrische Folge vor.
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VIII.2.
Die kleinsten Zahlen finden, die in einem vorgegebenen Verhältnis stehen.

Ist das Verhältnis in kleinsten Zahlen A zu B gegeben, dann sollen weitere kleinstmögliche 
Zahlen gefunden werden, die im diesem Verhältnis stehen. 

Es sollen nun vier Zahlen gefunden werden, die im gegebenen Verhältnis stehen. 
Es sei A mit sich multipliziert C, A multipliziert mit B gleich D, B mit sich multipliziert E, 
A multipliziert mit C gleich F, A multipliziert mit D gleich G, A multipliziert mit E gleich H, 
B multipliziert mit E gleich K.

Da A mit sich multipliziert C ergibt und A multipliziert mit B gleich D, verhält sich A zu B wie 
C zu D. Da nun A multipliziert mit B gleich D ist und B multipliziert mit sich E, also A und B 
mit B multipliziert D und E ergeben, verhält sich A zu B wie D zu E. 
Also verhält sich C zu D wie D zu E und diese wie A zu B.
Da A multipliziert mit C gleich F ist, A multipliziert mit D gleich G, verhält sich C zu D wie F 
zu G. Da sich C zu D wie A zu B verhält, verhält sich F zu G wie A zu B. 
Da A multipliziert mit D gleich G ist und A multipliziert mit E gleich H, verhält sich D zu E 
wie G zu H. Da sich D zu E verhält wie A zu B, verhält sich G zu H wie A zu B. 
Da aber A multipliziert mit E gleich H ist und B multipliziert mit E gleich
K, verhält sich H zu K wie A zu B. Also verhalten sich F zu G wie G zu
H und wie H zu K und diese wie A zu B.
Die Zahlen C, D, E, so wie F, G, H, K stehen also in Proportion wie 
A zu B, und, sage ich, sind auch die kleinsten.
Da A und B die kleinsten Zahlen sind, die in ihrem Verhältnis stehen,
sind sie teilerfremd. 
Da A und B mit sich multipliziert C und E ergeben, diese mit ihnen
multipliziert F und K ergeben, sind C und E, sowie F und K teilerfremd. 
Es sind Zahlen in Proportion, deren erste und letzte teilerfremd sind,
auch die kleinsten, die im gleichen Verhältnis stehen. 

Deshalb sind C, D, E, wie auch F, G, H, K die kleinsten Zahlen, die im
gleichen Verhältnis stehen wie A und B, was zu zeigen war.

Zusatz:  Offensichtlich sind bei drei kleinsten Zahlen in fortlaufend gleicher 
Proportion, die erste und die letzte Zahl die Quadratzahlen des Vorderglieds und des 
Hinterglieds der Proportion, jedoch bei vier Zahlen die Kubikzahlen.

Anmerkung:

Mit  B = A · q,  wobei  A / B  gekürzt, ist die Entwicklung der geometrischen Folge mit dem Faktor  q:

         C = A · A = A²              D = A · A · q               E = A · A · q · q = (A · q)²

F = A · A · A = A³         G = A · A · A · q         H = A · A · A · q · q              K = A · A · A · q · q · q = (A · q)³
. . .

Damit sind die gesuchten Zahlen bei gegebenen  A  und  B: 

                  A²   A · B                    B²

                    A³               A² · B                    A · B²                B³               
   . . .

Die n-ten Potenzen natürlicher Zahlen bilden mit n-1 eingefügten Zahlen eine geometrische Folge.
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VIII.3.
Stehen mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und sind sie die kleinsten 
unter denen, die in diesem Verhältnis stehen, dann sind die erste und die letzte Zahl 
teilerfremd.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und sind die kleinsten 
unter den Zahlen im gleichen Verhältnis, dann, sage ich, sind A und D teilerfremd.

Zu zwei kleinsten Zahlen E und F im gleichen Verhältnis der Zahlen 
A, B, C, D sind die drei kleinste Zahlen G, H, K im gleichen Verhältnis
aufzusuchen und darauf  weitere, bis die Anzahl der vorgegebenen Zahlen,
A, B, C, D, erreicht ist. 
Es seien L, M, N, O diese Zahlen, die in gleichem Verhältnis stehen wie E
und F, die als kleinste Zahlen in diesem Verhältnis teilerfremd sind. 
Da E mit sich multipliziert G ist, F mit sich multipliziert K ist, 
E mit G multipliziert L ist und F mit K multipliziert O ist, 
sind G und K und auch L und O teilerfremd.
Da A, B, C, D die kleinsten der Zahlen sind, derer die im gleichen Verhältnis
stehen und auch L, M, N, O die kleinsten der Zahlen sind, die im gleichen
Verhältnis stehen wie A, B, C, D, auch die Anzahl der Zahlen jeweils gleich
ist, deshalb ist A gleich L und D gleich O. 

Wie L und O sind deshalb auch A und D teilerfremd, was zu zeigen war.

VIII.4.
Zu den kleinsten Zahlen in mehreren beliebigen Verhältnissen die kleinsten Zahlen 
finden, die in fortlaufender Proportion in den gegebenen Verhältnissen stehen.

Es seien die Verhältnisse A zu B, C zu D und E zu F in kleinstmöglichen Zahlen gegeben und 
es sind die kleinsten Zahlen aufzusuchen, die in fortlaufender Proportion in den gegebenen 
Verhältnissen stehen. 

Es sei G das kleinste gemeinsame Vielfache von B und C, auch H
gleich oft Vielfache von A wie G von B und auch K gleich oft
Vielfache von D wie G von C. 
Es ist nun K Vielfache von E oder nicht. 

Zunächst sei K Vielfache von E ebenso oft wie L von F. 
Da H so oft Vielfache von A ist wie G von B, verhält 
sich A zu B wie H zu G. Aus den gleichen Gründen verhält sich 
C zu D wie G zu K und verhält sich auch E zu F wie K zu L. 
Deshalb stehen die Zahlen H, G, K, L aufeinander folgend in den
Verhältnissen wie A zu B, C zu D und E zu F und sie sind, sage ich,
auch die kleinsten. Denn sind nicht H, G, K, L die kleinsten dieser
Zahlen, dann stehen kleinere, N, O, P, Q, aufeinander folgend in den Verhältnissen A zu B, C 
zu D und E zu F. A verhält sich dann zu B wie N zu O. 

A und B sind aber die kleinsten Zahlen in diesem Verhältnis und sind Teiler der Zahlen im 
gleichen Verhältnis, die kleinere von den kleineren, die größere von den größeren, nämlich das 
Vorderglied von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den Hintergliedern, weshalb O 
Vielfache von B und auch von C ist. 
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Da G das kleinste gemeinsame Vielfache von B und C ist, ist O auch Vielfache von G, die 
kleinere von der größeren, was nicht möglich ist. 
Deshalb stehen keine kleineren Zahlen als H, G, K, L aufeinander folgend in den Verhältnissen 
wie A zu B, C zu D und E zu F.

Ist nun K nicht Vielfache von E, so sei M das kleinste gemeinsame Vielfache von E und K.
So oft M Vielfache von K ist, so oft sei N Vielfache von H und O Vielfache von G. 
Auch sei P so oft Vielfache von F wie M Vielfache ist von E. Es verhält sich dann H zu G wie 
N zu O und, da sich A zu B verhält wie H zu G, verhält sich A zu B wie N zu O. Aus den 
gleichen Gründen verhält sich C zu D wie O zu M und verhält sich E zu F wie M zu P. 
Also stehen die Zahlen N, O, M, P aufeinander folgend in den Verhältnissen wie A zu B, C zu 
D und E zu F und sie sind, sage ich, auch die kleinsten.

Denn wenn nicht N, O, M, P die kleinsten dieser Zahlen sind, dann stehen kleinere, Q, R, S, T, 
aufeinander folgend in den Verhältnissen wie A zu B, C zu D und E zu F. 
Es verhält sich dann A zu B wie Q zu R. 
A und B sind aber die kleinsten Zahlen in diesem Verhältnis und 
sind Teiler der Zahlen im gleichen Verhältnis, die kleinere von den
kleineren, die größere von den größeren, nämlich das Vorderglied
von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den Hintergliedern,
weshalb R Vielfache von B und auch von C ist.  

Da G die kleinste gemeinsame Vielfache von B und C ist, ist R auch
Vielfache von G. Es verhält sich dann G zu R wie K zu S und S ist
dann Vielfache von K und auch von E. Da M das kleinste
gemeinsame Vielfache von E und K ist, ist S auch Vielfache von M,
die kleinere von der größeren, was nicht möglich ist. 
Also stehen keine kleineren Zahlen als N, O, M, P aufeinander
folgend in den Verhältnissen wie A zu B, C zu D und E zu F.

Deshalb sind N, O, M, P die kleinsten Zahlen, die in fortlaufender
Proportion in den Verhältnissen wie A zu B, C zu D und E zu F
stehen, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Zu den mit   A : B,   C : D,   E : F   gegebenen unterschiedlichen Verhältnissen ist  

N : O : M : P    mit    A : B = N : O,    C : D = O : M,    E : F = M : P   

die dazu gehörende fortlaufende, nicht fortlaufend gleiche, Proportion.

Euklidischer Algorithmus zur Fortsetzung einer fortlaufenden Proportion:

Ein Verhältnis oder eine fortlaufende Proportion  V = A : ... F  wird mit einem weiteren Verhältnis  G : H 
fortgesetzt, indem  V · kgV(F, G) / F  ins Verhältnis zu  H · kgV(F, G) / G gesetzt wird.

Beispiele:

4 : 5  wird mit  2 : 3  fortgesetzt, wobei  kgV(5, 2) = 10,  indem  (4 : 5) · 10 / 5  ins Verhältnis zu  3 · 10 / 2 
gesetzt wird und erhält so   8 : 10 : 15.

8 : 10 :15  wird mit  4 : 3  fortgesetzt, wobei  kgV(15, 4) = 60,  indem  (8 : 10 : 15) · 60 / 15  ins Verhältnis 
zu   3 · 60 / 4   gesetzt wird und erhält so   32 : 40 : 60 : 45.  



VIII.5.
Das Verhältnis zweier Produkte ist gleich den multiplizierten Verhältnissen ihrer 
Faktoren.

Wenn ein Produkt A die Faktoren C und D hat und ein anderes Produkt B die Faktoren E und 
F, dann, sage ich, ist das Verhältnis der Produkte A zu B gleich den multiplizierten 
Verhältnissen der Faktoren, also von C zu E mit D zu F.

Denn sind die zu den beiden Verhältnissen C zu E und D zu F kleinsten
Zahlen aufeinander folgend in den gleichen Verhältnissen G, H, K, dann
verhält sich C zu E wie G zu H und verhält sich D zu F wie H zu K. 

Es sei D multipliziert mit E gleich L. Da D multipliziert mit C gleich A
ist, verhält sich C zu E wie A zu L. Aber C verhält sich zu E wie G zu H,
deshalb verhält sich G zu H wie A zu L.
Da D multipliziert mit E gleich L ist und F multipliziert mit E gleich B,
verhält sich D zu F wie L zu B. Da sich D zu F verhält wie H zu K,
verhält sich H zu K wie L zu B.
Da zeigt wurde, dass sich G zu H verhält wie A zu L, verhält sich G zu
K wie A zu B und dann auch G zu K wie das Produkt aus den
Verhältnissen C zu E mit D zu F.

Deshalb verhält sich A zu B wie das Produkt aus den Verhältnissen C zu
E mit D zu F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind die Produkte       A = C · D  und      B = E · F   

dann stehen die Seiten von A und B  in den Verhältnissen  C : E  und  D : F.

Zu  C : E und D : F  sei (Satz VIII.4.) die fortlaufende Proportion  G : H : K.  

Ist  E · D = L  und da  D · C = A  ist  C : E = A : L  und, da  C : E = G : H, ist  G : H = A : L.
da  E · D = L  und       E · F = B   ist  D : F = L : B  und, da  D : F = H : K,  ist  H : K = L : B   
und   G : H : K = A : L : B
also  G : K = A : B.

Da  G : K = (C : E) · (D : F)
ist  A : B = (C : E) · (D : F).
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VIII.6.
Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die zweite keine Vielfache 
der ersten, ist keine Zahl Vielfache einer der anderen.

Wenn von Zahlen A, B, C, D, E, in fortlaufend gleicher Proportion, die zweite, B, nicht 
Vielfache der ersten, A, ist, dann, sage ich, ist keine der Zahlen Vielfache einer der anderen.

Offensichtlich ist keine der Zahlen A, B, C, D, E Vielfache einer der ihr unmittelbar 
vorhergehenden. Wenn B nicht Vielfache von A ist, dann, sage ich, ist auch keine der anderen 
Zahlen Vielfache von A.
Ist aber C Vielfache von A und sind die kleinsten Zahlen im
gleichen Verhältnis der A, B, C die Zahlen F, G, H, dann stehen
auch jeweils die ersten mit den letzten davon im gleichen
Verhältnis und es verhält sich A zu C wie F zu H. 
Da B nicht Vielfache von A ist, ist auch G nicht Vielfache von F.
F ist aber nicht die Eins, denn jede Zahl ist Vielfache von Eins. 
F und H sind teilerfremd. F verhält sich zu H wie A zu C,
deshalb ist C nicht Vielfache von A.

Entsprechend kann gezeigt werden, dass dann keine der Zahlen Vielfache einer der anderen ist,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Es ist  B = A · n,  damit   C = A · n2,   D = A  · n3,   E = A · n4

und es liegt mit  A, B, C, D, E  eine geometrische Folge natürlicher Zahlen vor.

Ist  n  keine natürliche Zahl, dann ist  B  keine Vielfache von  A, folglich auch nicht  C, D und E.

Ist eines der Folgenglieder einer geometrischen Folge natürlicher Zahlen nicht Vielfache eines anderen 
Folgenglieds, ist keines der Folgenglieder Vielfache eines anderen Folgenglieds.

VIII.7.
Ist von mehreren Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion die letzte Zahl Vielfache der
ersten, dann ist auch die zweite Zahl Vielfache der ersten.

Wenn von Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion, A, B, C, D, die letzte Zahl, D, Vielfache 
der ersten, A, ist, dann, sage ich, ist auch B Vielfache von A.

Denn wenn B nicht Vielfache von A ist, ist keine Zahl Vielfache einer
der anderen. Diesem widersprechend ist B Vielfache von A.

Deshalb ist B Vielfache von A, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A, B, C, D  eine geometrische Folge natürlicher Zahlen, 
dann ist  B = A · q   und   C = A · q2,   D = A  · q3.  

Wäre q keine natürliche Zahl, dann (Satz VIII.6.) wäre auch D keine natürliche Zahl. 
Da D eine natürliche Zahl ist, muss q eine natürliche Zahl sein und B Vielfache von A.

Ist in einer geometrischen Folge natürlicher Zahlen, das letzte Folgenglied Vielfache des ersten, dann 
sind alle Folgenglieder Vielfache des ersten.
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VIII.8.
Können zwei Zahlen durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden, dann können ebenso viele Zahlen zwischen zwei andere 
Zahlen, die im gleichen Verhältnis stehen, eingefügt und zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden.

Wenn zwei Zahlen A und B durch Einfügen zweier Zahlen C und D zu einer fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt werden können und die Zahlen E und F im gleichen Verhältnis 
stehen wie A und B, dann, sage ich, so wie A und B mit den eingefügten Zahlen, so stehen auch
E und F mit ebenso vielen eingefügten Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion.

Denn sind zu den Zahlen A, C, D, B die kleinsten Zahlen im gleichen Verhältnis die Zahlen 
G, H, K, L, dann sind G und L teilerfremd. 
Es verhält sich dann A zu B wie G zu L und weil sich A zu B verhält wie E zu F, verhält sich 
auch G zu L wie E zu F. 
Da G und L teilerfremd sind und die kleinsten Zahlen unter denen im
gleichen Verhältnis, sind sie Teiler der Zahlen im gleichen Verhältnis,
die kleinere von den kleineren, die größere von den größeren, nämlich
das Vorderglied von den Vordergliedern wie das Hinterglied von den
Hintergliedern und deshalb ist E so oft Vielfache von G wie F von L.
Ebenso oft sei nun M ebenso oft Vielfache von H und N ebenso oft
Vielfache von K. 
Es sind dann E, M, N, F gleich oft Vielfache von G, H, K, L. 
Da dann E, M, N, F im gleichen Verhältnis stehen wie G, H, K, L,
stehen sie auch im gleichen Verhältnis wie A, B, C, D.

Deshalb können so wie A und B auch E und F durch Einfügen gleich
vieler Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist gegeben   A : B = E : F,   A : C : D : B  =  G : H : K : L,   G / L gekürzt,

dann  E : F = G : L  und es gibt ein n (Satz VII.22.), so dass G · n = E  und  L · n = F.

Ist  H · n = M  und  K · n = N,  dann  E : M : N : F = G : H : K : L = A : C : D : B

Können zwei Zahlen zu einer geometrischen Folge ergänzt werden, dann können auch Zahlenpaare, die 
zu ihnen in Proportion stehen, zu einer gleich langen geometrischen Folge ergänzt werden .
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VIII.9.
Können zwei teilerfremde Zahlen durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt werden, dann kann mit ebenso vielen Zahlen die Eins und 
jede der beiden Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden.

Wenn zwei teilerfremde Zahlen A und B durch Einfügen zweier Zahlen C und D zu einer 
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden können und E die Eins ist, dann, sage ich, mit 
so vielen Zahlen wie A und B zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden kann, 
mit ebenso viele Zahlen können jeweils A, B und E zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
ergänzt werden.

Denn nimmt man zu den Zahlen A, C, D, B die zwei kleinsten Zahlen
im gleichen Verhältnis F und G und daraus die drei kleinsten Zahlen H,
K, L und daraus weitere bis man schließlich so viele Zahlen wie in A,
C, D, B erhält, nämlich M, N, O, P, dann ist F multipliziert mit sich
gleich H, 
F multipliziert mit H gleich M, G multipliziert mit sich gleich L und 
G multipliziert mit L gleich P.

Da dann M, N, O, P wie auch A, C, D, B die kleinsten Zahlen im
Verhältnis wie F zu G sind und die einen und die anderen die gleiche
Anzahl haben, ist jede einzelne je einer der andern gleich, 
also ist M gleich A und P gleich B. 
Da F multipliziert mit sich gleich H ist, verhält sich E zu F wie F zu H. 
Da F multipliziert mit H gleich M ist, verhält sich E zu F wie H zu M.
Da gezeigt wurde, dass sich E zu F verhält wie F zu H, verhält sich
dann 
E zu F wie F zu H und wie H zu M. M aber ist gleich A, 
also stehen E, F, H, A in einer fortgesetzt gleichen Proportion. 

Aus den gleichen Gründen verhält sich E zu G wie G zu L und wie L
zu B und es stehen auch E, G, L, B in einer fortgesetzt gleichen Proportion.

Deshalb können A und Eins und auch B und Eins durch ebenso viele Zahlen zu einer 
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden wie A und B, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gegeben  A : C : D : B,  wobei   A / B   gekürzt,  E = 1.

Ist  A : C = F : G, wobei  F / G  gekürzt,  

dann gibt es zu  F : G  (Satz VIII.2.) die geometrischen Reihen  H : K : L  und  M : N : O : P,

dadurch ist   F · F = H,  F · H = M,  G · G = L,  G · L = P.

Da auch  M / P  gekürzt, ist A = M  und  B = P.

Da   E : F = F : H    und   F : H = H : M   ist   E : F : H : M = 1 : F : H : A.

Da   E : G = G : L   und   G : L = L : P     ist   E : G : L : P  = 1 : G : L : B.  
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VIII.10.
Kann jede von zwei Zahlen und die Eins durch Einfügen weiterer Zahlen zu einer 
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden, dann können die beiden Zahlen durch 
Einfügen ebenso vieler Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt 
werden.

Wenn die beiden Zahlen A und B und die Eins, die C sei, mit D, E und mit F, G zu fortlaufend 
gleichen Proportionen ergänzt werden können, dann, sage ich, können A und B mit ebenso 
vielen Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden.

Denn ist D multipliziert mit F gleich H, D multipliziert H gleich K, und F multipliziert mit H 
gleich L und verhält sich C zu D wie D zu E, dann ist D so oft
Vielfache von C wie E von D. 

E ergibt sich deshalb aus D multipliziert mit sich. 

Da sich C zu D verhält wie E zu A, ist D so oft Vielfache von C wie A
von E und es ergibt sich A aus D multipliziert mit E.

Aus den gleichen Gründen ist F multipliziert mit sich gleich G und F
multipliziert mit G gleich B. Da D multipliziert mit sich gleich E und 

D multipliziert mit F gleich H, verhält sich D zu F wie E zu H. 

Aus den gleichen Gründen verhält sich D zu F wie H zu G, 

deshalb auch E zu H wie H zu G.

Da nun D multipliziert mit E gleich A und 

D multipliziert mit H gleich K ist, verhält sich E zu H wie A zu K. 

Da sich E zu H verhält wie D zu F, verhält sich D zu F wie A zu K.

Da D multipliziert mit H gleich K und F multipliziert mit H gleich L
ist, verhält sich D zu F wie K zu L. Da sich D zu F verhält wie A zu K,
verhält sich A zu K wie K zu L.

Da F multipliziert mit H gleich L und F multipliziert mit G gleich B ist, verhält sich H zu G wie
L zu B. Da sich H zu G verhält wie D zu F, verhält sich D zu F wie L zu B.

Da, wie gezeigt, dass sich D zu F verhält wie A zu K und K zu L, verhält sich auch A zu K wie 
K zu L und wie L zu B, 
womit A, K, L, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen.

Deshalb können mit ebenso viel Zahlen wie A und B mit der Eins zu einer fortlaufend gleichen
Proportion ergänzt werden können, auch A und B zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
ergänzt werden.

Anmerkung:

Sind  1 : D : E : A  und  1 : F : G : B  fortlaufend gleiche Proportionen natürlicher Zahlen, 

dann können A und B  mit dem Euklidischen Algorithmus zur Fortsetzung einer fortlaufenden Proportion 
zu den geometrischen Folgen  E, H, G  und  A, K, L, B  ergänzt werden.
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VIII.11.
Zwischen zwei Quadratzahlen kann eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
eingefügt werden, und es verhalten sich die Quadratzahlen wie das mit sich 
multiplizierte Verhältnis der Grundzahlen.

Wenn zu zwei Quadratzahlen A und B die Grundzahlen C und D sind, dann, sage ich, kann 
zwischen A und B eine Zahl E zu einer fortlaufend gleichen Proportion eingefügt werden und 
auch, dass sich A zu B verhält wie das mit sich multiplizierte Verhältnis von
C und D.

Denn wenn C multipliziert mit D gleich E, C multipliziert mit sich gleich A
und D multipliziert mit sich gleich B ist, dann verhält sich C zu D wie A zu
E, auch verhält sich C zu D wie E zu B. Da sich A zu E verhält wie E zu B,
ist zwischen A und B eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
eingefügt.

Dann, sage ich, verhält sich A zu B wie das das mit sich multiplizierte
Verhältnis von C und D. Denn da A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion
stehen, verhält sich A zu B wie das mit sich multiplizierte Verhältnis von A
und E. 

Da sich A zu E verhält wie C zu D, verhält sich A zu B wie das mit sich multiplizierte Verhältnis
von C und D. 

Deshalb verhalten sich zwei Quadratzahlen wie das mit sich multiplizierte Verhältnis der 
Grundzahlen, was zu zeigen war.

Anmerkung 1:     C² : D² = (C : D)²

Anmerkung 2:

Ist  D : C = p  und ist das verkleinerte Verhältnis  [Buch IV]   q = p ―1, 

dann ist  A + (q A + q (A + q A)  =  A + q² A + 2 q A  =  B.

Mit   a² = A,  b² = B    und   q = (b ― a) / a    ist 

A + q² a² + 2 q a²  =  A + (b – a)² + 2 a (b – a)  =  B

wie es der geometrischen Lösung  [VI.24]  entspricht.

Das Gnomon   G = (b – a)² + 2 a (b – a)

kann bei entsprechendem  B  eine Quadratzahl sein und die Gleichung  A + G = B  erfüllen.

Beispiel:   A = 9,  B= 25  mit  p = 5 : 3  und  q = 2 : 3.  

                    damit ist   E =  p A = 15          mit der fortlaufenden Proportion  9 : 15 : 25

                    und   G = q² A + 2 q A =16,   damit   9 + 16 = 25,

       mit dem quadratischen Tripel  (3, 4, 5).
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VIII.12.
Zwischen zwei Kubikzahlen können zwei Zahlen zu einer fortlaufenden Proportion 
eingefügt werden, und es verhalten sich die Kubikzahlen wie das dreimal als Faktor 
genommene Verhältnis der Grundzahlen.

Wenn zu zwei Kubikzahlen A und B die Grundzahlen C und D sind, dann, sage ich, können 
zwischen A und B zwei Zahlen im Verhältnis von C und D zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion eingefügt werden und auch, dass sich A zu B verhält wie das dreimal als Faktor 
genommene Verhältnis von C und D.

Denn wenn C multipliziert mit sich gleich E ist, C mit D multipliziert gleich F, D mit sich 
multipliziert gleich G, C mit F multipliziert gleich H, D multipliziert mit F gleich K ist, dann ist,
da A eine Kubikzahl und C multipliziert mit sich gleich E ist, C
multipliziert mit E gleich A.
Aus den gleichen Gründen ist D multipliziert mit G gleich B.

Da C multipliziert mit sich gleich E und C multipliziert mit D gleich F
ist, verhält sich C zu D wie E zu F. Aus den gleichen Gründen verhält
sich C zu D wie F zu G. Da C multipliziert mit E gleich A und 
C multipliziert mit F gleich H ist, verhält sich E zu F wie A zu H. 
Da E zu F sich verhält wie C zu D, verhält sich C zu D wie A zu H.

Da aber C multipliziert mit F gleich H und D multipliziert mit F gleich
K ist, verhält sich C zu D wie H zu K. Da D multipliziert mit F gleich
K ist und D multipliziert mit G gleich B, verhält sich F zu G wie K zu
B. Da F zu G sich verhält wie C zu D, verhält sich C zu D wie A zu H,
wie H zu K und wie K zu B. Zwischen A und B sind deshalb H und K
zu einer fortlaufend gleichen Proportion eingefügt.
Dann, sage ich, verhält sich A zu B wie das dreimal als Faktor genommene Verhältnis von 
C und D. Denn da A, H, K, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhält sich A zu B 
wie das dreimal als Faktor genommene Verhältnis von A und H. Da sich A zu H verhält wie C 
zu D, verhält sich A zu B wie das dreimal als Faktor genommene Verhältnis von C und D.

Deshalb verhalten sich zwei Kubikzahlen wie das dreimal als Faktor genommene Verhältnis der
Grundzahlen, was zu zeigen war.

Anmerkung 1:    C³ : D³ = (C : D)³

Bei Fortsetzung des Verfahrens in  VIII.11, VIII.12  gilt für alle natürlichen Zahlen  n:   Cn : Dn = (C : D)n.

Anmerkung 2:

Mit  a³ = A,    b³ = B   und  D : C = p   ist das verkleinerte Verhältnis  [Buch IV]   q = p ―1  =  (b – a) / a.

Die kubische Ergänzung  M  in   A + M = B   ist  (Fortsetzung der Reihe in Anmerkung zu VIII.11) 

A + q A + q (A + q A) + q ((A + q A ) + q (A + q A))  =  A + 3 q A + 3 q² A + q³ A  =  B.

Damit ist  M =  3 q A + 3 q² A + q³ A  =  (b – a)³ + 3 a b (b – a).   

Mit geeigneten  a  und  b  kann  3 a b (b – a)  eine Kubikzahl sein, 

womit,   M1 = (b – a)³  und  M2 = 3 a b (b – a),  

die Gleichung  A + M1 + M2 = B  in Kubikzahlen lösbar ist.

Beispiel:     1 : 9 : 81 : 729                   ist eine fortlaufende Proportion mit  p =9  und  q = 8,  woraus
        1 + 216 + 512 = 729        mit dem kubischen Quadrupel  (1, 6, 8, 9)  und dessen Doppelten

          8 + 1728 + 4096 = 5832  mit dem kubischen Quadrupel  (2, 12, 16, 18).
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VIII.13.
Werden mehrere Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion mit sich selbst multipliziert, 
stehen die Produkte gleichfalls in fortlaufend gleicher Proportion, werden diese mit 
den Anfangszahlen nochmals multipliziert, dann ebenfalls und auch dann, wenn dies 
wiederholt wird.

Wenn Zahlen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen, dann verhält sich A zu B wie B
zu C. Ist A multipliziert mit sich gleich D, B multipliziert mit sich gleich E, C multipliziert mit 
sich gleich F, A multipliziert mit D gleich G, B multipliziert mit E gleich H und C multipliziert 
mit F gleich K, dann, sage ich, stehen sowohl die Zahlen D, E, F wie auch G, H, K in 
fortlaufend gleicher Proportion.

Denn wenn A multipliziert mit B gleich L, A multipliziert mit L gleich M, 
B multipliziert mit L gleich N, B multipliziert mit C gleich O, B multipliziert mit O gleich P und
C multipliziert mit O gleich Q ist, dann stehen aus
den gleichen Gründen, wie bereits gezeigt, D, L, E
und G, M, N, H in fortlaufend gleicher Proportion
mit dem gleichen Verhältnis unter sich wie 
A und B, so wie auch E, O, F und H, P, Q, K  in
fortlaufend gleicher Proportion und im gleichen
Verhältnis unter sich wie B und C stehen.

Da sich A zu B verhält wie B zu C stehen D, L, E
und  E, O, F unter sich im gleichen Verhältnis  und
ebenso  G, M, N, H und H, P, Q, K. 

Die gleichen Vielfachen der D, L, E sind dann
gleich den gleichen Vielfachen der E, O, F und
ebenso sind die gleichen Vielfachen der G, M, N, H
den gleichen Vielfachen der H, P, Q, K gleich. 

Deshalb verhält sich D zu E wie E zu F und G zu H wie H zu K, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Gleiche Potenzen der Zahlen einer geometrischen Folge bilden eine geometrische Folge.
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VIII.14.
Ist eine Quadratzahl Teiler einer anderen Quadratzahl, dann ist auch die Grundzahl der
einen Quadratzahl Teiler der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so 
sind es auch ihre Quadratzahlen.

Wenn von zwei Quadratzahlen A und B die eine ein Teiler der anderen ist und C und D ihre 
Grundzahlen sind, dann, sage ich, ist auch C ein Teiler von D.

Denn ist C multipliziert mit D gleich E, dann stehen A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion 
im Verhältnis wie C und D. Da A Teiler von B ist, ist deshalb A auch
Teiler von E und es verhält sich A zu E wie C zu D. Deshalb ist C Teiler
von D.
Ist nun C Teiler von D, dann, sage ich, ist auch A Teiler von B.
Da A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen im Verhältnis C zu
D, da sich C zu D verhält wie A zu E und da C Teiler von D ist, deshalb
ist 
A Teiler von E. Da aber A, E, B in fortlaufend gleicher Proportion
stehen ist auch A Teiler von B.

Deshalb ist von den Grundzahlen zweier Quadratzahlen die eine
Grundzahl Teiler der anderen, wenn von den Quadratzahlen die eine
Teiler der anderen ist und es ist von den Quadratzahlen eine Teiler der anderen, wenn von den 
Grundzahlen eine Teiler der anderen ist, was zu zeigen war.

VIII.15.
Ist eine Kubikzahl Teiler einer anderen Kubikzahl, dann ist auch die Grundzahl der 
einen Teiler der anderen und ist eine Grundzahl Teiler einer anderen, so sind es auch 
ihre Kubikzahlen.

Wenn eine Kubikzahl A Teiler einer anderen B ist und C und D sind ihre Grundzahlen, dann, 
sage ich, C ist auch Teiler von D.Denn ist C multipliziert mit sich gleich
E, C multipliziert mit D gleich F, D multipliziert mit sich gleich G, C
multipliziert mit F gleich H und 

D multipliziert mit F gleich K, dann stehen offensichtlich E, F, G und
auch A, H, K, B in fortlaufend gleicher Proportion im Verhältnis C zu
D. Da A Teiler von B ist, ist A auch Teiler von H und es 

verhält sich A zu H wie C zu D. Deshalb ist C Teiler von D.
Ist nun C Teiler von D, dann, sage ich, ist auch A Teiler von B.
Denn durch ähnliches Vorgehen kann gezeigt werden, dass A, H, K, B
in fortlaufend gleicher Proportion und im Verhältnis wie C und D
stehen. Da C Teiler von D ist, verhält sich C zu D wie A zu H, also ist
A Teiler von H.

Deshalb ist A auch Teiler von B, was zu zeigen war.
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VIII.16.
Sind zwei Quadratzahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind 
zwei Zahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Quadratzahlen.

Wenn C und D die Grundzahlen der Quadratzahlen A und B sind 
und A und B sind teilerfremd, dann, sage ich, sind auch C und D teilerfremd. 

Denn ist C Teiler von D, dann ist auch A Teiler von B. 
Da aber A nicht Teiler von B ist, ist C auch nicht Teiler von D.
Ist aber C nicht Teiler von D, dann, sage ich, ist A auch nicht Teiler von B. Denn
ist A Teiler von B, dann ist auch C Teiler von D. 

Da aber C nicht Teiler von D ist, ist A auch nicht Teiler von B, was zu zeigen war.

Anmerkung:    

Ist  C² / D²  gekürzt, dann ist  C / D  gekürzt und umgekehrt.

VIII.17.
Sind zwei Kubikzahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Grundzahlen und sind zwei 
Zahlen teilerfremd, dann sind es auch ihre Kubikzahlen.

Wenn C und D die Grundzahlen der Kubikzahlen A und B sind und A und B
sind teilerfremd, dann, sage ich, sind auch C und D teilerfremd. 

Denn ist C Teiler von D, dann ist auch A Teiler von B. 
Da aber A nicht Teiler von B ist, ist C auch nicht Teiler von D.

Da C nicht Teiler von D ist, sage ich, ist A auch nicht Teiler von B. 
Denn ist A Teiler von B, dann ist auch C Teiler von D. 

Da aber C nicht Teiler von D ist, ist A auch nicht Teiler von B, was zu zeigen
war.

Anmerkung:

Ist  C³ / D³  gekürzt, dann ist  C / D  gekürzt und umgekehrt.

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in  VIII.16, VIII.17  gilt für alle natürlichen Zahlen k:  
Ist  Ck / Dk  gekürzt, dann ist  C / D  gekürzt und umgekehrt.
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VIII.18.
Ähnliche Produkte können mit einer eingefügten Zahl zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden und ihr Verhältnis ist gleich dem der Quadratzahlen der 
Faktoren im gleichen Verhältnis.

Von zwei ähnlichen Produkten A und B, habe A die Faktoren C und D und B die Faktoren E 
und F. Da A und B zwei ähnliche Produkte sind, stehen ihre Faktoren in Proportion, also 
verhält sich C zu D wie E zu F. 

Dann, sage ich, kann zwischen A und B eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
eingefügt werden und es verhält sich A zu B wie die Quadratzahlen von C und E und auch wie 
die Quadratzahlen von D und F.

Denn, da sich C zu D verhält wie E zu F, verhält sich nach Umordnung C zu E wie D zu F. 
Der Produkt A ergibt sich aus C multipliziert mit D, 
das Produkt B aus E multipliziert mit F. 
Ist nun D multipliziert mit E gleich G und da D multipliziert mit C
gleich A ist, 
verhält sich C zu E wie A zu G. Da sich C zu E verhält wie D zu F,
verhält sich D zu F wie A zu G.
Da nun E multipliziert mit D gleich G ist und 
E multipliziert mit F gleich B, verhält sich D zu F wie G zu B. 
Da, wie gezeigt, D zu F sich verhält wie A zu G, 
verhält sich A zu G wie G zu B. 
Damit wurde zwischen A und B eine mittlere Proportionalzahl
eingefügt und es stehen A, G, B in einer fortlaufend gleicher Proportion.

Dann, sage ich, verhält sich A zu B wie die Quadratzahlen von C und E und auch wie die 
Quadratzahlen von D und F.

Da A, G, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhält sich A zu B wie die Quadratzahl 
von A und die Quadratzahl von G. Da sich A zu G verhält wie C zu E und wie D zu F, verhält 
sich A zu B wie die Quadratzahl von C zur Quadratzahl von E und auch wie die Quadratzahl 
von D zur Quadratzahl von F, was zu zeigen war.

Anmerkung:

A = C · D,   B = E · F wobei wegen Ähnlichkeit der Produkte  C : D = E : F.

Da  C : D = E : F     ist   C : E = D : F   

Ist  D · C = A   und ist    D · E = G,  dann ist   D : F = A : G   

Da  D · E = G  und  E · F = B  ist  D : F = G : B.  Da  A : G = G : B  ist  A : G : B.

Da      A : B = A² : G² 
und    A : G = C : E = D : F   ist      A : B = C² : E² = D² : F²  

  somit (C · D) : (E · F) = C² : E² = D² : F².
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VIII.19.
Ähnliche Produkte dreier Faktoren können mit zwei eingefügten Zahlen zu einer 
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden und ihr Verhältnis ist wie das der 
Kubikzahlen der Faktoren im gleichen Verhältnis.

Von zwei ähnlichen Produkten A und B, habe A die Faktoren C, D, E und B die Faktoren F, G, 
H. Da A und B zwei ähnliche Produkte sind, stehen ihre Faktoren in Proportion, also verhält 
sich C zu D wie F zu G und D zu E wie G zu H. 

Dann, sage ich, können A und B mit zwei eingefügten Zahlen zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden und es verhält sich A zu B wie die Kubikzahlen von C und F, von D
und G und von E und H. 

Denn, ist C multipliziert mit D gleich K und F multipliziert mit G gleich L, 
dann verhält sich C zu D wie F zu G. 
Also sind K und L ähnliche Produkte zweier Faktoren, in die zu fortlaufend gleicher 
Proportion eine Zahl eingefügt werden kann; diese sei M und sie ergibt sich aus D multipliziert 
mit F. Da D multipliziert mit C gleich K und D multipliziert mit F gleich M ist, verhält sich C 
zu F wie K zu M. K zu M verhält sich deshalb wie M zu L. 

Also stehen K, M, L in fortlaufend gleicher Proportion im Verhältnis wie C zu F. 
Da C zu D sich verhält wie F zu G, verhält sich C zu F wie D zu G. 
Aus den gleichen Gründen verhält sich D zu G wie E zu H. Also stehen K, M, L in den 
Verhältnissen C zu F, D zu G und E zu H.

Da A ein Produkt ist mit den Faktoren C, D, E, ist C
multipliziert mit D multipliziert mit E gleich A. Es ist C
multipliziert mit D gleich K, deshalb ist E multipliziert mit K
gleich A. 
Ist E multipliziert mit M gleich N und H multipliziert mit M
gleich O, dann ist aus den gleichen Gründen 
H multipliziert mit L gleich B. 
Da E multipliziert mit K gleich A und 
E multipliziert mit M gleich N ist, verhält sich K zu M wie 
A zu N. Deshalb verhält sich K zu M wie C zu F, 
wie D zu G, wie E zu H und wie A zu N.
Da nun E multipliziert mit M gleich N und H multipliziert mit M
gleich O ist, verhält sich E zu H wie N zu O, also verhält sich E zu H wie C zu F, wie D zu G, 
wie E zu H, wie A zu N und wie N zu O.
Da H multipliziert mit M gleich O und H multipliziert mit L gleich B ist, verhält sich M zu L 
wie O zu B. Also verhält sich 
M zu L wie C zu F, wie D zu G, wie E zu H, wie A zu N, wie N zu O und wie O zu B. 
Es stehen dann A, N, O, B in fortlaufend gleicher Proportion.

Es verhält sich dann, sage ich, A zu B wie die Kubikzahlen von C und F, von D und G und von
E und H. 
Da A, N, O, B in fortlaufend gleicher Proportion stehen, verhält sich A zu B wie die Kubikzahl 
von A zur Kubikzahl von N. Da sich A zu N verhält wie C zu F, wie D zu G und wie E zu H, 
was gezeigt wurde, verhält sich A zu B wie die Kubikzahl von C zur Kubikzahl von F, wie die 
Kubikzahl von D zur Kubikzahl von G und wie die Kubikzahl von E zur Kubikzahl von H, 
was zu zeigen war.
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Anmerkung:

A = C · D · E,    B = F · G · H,   wobei wegen Ähnlichkeit der Produkte  A = B · q
           und  C : F = D : G = E : H

Ist  C · D = K   und   F · G = L,   dann ist   K · E = A   und   L · H = B.
und es gibt mit der Ergänzung von  K : L  zur fortgesetzt gleichen Proportion ein M, 
so dass   D · F = M   und da  D · C = K  ist  C : F = K : M
da           G · F = L    ist        D : G = M : L      somit K : M : L

Ist  E · M = N  und  H · M = O,  dann ist    E : H = N : O
da  E · K = A  und   E · M = N,  ist    K : M = A : N
somit    K : M = C : F = D : G = E : H = A : N = N : O

Es ist wie oben      K : M = M : L,     da      H · M = O  und  H · L = B  
ist     M : L = O : B      und damit ist       N : O = O : B     und     A : N : O : B

Da  A : N = C : F = D : G = E : H    ist      A : B = C³ : F³ = D³ : G³ = E³ : H³
            damit ist   (C · D · E) : (F · G · H) = C³ : F³ = D³ : G³ = E³ : H³.

VIII.20.
Können zwei Zahlen mit einer eingefügten Zahl zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden, dann sind sie ähnliche Produkte.

Wenn zwischen zwei Zahlen A und B eine Zahl C zu einer fortlaufend gleichen Proportion 
eingefügt werden kann, dann, sage ich, sind A und B ähnliche Produkte.

Denn, sind D und E die kleinsten Zahlen im gleichen Verhältnis wie A und C, dann ist D gleich
oft Teiler von A wie E von C und ebenso oft sei F Vielfache der Eins. Dann ist F multipliziert 
mit D gleich A. Ist A ein Produkt, sind D und F Faktoren. 
Da D und E die kleinsten Zahlen sind im gleichen Verhältnis wie C und B, ist D gleich oft 
Teiler von C wie E von B und ebenso oft sei die G Vielfache der Eins. Dann ist G multipliziert 
mit E gleich B. Ist auch B ein Produkt, sind E und G Faktoren.

Sodann, sage ich, sind die Produkte ähnlich. Es ist F multipliziert mit D
gleich A und F multipliziert mit E gleich C ist, also verhält sich D zu E
wie A zu C und wie C zu B. Da nun E multipliziert mit F gleich C und
E multipliziert mit G gleich B ist, verhält sich F zu G wie C zu B. 
Da C zu B sich verhält wie D zu E, verhält sich D zu E wie F zu G und,
bei Umordnung, verhält sich D zu F wie E zu G.

Da ihre Faktoren in Proportion stehen, sind A und B ähnliche Produkte,
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist      A : C : B  
und ist     A / C = D / E  wobei  D / E gekürzt, dann  D · C / E = A  und für  F = C / E  ist  D · F = A 
Ist          D / E = C / B  dann  E · C / D = B         und für G = C / D  ist  E · G = B

Es ist        D : E = A : C = C : B.  

Wegen     E · F = C  und  E · G = B   ist   F : G = C : B   und   D : E = F : G,  
damit ist   D : F = E : G,  und es ist  A  zu  B  proportional mit dem Proportionalitätsfaktor E / D.
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VIII.21.
Können zwei Zahlen mit zwei eingefügten Zahlen zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion ergänzt werden, sind sie ähnliche Produkte dreier Faktoren.

Wenn zwischen zwei Zahlen A und B zwei Zahlen C und D zu einer fortlaufend gleichen 
Proportion eingefügt werden können, sage ich, sind A und B ähnliche Produkte dreier 
Faktoren.

Denn, sind E, F, G die kleinsten Zahlen im Verhältnis der A, C, D, dann sind E und G mit 
einer Zahl F zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt und E und G sind ähnliche 
Produkte. Hat E die Faktoren H und K und G die Faktoren L und M, dann verhält sich H zu L
wie K zu M. Es sind A, C, D gleiche Vielfache im Verhältnis wie E, F, G. 

Da E und G die kleinsten Zahlen unter denen sind, die das gleiche Verhältnis haben, sind sie 
gleiche Teiler, die größere von den größeren wie die kleinere von den kleineren, nämlich das 
Vorderglied von den Vordergliedern und das Hinterglied von den Hintergliedern. 
Deshalb ist E ebenso oft Teiler von A wie G Teiler von D. Ist A so oft Vielfache von E wie N 
Vielfache der Eins, dann ist N multipliziert mit E gleich A. Da H multipliziert mit K gleich E 
ist, ist deshalb N multipliziert mit H multipliziert mit K gleich A.
Da A ein Produkt ist, sind H, K, N seine Faktoren.

Da nun E, F, G die kleinsten Zahlen im gleichen Verhältnis wie C, D, B sind, ist E so oft Teiler 
von C wie G von B. Ist C so oft Vielfache von E wie 
O Vielfache der Eins, dann ist O multipliziert mit G gleich B, 
L multipliziert mit M gleich G, also O multipliziert mit L 
multipliziert mit M gleich B. 
Da B ein Produkt ist, sind L, M, O seine Faktoren. 

A und B sind dann, sage ich, ähnliche Produkte.
Denn wenn N multipliziert mit E gleich A und 
O multipliziert mit E gleich C ist, dann verhält sich N zu O 
wie A zu C und wie E zu F. Da sich E zu F verhält wie 
H zu L und wie K zu M, verhält sich H zu L wie K zu M und
wie N zu O, wobei H, K, N die Faktoren von A und L, M, N die
Faktoren von B sind.
Deshalb sind Produkte A und B ähnliche Produkte, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist     A : C : D : B  eine geometrische Folge mit  C = A · q,  dann sind  A, B  Kubikzahlen.
und ist  D : A = G : E,  G : E  gekürzt,  dann ist  E · q = F  das mittlere Glied von  E : F : G.

Ist  F eine natürliche Zahl, dann sind  E und  G  natürlicher Zahlen.

Da  A  Vielfache von  E, gibt es ein N, so dass   E · N = A
Ist  E = H · K, dann ist  H · K · N = A  
Da  C : D : B = E : F : G,  gibt es ein O, so dass   E · O = C   und   G · O = B

Da  B  Vielfache von G, gibt es ein O, so dass  G · O = B
Ist  G = L · M,  dann ist  L · M · O = B

Da  N · E = A  und  O · E = C   ist  N : O = A : C = E : F
Da  E : F = H : L = K : M  ist  H : L = K : M = N : O  
damit sind   L, M, O   zu  H, K, N  proportional und deshalb die Faktoren ähnlicher Produkte.
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VIII.22.
Stehen drei Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine 
Quadratzahl, dann ist auch die dritte eine Quadratzahl.

Wenn die Zahlen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A ist eine Quadratzahl, 
dann, sage ich, ist auch C eine Quadratzahl.

Denn ist B eine Zahl, mit der A und C zu einer fortlaufend gleichen
Proportion ergänzt sind, dann sind A und C ähnliche Produkte. 
A ist Quadratzahl. 

Deshalb ist auch C Quadratzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A = a²   dann ist    A : B : C = a² : (a² · q) : (a² · q²)
und das letzte Glied  (a · q)²  der Proportion ist eine Quadratzahl.

VIII.23.
Stehen vier Zahlen in fortlaufend gleicher Proportion und ist die erste eine Kubikzahl, 
dann ist auch die vierte eine Kubikzahl.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A ist eine 
Kubikzahl, dann, sage ich, ist auch D eine Kubikzahl.

Denn sind B und C zwei Zahlen, mit denen A und D zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt wurden, dann sind A und
D ähnliche Produkte. 
A ist Kubikzahl. 

Deshalb ist auch D Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  A = a³   dann ist    A : B : C : D = a³ : (a³ · q) : (a³ · q²) : (a³ · q³)
und das letzte Glied  (a · q)³  der Proportion ist eine Kubikzahl.

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in  VIII.22, VIII.23  gilt für natürliche Zahlen k, ai:  

Ist das erste Glied  a1 = mk  einer geometrischen Folge von  k+1 Gliedern und dem Faktor  q, 
dann ist das letzte Glied   ak+1 = (m · q)k,  und  a1  und  ak+1  sind Potenzen mit Exponent k.
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VIII.24.
Ist das Verhältnis zweier Zahlen wie das zweier Quadratzahlen und ist die erste eine 
Quadratzahl, dann ist auch die andere eine Quadratzahl.

Wenn die Zahlen A und B sich verhalten wie die Quadratzahlen C und D und ist 
A eine Quadratzahl, dann, sage ich, ist auch B eine Quadratzahl.

Denn sind C und D Quadratzahlen, dann sind sie ähnliche Produkte. 
Also können C und D durch eine Zahl zu einer fortlaufend gleichen Proportion
ergänzt werden. Da sich C und D verhalten wie A und B, können auch A und B 
zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden. 
A ist Quadratzahl.

Deshalb ist auch B Quadratzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist für natürliche Zahlen   A / B = c² / d²,   C = c²,   D = d²   und  A = a²

dann ist    a² / B = c² / d²   und   a² · d² / c² = B  und  B = b².   

VIII.25.
Ist das Verhältnis zweier Zahlen wie das zweier Kubikzahlen und ist die erste eine 
Kubikzahl, dann ist auch die andere eine Kubikzahl.

Wenn die Zahlen A und B sich verhalten wie die Kubikzahlen C und D und ist 
A eine Kubikzahl, dann, sage ich, ist auch B eine Kubikzahl.

Denn sind C und D Kubikzahlen, dann sind sie ähnliche Produkte
dreier Faktoren. Also können C und D durch zwei Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden. 
Da sich C und D verhalten wie A und B, können auch A und B mit 
zwei Zahlen E und F zu einer fortlaufend gleichen Proportion der 
vier Zahlen A, E, F, B ergänzt werden. 
A ist Kubikzahl.

Deshalb ist auch B Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist für natürliche Zahlen   A / B = c³ / d³,   C = c³,   D = d³   und  A = a³
dann ist    a³ / B = c³ / d³   und   a³ · d³ / c³ = B  und  B = b³.   

Bei beliebiger Fortsetzung des Verfahrens in  VIII.23, VIII.24  gilt für alle natürlichen Zahlen k:  

Ist für natürliche Zahlen   A / B = ck / dk,   C = ck,   D = dk   und  A = ak

dann ist                             ak / B = ck / dk   und   ak · dk / ck = B  und  B = bk.
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VIII.26.
Ein Produkt steht zu einem ähnlichen Produkt in einem Verhältnis wie Quadratzahlen 
zueinander.

Wenn A und B ähnliche Produkte sind, dann, sage ich, gibt es zwei Quadratzahlen, die sich 
verhalten wie A zu B.

Denn die ähnlichen Produkte A und B können mit einer Zahl zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden; diese sei C. 
Sind D, E, F die kleinsten Zahlen im gleichen Verhältnis wie A, C, B, dann
sind D und F Quadratzahlen und D verhält sich zu F wie A zu B.

Da D und F Quadratzahlen sind im gleichen Verhältnis wie A und B, stehen
A und B im gleichen Verhältnis wie Quadratzahlen, was zu zeigen war.

VIII.27.
Ein Produkt dreier Faktoren steht zu einem ähnlichen Produkt in einem Verhältnis wie 
Kubikzahlen zueinander.

Wenn A und B ähnliche Produkte dreier Faktoren sind, dann, sage ich, gibt es zwei 
Kubikzahlen, die sich verhalten wie A zu B.

Denn die Produkte A und B können mit zwei Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden; diese seien C und D.
Sind E, F, G, H die kleinsten Zahlen im Verhältnis 
wie A, C, D, B, dann sind E und H Kubikzahlen. 
Die Kubikzahl E verhält sich zu H wie A zu B.

Also verhalten sich A und B wie zwei Kubikzahlen, was zu zeigen war.
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Euklid: Stoicheia.  Buch IX.

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

IX.1.
Das Produkt ähnlicher Produkte ist eine Quadratzahl.

Wenn A und B ähnliche Produkte sind und ist das Produkt von A und B gleich
C, dann, sage ich, ist C eine Quadratzahl. Es sei A multipliziert mit sich gleich D
und D damit Quadratzahl. 

Da A multipliziert mit sich gleich D und A multipliziert mit B gleich C ist, verhält
sich A zu B wie D zu C. 

Da A und B ähnliche Produkte sind, können sie durch Einfügen einer Zahl zu
einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden [wie VIII.18.]; 
da D und C im gleichen Verhältnis stehen, können auch sie zu einer fortlaufend
gleichen Proportion ergänzt werden. 

Da D Quadratzahl ist, ist auch C eine Quadratzahl, was zu zeigen war.

IX.2.
Zwei Zahlen, deren Produkt eine Quadratzahl ist, sind ähnliche Produkte. 

Wenn das Produkt zweier Zahlen A und B gleich C ist und C eine Quadratzahl ist, dann, sage 
ich, sind A und B ähnliche Produkte.

Es sei A multipliziert mit sich gleich D und D damit Quadratzahl. 
Da A multipliziert mit A gleich D und A multipliziert mit B gleich C ist, verhält
sich A zu B wie D zu C. 

Da D eine Quadratzahl ebenso wie C ist, sind D und C ähnliche Produkte.
D und C können durch Einfügen einer Zahl zu einer fortlaufend gleichen
Proportion ergänzt werden [wie VIII.18.]. 

Da sich D zu C verhält wie A zu B, können auch A und B zu einer fortlaufend
gleichen Proportion ergänzt werden. 
Können zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden, sind sie ähnliche
Produkte.

Also sind A und B ähnliche Produkte, was zu zeigen war.
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IX.3.

Eine Kubikzahl mit sich multipliziert ergibt eine Kubikzahl.

Ist eine Kubikzahl A mit sich multipliziert gleich B, dann, sage ich, ist B eine Kubikzahl.

Denn ist zur Kubikzahl A die Grundzahl C und C multipliziert mit sich gleich D, dann ist C 
multipliziert mit D gleich A. D ist so oft Vielfache von C wie C Vielfache der Eins, deshalb 
verhält sich die Eins zu C wie C zu D.
Da D multipliziert mit C gleich A ist, ist A so oft Vielfache von D wie C von Eins. Also verhält 
sich die Eins zu C wie D zu A und es verhält sich die Eins zu C wie C zu D und wie D zu A. 
Also sind zwischen Eins und A zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion eingefügt.
Da nun A multipliziert mit sich gleich B ist, ist B so oft Vielfache von A wie A
von Eins, also verhält sich die Eins zu A wie A zu B. Da die Eins und A mit
zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden können,
können auch A und B mit zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen
Proportion ergänzt werden. Können zwei Zahlen mit zwei Zahlen zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden und ist die erste eine
Kubikzahl, dann ist auch die zweite eine Kubikzahl. A ist eine Kubikzahl.

Deshalb ist auch B eine Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist gegeben  A = C³,  D = C²,
dann ist  C · D = A,  und  1 : C = C : D.  Da   1 : C = D : A   ist   1 : C : D : A.
Da   A · A = B  ist   1 : A = A : B.
Da  1 : A  mit zwei Zahlen zu einer geometrischen Reihe ergänzt werden kann (Satz VIII.8),
kann auch A : B mit zwei Zahlen zu einer geometrischen Reihe ergänzt werden.
Da A eine Kubikzahl ist, ist auch B eine Kubikzahl (Satz VIII.23).  (C³)² = (C²)³.

IX.4.
Das Produkt zweier Kubikzahlen ist eine Kubikzahl.

Werden zwei Kubikzahlen A und B multipliziert und ergeben C, dann, sage ich, ist C eine 
Kubikzahl.

Ist A multipliziert mit sich gleich D, dann ist D eine Kubikzahl. 
Da A multipliziert mit sich gleich D und A multipliziert mit B gleich C ist, verhält
sich A zu B wie D zu C. 
Da A und B Kubikzahlen sind, sind sie Rauminhalte ähnlicher Körper und
können mit zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt
werden. Also können auch D zu C zu einer fortlaufend gleichen Proportion
ergänzt werden. D ist eine Kubikzahl.

Deshalb ist auch C eine Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind A und B Kubikzahlen, A · B = C und A² = D, dann  A : B = D : C.
A, B können mit zwei Zahlen zu einer geometrischen Folge ergänzt werden (Satz VIII.19.),
deshalb auch D, C (Satz VIII.8). D ist Kubikzahl, deshalb auch C (Satz VIII.23.).   a³ · b³ = (a · b)³.
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IX.5.
Eine Zahl, die mit einer Kubikzahl multipliziert eine Kubikzahl ergibt, ist eine 
Kubikzahl.

Ist eine Kubikzahl A multipliziert mit irgend einer Zahl B eine Kubikzahl C, dann, sage ich, ist 
auch B eine Kubikzahl.

Ist A multipliziert mit sich gleich D, dann ist D eine Kubikzahl. Da A
multipliziert mit sich gleich D und A multipliziert mit B gleich C ist, verhält sich
A zu B wie D zu C. 
Da D und C Kubikzahlen, sind sie Rauminhalte ähnlicher Körper. Also können
sie mit zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden. 
Es verhält sich D zu C wie A zu B, also können auch A und B mit zwei Zahlen
zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden. 

A ist eine Kubikzahl, deshalb ist auch B eine Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind  A, C  Kubikzahlen,  A² = D  und   A · B = C,  dann A : B = D : C.
Da C und D Kubikzahlen, sind sie auch Rauminhalte ähnlicher Körper und können zu einer fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt werden, ebenso A und B (Sätze VIII.19. und VIII.8.).
Da A Kubikzahl ist, ist auch B Kubikzahl (Satz VIII.23.).

Ist  A = a³,  C = c³  und  a³ · B = c³,  dann  B = b³.

IX.6.
Eine Zahl, die mit sich multipliziert eine Kubikzahl ergibt, ist eine Kubikzahl. 

Ist eine Zahl A mit sich multipliziert gleich einer Kubikzahl B, dann, sage ich, ist auch A eine 
Kubikzahl.

Es sei A multipliziert mit B gleich C. Da A multipliziert mit sich gleich B ist und A multipliziert 
mit B gleich C, ist auch C eine Kubikzahl. Da A multipliziert mit sich gleich B ist, ist B so oft 
Vielfache von A wie A von der Eins. Also verhält sich die Eins zu A wie A zu B.
Da A multipliziert mit B gleich C ist, ist C so oft Vielfache von B wie B von der Eins. Also 
verhält sich die Eins zu A wie B zu C. Somit verhält sich A zu B wie B zu C.
Da B und C Kubikzahlen, sind sie Rauminhalte ähnlicher Körper, also
können sie mit zwei Zahlen zu einer fortlaufend gleichen Proportion ergänzt
werden. Da sich B zu C verhält wie A zu B, können auch A und B zu einer
fortlaufend gleichen Proportion ergänzt werden. 

B ist eine Kubikzahl, deshalb ist auch A eine Kubikzahl, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist A² = B,  A · B = C,  dann ist  A : B = B : C  und   C = A · A²  eine Kubikzahl. 
Da B und C Kubikzahlen sind, ist in  A · B = C  auch A eine Kubikzahl (Satz IX.5.).

Ist   A² = b³,  dann  A = a³  und  (a³)² = (a²)³.
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IX.7.
Die Multiplikation eines Produktes mit einer beliebigen Zahl ergibt stets ein Produkt 
aus drei Faktoren.

Wenn ein Produkt A mit der Zahl B multipliziert wird und sich das Produkt C
ergibt, dann, sage ich, ist C ein Produkt aus drei Faktoren.

Denn da A ein Produkt ist, hat A einen Teiler; dieser sei D.
Es ist dann A so oft Vielfache von D wie ein E von Eins.
Also ist D multipliziert mit E gleich A.
Da A multipliziert mit B gleich C und D multipliziert mit E gleich A ist, ist D
multipliziert mit E multipliziert mit B gleich C.

Damit ist C das Produkt aus den drei Faktoren D, E, B, was zu zeigen war.

IX.8.
In einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, ist das dritte 
Glied und jedes darauf  mit einem Glied Abstand folgende eine Quadratzahl, ist das 
vierte Glied und jedes darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgende eine Kubikzahl und 
ist das siebte Glied und jedes darauf  mit fünf  Gliedern Abstand folgende Quadrat- und
Kubikzahl zugleich.

Wenn die Zahlen A, B, C, D, E, F mit der Eins als erstem Glied in einer fortlaufend gleichen 
Proportion stehen, dann, sage ich, sind das dritte Glied B und die darauf  mit einem Glied 
Abstand folgenden D, F Quadratzahlen, sind das vierte Glied C und die darauf  mit zwei 
Gliedern Abstand folgende F Kubikzahlen und ist das siebte Glied F Quadrat- und Kubikzahl 
zugleich.

Denn da sich die Eins zu A verhält wie A zu B, ist A so oft Vielfache der Eins wie B von A.
Es ist B so oft Vielfache von A wie A von Eins, also ist A multipliziert mit sich gleich B, und B 
damit Quadratzahl. Da B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und B Quadratzahl 
ist, ist auch D Quadratzahl. Aus den gleichen Gründen ist auch F Quadratzahl.
Ebenso ist zu zeigen, dass jedes darauf  mit einem Glied Abstand folgende Glied eine 
Quadratzahl ist.

Nun sage ich, das vierte Glied und jedes darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgende ist eine 
Kubikzahl.
Denn das sich die Eins zu A verhält wie B zu C, ist A so oft Vielfache der Eins wie C von B.
Es ist C so oft Vielfache von B wie A von Eins, also ist A multipliziert mit B gleich C.
Da A multipliziert mit sich gleich B und A multipliziert mit B gleich C ist, ist C eine Kubikzahl.
Da C, D, E, F in fortlaufend gleicher Proportion stehen
und C Kubikzahl ist, ist auch F eine Kubikzahl. 
Ebenso ist zu zeigen, dass jedes darauf  mit zwei
Gliedern Abstand folgende Glied eine Kubikzahl ist.

Da F Kubikzahl und, wie gezeigt, auch Quadratzahl ist,
ist das siebte Glied Quadrat- und Kubikzahl zugleich.

Ebenso ist zu zeigen, dass jedes darauf  mit fünf  Gliedern Abstand folgende Glied eine 
Quadrat- und eine Kubikzahl zugleich ist, was zu zeigen war. 
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IX.9.
Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die 
Eins folgende Glied eine Quadratzahl, dann sind alle folgenden Glieder Quadratzahlen,
ist es eine Kubikzahl, dann sind alle folgenden Glieder Kubikzahlen.

Wenn die Zahlen A, B, C, D, E, F mit der Eins als erstem Glied in einer fortlaufend gleichen 
Proportion stehen und die auf  die Eins folgende A eine Quadratzahl ist, dann, sage ich, sind 
alle folgenden Glieder Quadratzahlen.

Denn da, wie gezeigt, das dritte Glied B eine Quadratzahl ist, sind alle darauf  mit einem Glied 
Abstand folgenden Glieder Quadratzahlen.
Ich sage, auch alle übrigen sind Quadratzahlen.
Da A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen und
A eine Quadratzahl ist, ist auch C eine Quadratzahl.
Da B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und
B eine Quadratzahl ist, ist auch D eine Quadratzahl.
Ebenso ist zu zeigen, dass alle übrigen Glieder Quadratzahlen sind.

Ist nun A eine Kubikzahl, dann, sage ich, sind auch alle übrigen Glieder Kubikzahlen.
Denn da, wie gezeigt, das vierte Glied C eine Kubikzahl ist, sind alle darauf  mit zwei Gliedern 
Abstand folgenden Glieder Kubikzahlen.
Ich sage, auch alle übrigen sind Kubikzahlen.
Denn da sich die Eins zu A verhält wie A zu B, ist
A so oft Vielfache der Eins wie B von A.
Es ist B so oft Vielfache von A wie A der Eins,
also ist A multipliziert mit sich gleich B.
Da A eine Kubikzahl ist und da eine Kubikzahl mit sich multipliziert eine Kubikzahl ergibt, ist 
B eine Kubikzahl.
Da die vier Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A eine Kubikzahl 
ist, ist auch D eine Kubikzahl. Aus den gleichen Gründen ist auch E eine Kubikzahl.

Ebenso ist zu zeigen, dass auch die übrigen Glieder Kubikzahlen sind, was zu zeigen war.

IX.10.
Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die 
Eins folgende Glied keine Quadratzahl, dann sind keine anderen Glieder 
Quadratzahlen, als das dritte und die darauf  mit einem Glied Abstand folgenden, und 
ist das auf  die Eins folgende Glied keine Kubikzahl, dann sind keine anderen Glieder 
Kubikzahlen, als das vierte und die darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgenden.

Wenn die Zahlen A, B, C, D, E, F mit der Eins als erstem Glied in einer fortlaufend gleichen 
Proportion stehen und die auf  die Eins folgende A keine Quadratzahl ist, dann, sage ich, sind 
keine anderen Glieder, als das dritte und die darauf  mit einem Glied Abstand folgenden, 
Quadratzahlen.

Denn wenn nicht, ist C Quadratzahl und es ist B Quadratzahl [wie IX.8.]. 
Es verhält sich A zu B wie B zu C. 
Somit stehen dann A und B in einer fortlaufend gleichen Proportion von Quadratzahlen. 
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Da B eine Quadratzahl ist, ist dann auch A eine Quadratzahl [wie VIII.24.], was der 
Voraussetzung widerspricht. 
Also ist C keine Quadratzahl.
Ebenso ist zu zeigen, dass auch keine anderen
Glieder der fortlaufend gleichen Proportion, als das
dritte und die darauf  mit einem Glied Abstand
folgenden, Quadratzahlen sind.

Ist A keine Kubikzahl, dann, sage ich, sind keine anderen Glieder, als das vierte und die darauf  
mit zwei Gliedern Abstand folgenden, Kubikzahlen.

Denn wenn nicht, ist D Kubikzahl und es ist C Kubikzahl [wie IX.8.]. 
Es verhält sich B zu C wie C zu D. 
Somit stehen B und C in einer fortlaufend gleichen Proportion von Kubikzahlen. 
Da C Kubikzahl ist, ist auch B Kubikzahl [wie VIII.25.]. 
Da sich die Eins zu A verhält wie A zu B, ist B so oft Vielfache von A wie A von Eins.
Somit ist A multipliziert mit sich gleich B.
Da eine Zahl, die mit sich multipliziert eine Kubikzahl ergibt, selbst Kubikzahl ist [wie IX.6.], 
ist damit A eine Kubikzahl, was der Voraussetzung widerspricht.
Also ist D keine Kubikzahl.

Ebenso ist zu zeigen, dass auch keine anderen Glieder der fortlaufend gleichen Proportion, als 
das vierte und die darauf  mit zwei Gliedern Abstand folgenden, Kubikzahlen sind, was zu 
zeigen war.

IX.11.
In einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, ist jedes 
größere Glied so oft Vielfache eines kleineren Glieds wie eines der kleineren Glieder 
angibt.

Wenn die Zahlen A, B, C, D mit der Eins als erstem Glied in einer fortlaufend gleichen 
Proportion stehen, dann, sage ich, ist D so oft Vielfache von A wie eines der Glieder B, C 
angibt.

Denn, da sich die Eins zu A verhält wie C zu D, ist A so oft
Vielfache der Eins wie D von C.
Es ist, nach Umordnung, C so oft Vielfache der Eins wie 
D von A.

Also ist das größere Glied D so oft Vielfache des kleineren
Glieds A wie das kleinere Glied C angibt, was zu zeigen war.

Zusatz:
Offensichtlich ist ein Glied einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied 
die Eins ist, so oft Vielfache eines kleineren Glieds, das so viele Glieder nach der Eins 
folgt, wie ein Glied angibt, das ebenso viele Glieder vor ihm steht, was zu zeigen ist.
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IX.12.
Eine Primzahl, die Teiler des letzten Glieds einer fortlaufend gleichen Proportion ist, 
deren erstes Glied die Eins ist, ist auch Teiler des Glieds, das auf  die Eins folgt.

Wenn die Zahlen A, B, C, D und die Eins als erstes Glied in einer fortlaufend gleichen 
Proportion stehen, dann, sage ich, eine Primzahl, die Teiler von D ist, ist auch Teiler von A.

Denn ist die Primzahl E Teiler von D, dann, sage ich, ist E auch Teiler von A.

Wenn nicht, sind alle Zahlen, die nicht Vielfache von E sind, teilerfremd zu E [wie VII.31.], 
somit ist dann E zu A teilerfremd.
Ist dann D so oft Vielfache von E wie die Zahl F angibt, ist E multipliziert mit F gleich D.
Da D so oft Vielfache von A ist, wie C angibt, ist A multipliziert mit C gleich D.
Damit ist A multipliziert mit C gleich E multipliziert mit F.
Also verhält sich dann A zu E wie F zu C [wie VII.19.].

Da dann A und E teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen, die in ihrem Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von allen Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, die 
gleichen Teiler sind, die kleinere von den kleineren so wie die größere von den größeren [wie 
VII.22.], ist C so oft Vielfache von E wie die Zahl G angibt. 
Damit ist dann E multipliziert mit G gleich C.
Da dann A multipliziert mit B gleich C ist, ist A multipliziert mit B gleich E multipliziert mit G. 
Also verhält sich dann A zu E wie G zu B.

Da dann A und E teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen,
die in ihrem Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von allen Zahlen, die im gleichen
Verhältnis wie sie stehen, die gleichen Teiler sind, die kleinere
von den kleineren so wie die größere von den größeren, ist B so
oft Vielfache von E wie die Zahl H angibt. 
Damit ist dann E multipliziert mit H gleich B.
Da A multipliziert mit sich gleich B ist, ist E multipliziert mit H
gleich A multipliziert mit sich.
Also verhält sich dann E zu A wie A zu H.

Da dann A und E teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen, die in ihrem Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von allen Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, die 
gleichen Teiler sind, die kleinere von den kleineren so wie die größere von den größeren, ist 
aber E Teiler von A, was dann nicht möglich ist.

Damit sind E und A nicht teilerfremd. E ist eine Primzahl und damit Teiler von A.

Ebenso ist zu zeigen, dass eine weitere Primzahl, die Teiler von D ist, auch Teiler von A ist, was
zu zeigen war.
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IX.13.
Ist in einer fortlaufend gleichen Proportion, deren erstes Glied die Eins ist, das auf  die 
Eins folgende Glied eine Primzahl, dann hat das letzte Glied keine anderen Teiler als 
die Zahlen, die in der Proportion vor ihm stehen. 

Wenn die Zahlen A, B, C, D zusammen mit der Eins als erstem Glied in einer fortlaufend 
gleichen Proportion stehen und die der Eins folgende A eine Primzahl ist, dann, sage ich, hat D
keine anderen Teiler als A, B, C.

Denn wenn nicht, ist eine von A, B, C verschiedene Zahl E Teiler von D.
Offensichtlich kann E keine Primzahl sein, denn ist sie Primzahl, dann ist sie als Teiler von D 
auch Teiler der von ihr verschiedenen Primzahl A, was nicht möglich ist.

Also ist E keine Primzahl, sondern Vielfache einer Primzahl.
Ich sage, E ist eine Vielfache keiner anderen Primzahl als A.
Denn eine andere Primzahl, die Teiler von E ist, ist auch Teiler von
D, da E Teiler von D ist; sie ist dann auch Teiler der von ihr
verschiedenen Primzahl A [wie IX.12.], was nicht möglich ist. 
Also ist E Vielfache von A. D ist dann so oft Vielfache von E wie
dann die Zahl F angibt.

Ich sage, F ist verschieden von A, B, C. 
Denn ist F gleich einer der Zahlen A, B, C, dann ist, da D Vielfache
von E ist, D so oft Vielfache einer der Zahlen A, B, C wie E
angibt. Da D dann so oft Vielfache einer der Zahlen A, B, C ist, wie eine der Zahlen A, B, C 
angibt [wie IX.11.], ist E gleich einer der Zahlen A, B, C, was der Voraussetzung widerspricht. 
Also ist dann F verschieden von A, B, C und, wie zu zeigen, Vielfache von A. 
Ebenso ist zu zeigen, dass F keine Primzahl ist, denn da sie dann Teiler von D ist, ist sie dann 
auch Teiler der Primzahl A, was nicht möglich ist. Somit ist dann F Vielfache einer Primzahl. 
Ich sage, F ist Vielfache keiner anderen Primzahl als A.

Denn ist eine andere Primzahl Teiler von F, ist, da F Teiler von D ist, diese auch Teiler der von 
ihr verschiedenen Primzahl A, was nicht möglich ist. 
Also ist dann F Vielfache von A. 

Da D so oft Vielfache der E ist wie F angibt, ist dann E multipliziert mit F gleich D.
Es ist A multipliziert mit C gleich D, somit ist A multipliziert mit C gleich E multipliziert mit F. 
Damit verhält sich A zu E wie F zu C. Da E Vielfache von A ist, ist C Vielfache von F; sie ist 
dies dann so oft wie die Zahl G angibt.

Es ist ebenso zu zeigen, dass dann G von A, B verschieden und Vielfache von A ist.
Da C so oft Vielfache von F ist, wie G angibt, ist dann F multipliziert mit G gleich C.
Da A multipliziert mit B gleich C ist, ist A multipliziert mit B gleich F multipliziert mit G.
Somit verhält sich dann A zu F wie G zu B.

Da F Vielfache von A ist, ist B Vielfache von G; sie ist dies dann so oft wie die Zahl H angibt.
Es ist ebenso zu zeigen, dass dann H von A verschieden ist. Da B so oft Vielfache von G ist 
wie H angibt, ist dann G multipliziert mit H gleich B. Da A multipliziert mit sich gleich B ist, ist
G multipliziert mit H gleich A multipliziert mit sich.

Somit verhält sich dann H zu A wie A zu G. Da A Teiler von G ist, ist dann H Teiler der von 
ihr verschiedenen Primzahl A, was nicht möglich ist.

Deshalb sind keine anderen Zahlen Teiler von D als A, B, C, was zu zeigen war. 
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IX.14.
Das kleinste Produkt aus Primzahlen hat keine anderen Teiler als diese Primzahlen.

Wenn A das kleinste Produkt aus den Primzahlen B, C, D ist, dann, sage ich, hat A keine 
anderen Teiler als B, C, D.

Denn wenn nicht, ist eine von B, C, D verschiedene Primzahl E Teiler von A.

Da E Teiler von A ist, ist A so oft Vielfache von E wie dann die Zahl F angibt.
Es ist dann E multipliziert mit F gleich A.
Da A das Produkt aus B, C, D ist, und da dann, wenn ein Produkt zweier Zahlen 
das Vielfache einer Primzahl ist, auch einer der Faktoren das Vielfache einer
Primzahl ist [wie VII.32.], deshalb sind die Primzahlen B, C, D dann Teiler 
entweder von E oder von F.
Es sind B, C, D nicht Teiler der von ihnen verschiedenen Primzahl E.
Sie sind dann Teiler der Zahl F, die kleiner als A ist, was nicht möglich ist, da 
A das kleinste Produkt aus B, C, D ist.

Deshalb hat A keine anderen Teiler als die Primzahlen B, C, D, was zu zeigen war.

IX.15.
Von drei Zahlen einer fortlaufend gleichen Proportion in kleinstmöglichen Zahlen, ist 
die Summe zweier beliebiger Glieder teilerfremd zum dritten Glied.

Wenn die drei Zahlen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion die kleinsten sind, die in ihrem
Verhältnis stehen, sage ich, die Summe zweier beliebiger Glieder ist teilerfremd zum dritten 
Glied, es sind also A und B zusammen teilerfremd zu C, es sind B und C zusammen teilerfremd
zu A, sowie A und C zusammen teilerfremd zu B.

Denn mit zwei kleinstmöglichen Zahlen DE, EF im Verhältnis der Zahlen A, B, C ist DE 
multipliziert mit sich gleich A, ist DE multipliziert mit EF gleich B und ist EF multipliziert mit 
sich gleich C.
Da DE, EF die kleinsten Zahlen in ihrem Verhältnis sind, sind sie teilerfremd [wie VII.24.].
Da die Summe zweier teilerfremder Zahlen zu den Summanden teilerfremd ist [wie VII.30.], ist 
die Summe DF aus DE und EF teilerfremd zu DE und zu EF.
Da das Produkt zweier Zahlen, die zu einer anderen teilerfremd sind, teilerfremd zu dieser Zahl
ist [wie VII.26.], ist das Produkt aus DF mit DE teilerfremd zu EF.
Ebenso ist das Produkt aus DF mit DE teilerfremd zur Quadratzahl von EF [wie VII.27.].
Es ist das Produkt aus DF mit DE gleich der Summe aus DE multipliziert mit EF und DE zum
Quadrat [wie II.3.]. 
Damit ist die Summe aus DE multipliziert mit EF und DE zum
Quadrat teilerfremd zu EF zum Quadrat.
Es ist DE zum Quadrat gleich A, es ist DE multipliziert mit EF
gleich B und es ist EF zum Quadrat gleich C. 
Damit sind A und B zusammen teilerfremd zu C.
Wie ebenso zu zeigen, ist B und C zusammen teilerfremd zu A.

Ich sage, dann sind A und C zusammen teilerfremd zu B.
Denn da DF teilerfremd zu DE, EF ist, ist DF zum Quadrat teilerfremd zum Produkt aus DE 
mit EF.

http://opera-platonis.de/euklid/B9g/B9_15.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B9g/B9_14.htm


Da DF zum Quadrat gleich der Summe aus DE zum Quadrat, EF zum Quadrat und dem 
doppelten Produkt aus DE mit EF ist [wie II.4.], ist die Summe aus DE zum Quadrat, EF zum 
Quadrat und dem doppelten Produkt aus DE mit EF teilerfremd zum Produkt aus DE mit EF. 
Damit ist auch die Summe aus DE zum Quadrat und EF zum Quadrat teilerfremd zum 
Produkt aus DE mit EF.

Da DE zum Quadrat gleich A ist, da DE multipliziert mit EF gleich B und EF zum Quadrat 
gleich C ist, sind A und C zusammen teilerfremd zu B, was zu zeigen war.

IX.16.
Sind zwei Zahlen teilerfremd, gibt es keine Zahl, die zur zweiten Zahl im gleichen 
Verhältnis steht wie die erste zur zweiten.

Wenn die Zahlen A und B teilerfremd sind, dann, sage ich, gibt es keine Zahl, zu der B im 
gleichen Verhältnis steht wie A zu B.

Denn wenn nicht, dann verhält sich A zu B wie B zur Zahl C.
Da A und B teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen, die in ihrem
Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von den Zahlen, die im gleichen Verhältnis
wie sie stehen, die gleichen Teiler sind, die kleinere von der kleineren so
wie die größere von der größeren [wie VII.22.], ist dann A Teiler von B, so
wie B Teiler von C, was nicht möglich ist, denn A und B sind teilerfremd.

Also gibt es keine Zahl, zu der B im gleichen Verhältnis steht, wie A zu B, was zu zeigen war.

IX.17.
Sind das erste und das letzte Glied einer fortlaufend gleichen Proportion teilerfremd, 
gibt es keine Zahl, die zum letzten Glied im gleichen Verhältnis steht wie das erste zum
zweiten.

Wenn die Zahlen A, B, C, D in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A, D teilerfremd 
sind, dann, sage ich, gibt es keine Zahl, zu der D im gleichen Verhältnis steht wie A zu B.

Denn wenn nicht, dann verhält sich A zu B wie D zu Zahl E.
Nach Umordnung verhält sich dann A zu D wie B zu E.
Da A und D teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen, die in ihrem Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von den Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, die 
gleichen Teiler sind, die kleinere von der kleineren so wie die größere von der größeren [wie 
VII.22.], ist dann A Teiler von B so wie D Teiler von E.
Es verhält sich A zu B wie B zu C. 
Somit ist B Teiler von C, damit A auch Teiler von C.
Da sich B zu C verhält wie C zu D, ist dann B Teiler von C
sowie C Teiler von D.
Da A Teiler von C ist, ist dann A auch Teiler von D, was
nicht möglich ist, da sie teilerfremd sind.

Also gibt es keine Zahl, zu der D im gleichen Verhältnis steht, wie A zu B, was zu zeigen war.
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IX.18.
Zu zwei Zahlen, wenn möglich, die dritte Zahl zur fortlaufend gleichen Proportion 
finden.

Zu den Zahlen A, B soll, wenn möglich, die dritte Zahl zur fortlaufend gleichen Proportion 
aufgesucht werden.

A, B sind teilerfremd oder nicht.
Sind sie teilerfremd, dann gibt es, wie gezeigt, keine Zahl, zu der B im gleichen Verhältnis steht 
wie A zu B [wie IX.16.].

Sind A, B nicht teilerfremd, dann sei B multipliziert mit sich gleich C.
A ist dann Teiler von C oder nicht.

Ist C so oft Vielfache von A wie die Zahl D angibt, dann ist A mal D
gleich C. Es ist B multipliziert mit sich gleich C ist und somit gleich A
mal D. Es verhält sich dann A zu B wie B zu D, womit D das dritte
Glied der fortlaufend gleichen Proportion mit A, B ist.
Ist C nicht Vielfache von A, dann, sage ich, gibt es keine dritte Zahl, die A, B zur fortlaufend 
gleichen Proportion ergänzt.
Denn gibt es diese Zahl D, dann ist A mal D gleich B zum Quadrat [wie VII.20.].
Da B zum Quadrat gleich C ist, ist A mal D gleich C. Damit ist C Vielfache von A, was nicht 
möglich ist. 

Also gibt es keine dritte Zahl, die A, B zur fortlaufend gleichen Proportion ergänzt, wenn C 
nicht Vielfache von A ist, was zu zeigen war.

IX.19.
Zu drei Zahlen, wenn möglich, die vierte Zahl finden, zu der sich die dritte verhält wie 
die erste zur zweiten.

Zu den Zahlen A, B, C soll, wenn möglich, die vierte Zahl gefunden werden, zu der sich C 
verhält wie A zu B.

Es stehen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion oder nicht.

Stehen A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion, dann sind A und
C teilerfremd oder nicht.
Sind in fortlaufend gleicher Proportion A und C teilerfremd, dann
kann, wie gezeigt, keine Zahl gefunden werden, zu der C im
gleichen Verhältnis steht wie A zu B [wie IX.17.].

Sind in fortlaufend gleicher Proportion A und C nicht teilerfremd und ist B mal C gleich D, 
dann ist D eine Vielfache von A oder nicht.
Ist dann D eine Vielfache von A so oft wie die Zahl E angibt,
dann verhält sich A zu B wie C zu E, womit die vierte Zahl in
Proportion gefunden ist.

Ist aber D nicht Vielfache von A, dann verhalte sich A zu B wie
C zur Zahl E. Es ist dann A mal E gleich B mal C. 
Es ist auch B mal C gleich D. Also ist dann D eine Vielfache von A, was nicht möglich ist. 
Somit ist dann keine vierte Zahl in Proportion auffindbar.
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Stehen A, B, C nicht in fortlaufend gleicher Proportion und sind A und C teilerfremd, dann 
verhält sich A zu B wie C zur Zahl D und es verhält sich B zu C wie D zur Zahl E. 
Damit verhält sich A zu C wie C zu E.
Da A und C teilerfremd sind, sind sie die kleinsten Zahlen, die in ihrem Verhältnis stehen.
Da die kleinsten beiden Zahlen von den Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, die 
gleichen Teiler sind, die kleinere von der kleineren so wie die größere von der größeren [wie 
VII.22.], ist dann A Teiler von C so wie C Teiler von E, was nicht möglich ist.
Also kann dann keine vierte Zahl zur fortlaufend gleichen Proportion gefunden werden.

Stehen A, B, C nicht in fortlaufend gleicher Proportion, sind dazu A und C nicht teilerfremd, 
dann sei B mal C gleich D.
Es ist dann ebenso zu zeigen, dass dann, wenn D Vielfache von A ist, die vierte Zahl in 
Proportion gefunden werden kann, und dann nicht, wenn D nicht Vielfache von A ist, was zu 
zeigen war. 

IX.20.
Die Anzahl der Primzahlen ist größer als jede Zahl, die vorgelegt wird.

Wenn A, B, C Primzahlen sind, dann, sage ich, ist die Anzahl der Primzahlen größer als die 
Anzahl der A, B, C.

Denn zu A, B, C sei ED das kleinste gemeinsame Vielfache [wie
VII.38.].
Die Summe aus ED und der Einheit DF sei EF.
Es ist dann EF Primzahl oder nicht.
Ist EF Primzahl, dann ist die Anzahl der Primzahlen A, B, C, EF
größer als die der A, B, C.
Ist EF keine Primzahl, dann ist EF Vielfache einer Primzahl G 
[wie VII.34.].
Ich sage, G ist verschieden von A, B, C.
Denn wenn nicht, ist, da A, B, C Teiler von ED sind, auch G Teiler von ED.
Da G Teiler von EF ist, ist dann G auch Teiler der Einheit DF, was nicht möglich ist.
Also ist G verschieden von A, B, C.

Da G Primzahl ist, ist die Anzahl der Primzahlen A, B, C, G größer als die der A, B, C, was zu 
zeigen war.

IX.21.
Die Summe gerader Zahlen ist gerade.

Wenn beliebige gerade Zahlen AB, BC, CD, DE zusammengezählt werden, dann, sage
ich, ist die Summe AE gerade.

Denn da AB, BC, CD, DE gerade sind, sind sie in zwei gleiche Teile teilbar, deshalb ist
auch AE in zwei gleiche Teile teilbar.
Eine Zahl, die in zwei gleiche Teile teilbar ist, ist gerade. 

Deshalb ist AE gerade, was zu zeigen war.
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IX.22.
Die Summe einer geraden Anzahl ungerader Zahlen ist gerade.

Wenn eine gerade Anzahl ungerader Zahlen AB, BC, CD, DE zusammengezählt
werden, dann, sage ich, ist die Summe AE gerade.

Da die Zahlen AB, BC, CD, DE ungerade sind, bleiben von ihnen, wenn von jeder
Eins subtrahiert wird, gerade Zahlen, deren Summe gerade ist.
Da auch die Anzahl der subtrahierten Einsen gerade ist, ist deren Summe gerade. 
Beides zusammen gezählt ergibt AE.

Deshalb ist AE gerade, was zu zeigen war.

IX.23.
Die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ist ungerade.

Wenn eine ungerade Anzahl ungerader Zahlen AB, BC, CD zusammengezählt wird,
dann, sage ich, ist die Summe AD ungerade.

Denn wenn von CD Eins subtrahiert wird, bleibt die gerade Zahl DE.
Da AC gerade ist, ist AE gerade. Diesem die DE, die gleich Eins ist, hinzugezählt,
ergibt AE. 

Deshalb ist AE ungerade, was zu zeigen war.

IX.24.
Wird von einer geraden Zahl eine gerade Zahl subtrahiert, ist der Rest gerade.

Wenn von der geraden Zahl AB die gerade Zahl BC subtrahiert wird, dann, sage ich,
ist der Rest CA gerade.

AB kann, da gerade, in zwei gleiche Teile geteilt werden.
Ebenso kann BC in zwei gleiche Teile geteilt werden. 
Also kann auch CA in zwei gleiche Teile geteilt werden.

Deshalb ist AC gerade, was zu zeigen war.

IX.25.
Wird von einer geraden Zahl eine ungerade Zahl subtrahiert, ist der Rest ungerade.

Wenn von der geraden Zahl AB die ungerade Zahl BC subtrahiert wird, dann, sage
ich, ist der Rest CA ungerade.

Denn wenn von BC die CD, die Eins ist, subtrahiert wird, dann ist DB gerade.
Da AB gerade ist, ist AD gerade. 
Davon CD, die Eins ist, subtrahiert, bleibt CA. 

Deshalb ist CA ungerade, was zu zeigen war.
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IX.26.
Wird von einer ungeraden Zahl eine ungerade Zahl subtrahiert, ist der Rest gerade.

Wenn von der ungeraden Zahl AB die ungerade Zahl BC subtrahiert wird, dann, sage
ich, ist der Rest CA gerade.

Denn wenn von der ungeraden AB eine BD, die gleich Eins ist, subtrahiert wird, dann
ist die restliche AD gerade.
Aus dem gleichen Grund ist CD gerade.

Also ist, wird CD von AD subtrahiert, die restliche CA gerade, was zu zeigen war.

IX.27.
Wird von einer ungeraden Zahl eine gerade Zahl subtrahiert, ist der Rest ungerade.

Wenn von der ungeraden Zahl AB die gerade Zahl BC subtrahiert wird, dann, sage
ich, ist der Rest CA ungerade.

Denn wenn von AB eine AD, die gleich Eins ist, subtrahiert wird, ist die restliche DB
gerade. Wird davon die gerade BC subtrahiert, ist die restliche DC gerade.
DC zusammen mit AD, die gleich Eins ist, ergibt CA.

Also ist CA ungerade, was zu zeigen war.

IX.28.
Das Produkt einer ungeraden Zahl mit einer geraden ist gerade.

Wenn die ungerade Zahl A mit der geraden B multipliziert das Produkt C ergibt,
dann, sage ich, ist C eine gerade Zahl.

Da A mit B multipliziert C ergibt, ist C aus so vielen Zahlen, die gleich B sind,
zusammen gezählt, wie A aus Zahlen, die gleich Eins sind.
Da B gerade ist, ist C aus einer geraden Anzahl ungerader Zahlen zusammen
gezählt. Die Summe einer geraden Anzahl ungerader Zahlen ist gerade.

Also ist C gerade, was zu zeigen war.

IX.29.
Das Produkt ungerader Zahlen ist ungerade.

Wenn die ungerade Zahl A mit der ungeraden B multipliziert das Produkt C ergibt,
dann, sage ich, ist C ungerade.
Da A mit B multipliziert C ergibt, ist C aus so vielen Zahlen, die gleich B sind,
zusammen gezählt, wie A aus Zahlen, die gleich Eins sind.
Da B ungerade ist, ist C aus einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen zusammen
gezählt. Die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ist ungerade.

Also ist C ungerade, was zu zeigen war.
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IX.30.
Ist eine gerade Zahl Vielfache einer ungeraden Zahl, dann ist auch ihre Hälfte 
Vielfache der ungeraden Zahl.

Wenn die gerade Zahl B Vielfache der ungeraden A ist, dann, sage ich, ist auch die Hälfte der B 
Vielfache von A.
Denn B ist so oft Vielfache der A wie die Zahl C angibt.

Ich sage, C ist nicht ungerade. Denn wenn nicht, ist C ungerade. 
Da A multipliziert mit C gleich B ist, ist B dann aus einer ungeraden Anzahl
ungerader Zahlen zusammen gezählt. 
Also ist dann B ungerade, was nicht möglich ist. 
Deshalb ist C nicht ungerade, sondern gerade.
Damit ist B so oft Vielfache von A wie eine gerade Zahl angibt.

Deshalb ist die Hälfte von B eine Vielfache von A, was zu zeigen war.

IX.31.
Ist eine ungerade Zahl teilerfremd zu einer andern, dann ist sie auch teilerfremd zu 
deren Doppeltem.

Wenn die ungerade Zahl A zur beliebigen Zahl B teilerfremd und C das Doppelte von B ist, 
dann, sage ich, sind A und C teilerfremd.

Denn wenn nicht, haben sie einen gemeinsamen Teiler D.
Da A ungerade ist, ist dann D ungerade.
Es ist D ungerade und C gerade, also ist auch die Hälfte von C Vielfache von D.
Da B die Hälfte von C ist, ist dann B Vielfache von D.
Da auch A Vielfache von D ist, ist dann D gemeinsamer Teiler der teilerfremden A, B, was 
nicht möglich ist. Also sind dann A und C nicht teilerfremd.

Deshalb sind A und C teilerfremd, was zu zeigen war.

IX.32.
Keine, von der Zahl Zwei ausgehend, durch fortgesetzte Verdopplung sich ergebende 
Zahl ist gerademal ungerade.

Wenn sich, von A ausgehend, die gleich Zwei ist, durch Verdopplung nacheinander B, C, D 
ergeben, dann, sage ich, sind B, C, D nicht gerademal ungerade.

Offensichtlich sind B, C, D gerademal gerade, da sie sich, von Zwei
ausgehend, durch Verdopplung ergeben.
Ich sage, sie sind nicht gerademal ungerade.
Denn da sie mit der Eins als erstem Glied in fortlaufend gleicher Proportion
stehen und die erste Zahl nach der Eins, A, eine Primzahl ist, hat das letzte
Glied D keine anderen Teiler als die vor ihm stehenden Zahlen [wie IX.13.]. 
Da A, B, C gerade sind, ist D nicht gerademal ungerade.

Ebenso ist zu zeigen, dass B, C nicht gerademal ungerade sind, was zu
zeigen war. 
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IX.33.
Keine Zahl, deren Hälfte ungerade ist, ist gerademal gerade.

Wenn die Hälfte der Zahl A ungerade ist, dann, sage ich, ist A nicht gerademal gerade.

Offensichtlich ist A gerademal ungerade, da sie gerade Vielfache einer ungeraden Zahl ist.
Ich sage, sie ist nicht gerademal gerade.
Denn ist sie gerademal gerade, dann ist ihre Hälfte, die ungerade ist, eine gerade Zahl, was nicht
möglich ist.

Deshalb ist A nicht gerademal gerade, was zu zeigen war.

IX.34.
Ergibt sich eine gerade Zahl, deren Hälfte gerade ist, nicht durch fortgesetzte 
Verdopplung von der Zwei ausgehend, dann ist sie gerademal gerade und gerademal 
ungerade.

Ist A eine Zahl, deren Hälfte gerade ist und sich nicht aus fortgesetzter
Verdopplung, von der Zwei ausgehend, ergibt, dann, sage ich, ist A gerademal
gerade und gerademal ungerade.

Offensichtlich ist die Zahl A gerademal gerade, da ihre Hälfte gerade ist.

Ich sage, sie ist auch gerademal ungerade.
Denn wird A halbiert, dann die Hälfte halbiert und so fortgesetzt, ergibt sich eine
ungerade Zahl, deren gerades Vielfaches A ist. Denn wenn nicht, müsste sich
nach fortgesetztem Halbieren die Zwei ergeben, was nicht möglich ist, da sich
dann A durch fortgesetzte Verdopplung, von der Zwei ausgehend, ergeben hätte.
Also ist A gerademal ungerade und, wie gezeigt, gerademal gerade.

Deshalb ist A gerademal gerade und gerademal ungerade, was zu zeigen war.

IX.35.
Wird vom zweiten und vom letzten Glied einer fortlaufend
gleichen Proportion eine Zahl gleich dem ersten Glied
subtrahiert, dann verhält sich der Rest des zweiten zum ersten
Glied wie der Rest des letzten Glieds zur Summe aus den
übrigen Gliedern.

Wenn die Zahlen A, BC, D, EF mit der davon kleinsten Zahl A in
fortlaufend gleicher Proportion stehen und von BC, EF, die der A
gleichen Zahlen BG, FH subtrahiert werden, dann, sage ich, verhält
sich GC zu A wie EH zur Summe aus A, BC, D.

Denn ist die Zahl FK gleich BC und die Zahl FL gleich D, dann ist
FK gleich BC und FH gleich BG, somit HK gleich GC.
Damit verhält sich EF zu D wie D zu BC und wie BC zu A.

Da D gleich FL, da BC gleich FK und da A gleich FH ist, verhält
sich EF zu FL wie LF zu FK und wie FK zu FH.
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Es verhält sich nach Verkleinerung der Verhältnisse [wie V. Erklärung 15.]  EL zu LF wie LK 
zu FK und wie KH zu FH.
Da sich in einer Proportion die erste zur zweiten Zahl verhält wie die Summe der Vorderglieder
zur Summe der Hinterglieder [wie VII.12.], verhält sich KH zu FH wie die Summe aus EL, LK,
KH zur Summe aus LF, FK, HF.
Da KH gleich CG und FH gleich A ist, ist die Summe aus LF, FK, HF gleich der Summe aus D,
BC, A. Also verhält sich CG zu A wie EH zur Summe aus D, BC, A.

Deshalb verhält sich der Rest aus dem zweiten Glied zum ersten wie der Rest aus dem letzten 
zur Summe aus den übrigen Gliedern, was zu zeigen war.

IX.36.
Ist die Summe der Zahlen, die sich, beginnend mit der Eins, durch fortgesetzte 
Verdopplung ergeben, eine Primzahl, dann ist das Produkt aus dieser Summe mit der 
letzten dieser Zahlen eine vollkommene Zahl.

Wenn die Zahlen A, B, C, D, beginnend mit der Eins, durch fortgesetzte Verdopplung gefunden
werden, ihre Summe gleich der Primzahl E und das Produkt aus E mit D gleich FG ist, dann 
sage ich, ist FG eine vollkommene Zahl.

Denn werden, von E ausgehend, durch Verdopplung so viele Zahlen E, HK, L, M bestimmt 
wie Zahlen A, B, C, D gefunden sind, dann verhält sich A zu D wie E zu M.

Es ist dann E mal D gleich A mal M. 
Da A mal M gleich FG ist, ist E mal D gleich FG.
FG ist so oft Vielfache von A wie M angibt.
Da A gleich Zwei ist, ist FG gleich dem doppelten M.
Somit stehen E, HK, L, M, FG in fortlaufend gleicher Proportion.
Werden vom zweiten Glied HK und vom letzten Glied FG Zahlen HN, FO, die gleich dem 
ersten Glied E sind, subtrahiert, dann verhält sich der Rest des zweiten Glieds zum ersten Glied
E wie der Rest des letzten Glieds zur Summe aus den übrigen Gliedern [IX.35.].
Damit verhält sich NK zu E wie OG zur Summe aus M, L, KH, E.
Da HK gleich dem doppelten E und HN gleich E ist, ist NK gleich E.
Also ist OG gleich der Summe aus M, L, KH, E.
Es ist FO gleich E und es ist E gleich der Summe aus A, B, C,
D und Eins. 
Damit ist FG gleich der Summe aus E, HK, L, M, A, B, C, D
und Eins und ist Vielfache aller dieser Zahlen.

Ich sage, FG ist nicht Vielfache einer anderen Zahl als A, B,
C, D, E, HK, L, M und Eins.

Denn wenn doch, dann sei FG Vielfache der Zahl P, die von
A, B, C, D, E, HK, L, M und Eins verschieden ist.
Es ist dann FG so oft Vielfache von P wie die Zahl Q angibt, 
somit ist Q mal P gleich FG.
Da E mal D gleich FG ist, verhält sich dann E zu Q wie P zu D.
Da A, B, C, D mit der Eins als erstem Glied in fortlaufend gleicher Proportion stehen und A 
eine Primzahl ist, hat D keine anderen Teiler als A, B, C.

http://opera-platonis.de/euklid/B9g/B9_36.htm


Da P von A, B, C verschieden ist, ist damit P nicht Teiler von D.
Es verhält sich P zu D wie E zu Q, somit ist auch E nicht Teiler von Q.
Da E eine Primzahl ist, sind dann E und Q teilerfremd und damit die kleinsten Zahlen in ihrem
Verhältnis.
Es sind die kleinsten beiden Zahlen von allen Zahlen, die im gleichen Verhältnis wie sie stehen, 
die gleichen Teiler, die kleinere von den kleineren so wie die größere von den größeren. 
Da sich E zu Q wie P zu D verhält, ist dann P so oft Vielfache der E wie D Vielfache der Q.
D hat keine anderen Teiler als A, B, C, also ist Q gleich einer der Zahlen A, B, C.
Ist dann Q gleich B, dann verhält sich B zu D wie E zu L, da E, HK, L im gleichen Verhältnis 
stehen wie B, C, D. 
Damit ist B mal L gleich D mal E und gleich Q mal P. Es verhält sich dann Q zu B wie L zu P.
Da Q gleich B ist, ist L gleich P, was nicht möglich ist, da P verschieden von den Teilern von 
FG ist. Also hat FG keine anderen Teiler als A, B, C, D, E, HK, L, M und Eins. 

Es ist, wie gezeigt, FG gleich der Summe aus A, B, C, D, E, HK, L, M und Eins und auch 
Vielfache dieser Zahlen.

Deshalb ist FG eine vollkommene Zahl, was zu zeigen war.

EDITION OPERA-PLATONIS  

http://www.opera-platonis.de/


Euklid Stoicheia.  

Buch X.  1. Teil

Über eingefügte Hypertextmarkierungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Größen sind kommensurabel, wenn sie Vielfache einer gemeinsamen Maßeinheit sind, 
     und sind inkommensurabel, wenn für sie kein gemeinsames Maß zu finden ist.

 2. Strecken sind im Quadrat kommensurabel, wenn die Quadrate über ihnen Vielfache einer 
gegebenen Flächeneinheit sind, 

     und sind im Quadrat inkommensurabel, wenn für die Quadrate über ihnen kein 
gemeinsames Flächenmaß zu finden ist,

 3. Demnach gibt es, wie zu zeigen ist, kommensurable und inkommensurable Strecken in 
unbegrenzter Anzahl, sowohl der Länge nach wie im Quadrat. Strecken mit rationaler Länge
sind der Länge nach kommensurabel und Strecken mit quadriert rationaler Länge sind im 
Quadrat kommensurabel; 

     auch Strecken, die zu quadriert rationalen Strecken entweder der Länge nach und im 
Quadrat oder nur im Quadrat kommensurabel sind, sind quadriert rational,

     aber die zu ihnen inkommensurablen Strecken, sowohl der Länge nach wie im Quadrat, 
haben eine irrationale Länge. 

 4. Quadrate über Strecken rationaler oder quadriert rationaler Länge werden rational genannt, 
     und rational sind auch Quadrate, die zu ihnen kommensurabel sind,
     jedoch die zu ihnen inkommensurablen Quadrate werden irrational genannt.
     Eine Fläche, die zu Quadraten rationaler Größe inkommensurabel ist, heißt irrational, 

ebenso deren Seite, wenn es ein Quadrat ist, und die Seite des ihm gleichen Quadrats, wenn 
es eine andere gradlinige Figur ist.

Anmerkung:

zu „rational“:  nῥητό , nennbar, (in Zahlen) darstellbar.

zu „irrational“:  nἄλογο ,nicht anzugeben, in nicht darstellbarem Zahlenverhältnis stehend.

Das griechische „ nῥητό “wurde in den lateinischen Übersetzungen mit „rational“ wiedergegeben.

Es ist jedoch ab X.20 „im Quadrat rational“ von „rational“ zu unterscheiden, wozu hier „im Quadrat 
rational“ mit „quadriert rational“ übersetzt wird. Zur Notwenigkeit dieser Unterscheidung findet sich 
mehr in den Kommentaren des Commandinus zu Propositio XX im 10. Buch.

„μέση“ (lat. media), das hier mit biquadriert rational übersetzt wird (X.22.), ist eine Größe, deren 4te 
Potenz rational ist; ihr Quadrat ist quadriert rational. 
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X.1.
Wird von der größeren von zwei ungleichen Größen mehr als die Hälfte weggenommen
und vom Rest wiederum mehr als die Hälfte und wird dieses fortgesetzt, dann wird 
sich ein Rest ergeben, der kleiner als die kleinere der beiden Größen ist.

Wenn AB die größere der beiden ungleichen Größen AB, C ist, dann sage ich, wenn von AB 
mehr als die Hälfte weggenommen wird und vom Rest wiederum mehr als die
Hälfte und dieses fortgesetzt wird, dann wird sich ein Rest ergeben, der kleiner
ist als C.

Es ist ein Vielfaches DE von C, das größer als AB ist, in Teile DF, FG, GE
aufzuteilen, die gleich C sind, und es ist von AB ein Teil BH, größer als die
Hälfte, vom Rest AH ein Teil HK, größer als die Hälfte, abzuteilen und dieses
fortzusetzen bis AB in ebenso viele Teile AK, KH, HB aufgeteilt ist wie DE.

Da DE größer als AB ist und von DE weniger als die Hälfte von EG abgeteilt
ist, von AB aber mehr als die Hälfte von BH, ist GD größer als HA.

Da von GD, das größer als HA ist, die Hälfte von GF, von HA aber mehr als
die Hälfte von HK abgeteilt ist, ist DF größer als AK.

Da DF gleich C ist, ist C größer als AK, somit AK kleiner als C.

Also verbleibt von AB ein Rest AK kleiner als C, was zu zeigen war.

Dies ist ebenso zu zeigen, wenn von AB die Hälfte, vom Rest wiederum die Hälfte und so fort, 
weggenommen wird. 

Anmerkung:

Für die rationalen Größen  AB, C,  wobei C < AB,  gibt es somit ein k, so dass:

AB – AB/2 – AB/22 – AB/23
 – AB/24

 – ... – AB/2k
 < C  

womit

AB – AB · (1/2 + 1/22
 + 1/23

 + 1/24
 + ... + 1/2k) < C.

Damit ist gezeigt, dass diese Reihe gegen AB konvergiert, denn

es gibt für alle  ε = C/AB  ein  k,  so dass        

1 – (1/2 + 1/22
 + 1/23

 + 1/24
 + ... + 1/2k) < ε.

Im Lehrsatz ist gezeigt, dass es für alle  ε  ein  k  gibt, so dass

für alle   1/2 ≤ a < 1   und   q = 1 – a   gilt:   

1 – (a + a · q + a · q2
 + a · q3

 + a · q4
 + ... + a · qk) < ε.
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X.2.
Wird von zwei ungleiche Größen immer wieder die kleinere von der größeren 
weggenommen, und bleibt kein Rest, der Teiler des ihm vorhergehenden ist, dann sind 
die beiden Größen inkommensurabel.

Wenn AB die kleinere der beiden ungleichen Größen AB, CD ist und, wenn immer wieder die 
kleinere von der größeren weggenommen wird, dann kein Rest bleibt, der Teiler des ihm 
vorhergehenden ist, dann, sage ich, sind die beiden Größen inkommensurabel. 

Denn wenn AB, CD kommensurabel sind, sind sie Vielfache einer
gemeinsamen Maßeinheit, diese sei E. Es sei dann DF so Vielfache der AB,
dass der Rest FC kleiner als AB ist. Dann sei BG so Vielfache der FC, dass
der Rest AG kleiner als FC ist, und dies wechselseitig fortgesetzt, bis AG
kleiner als E ist. Da dann AB Vielfache der E und DF Vielfache der AB ist,
ist DF Vielfache der E. Es ist aber auch CD Vielfache der E, somit ist CF
Vielfache der E. Da BG Vielfache der CF ist, ist BG Vielfache der E.
Es ist das ganze BA Vielfache der E, somit ist auch AG Vielfache der E, 
die kleinere Vielfache der größeren, was nicht möglich ist.
Also sind AB, CD nicht Vielfache einer anderen Größe und damit
inkommensurabel.

Deshalb sind zwei ungleiche Größen inkommensurabel, von denen ausgehend immer wieder 
die kleinere von der größeren weggenommen wird und kein Rest bleibt, der Teiler des ihm 
vorhergehenden ist, was zu zeigen war.

Anmerkung:  

Bleibt bei der Anwendung dieses euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des größten gemeinsamen 
Teilers auf  AB, CD (VII.1.) der Rest 1 oder der ggT(AB, CD)  sind  AB, CD  kommensurabel;
ist dies nicht der Fall, sind  AB, CD  inkommensurabel und AB, oder CD, oder beide sind irrational.

Offensichtlich kann dieses Rechenverfahren auch dazu benutzt werden, um beliebig genaue 
Näherungswerte für irrationale Zahlen zu finden, für die entschieden werden kann, welche von zwei 
vorgelegten rationalen Zahlen näher bei der gesuchten liegt, worauf die nächste Näherung berechnet 
werden kann.

Als Beispiel dazu einige Iterationen für die Quadratwurzel aus Zwei und für die Kreiszahl  π.

Die Gesuchten werden jeweils  x genannt:

größere Zahl kleinere Zahl Rest
(Differenz) 

größere Zahl kleinere Zahl Rest
(Differenz) 

2 x 2 - x 4 x 4 – x 

x 2 - x 2 x – 2 x 4 – x 2 x – 4 

2 x – 2 2 - x 3 x – 4 2 x – 4 4 – x 3 x – 8 

2 - x 3 x – 4 6 – 4 x 3 x – 8 4 – x 4 x – 12 

6 – 4 x 3 x – 4 10 – 7 x 4 – x 4 x – 12 16 – 5 x 

3 x – 4 10 – 7 x  10 x - 14 4 x – 12 16 – 5 x 9 x – 28 

10 x - 14 10 – 7 x 17 x - 24 16 – 5 x 9 x – 28 44 – 14 x 

Aus dem jeweils letzte Rest ergeben sich die rationalen Näherungswerte: 24/17 für √2  und  22/7 für π.
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X.3.
Zu zwei kommensurablen Größen die größte gemeinsame Maßeinheit finden.

Es seien zwei kommensurable Größen AB, CD gegeben. Zu AB, CD, wovon AB die kleinere 
sei, soll die größte gemeinsame Maßeinheit gefunden werden. 
Es ist die Größe CD Vielfache von AB oder nicht.
Ist CD Vielfache von AB, dann ist, da AB auch Vielfache von sich ist, AB die größte 
gemeinsame Maßeinheit, denn größer als AB kann es dann nicht sein.

Ist die Größe CD nicht Vielfache von AB, dann wird, da AB und CD 
nicht inkommensurabel sind, wenn immer wieder die kleinere Größe von 
der größeren weggenommen wird, ein Rest bleiben, der Teiler des
vorhergehenden ist.
Es ist dann die Größe ED Vielfache von AB mit dem Rest EC kleiner AB.
Es ist danach die Größe FB Vielfache von EC mit dem Rest AF nicht größer
als EC, wobei EC Vielfache von AF ist.  Da CE Vielfache von AF und FB
Vielfache von CE ist, ist FB Vielfache von AF.
Es ist AF auch Vielfache von sich und damit AB Vielfache von AF. 
Da die Größe DE Vielfache von AB ist, ist DE auch Vielfache von AF.
Es ist die Größe CE Vielfache von AF und damit ist auch CD Vielfache von
AF. Also sind die Größen AB und CD Vielfache von AF und es ist AF ein
gemeinsames Maß von AB und CD.

Ich sage, es ist auch die größte.
Denn wenn nicht, dann sind AB und CD Vielfache einer Größe, die größer als AF ist; es sei 
dies G. Da dann AB Vielfache von G und ED Vielfache von AB ist, ist ED damit Vielfache 
von G. Da CD Vielfache ist, ist auch der Rest CE Vielfache von G.

Es ist FB Vielfache von CE und damit auch von G. Mit AB ist dann auch die restliche Größe 
AF Vielfache von G, die kleinere von der größeren, was nicht möglich ist.

Also ist keine größere als AF eine gemeinsame Maßeinheit für die Größen AB und CD.

Damit ist zu den beiden kommensurablen Größen AB und CD die größte gemeinsame 
Maßeinheit gefunden, was auszuführen war.

Zusatz:
Offensichtlich ist die Maßeinheit zweier Größen auch eine Maßeinheit der größten 
gemeinsamen Maßeinheit dieser Größen.

Anmerkung:  

In VII.2 wurde der euklidische Algorithmus für die Berechnung des ggT natürlicher Zahlen eingeführt, 

hier wird er auf arithmetische Ausdrücke ausgedehnt.

Beispiel:   7 + 7 · 2½  und 2 + 2 · 2½  sind kommensurable Größen, denn sie verhalten sich wie 7 : 2;

      ihre größte gemeinsame Maßeinheit ist  (7 + 7 · 2½) ― 3 · (2 + 2 · 2½) = 1 + 2½.
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X.4.
Zu drei kommensurablen Größen die größte gemeinsame Maßeinheit finden.

Es seien drei kommensurable Größen A, B, C gegeben. Zu A, B, C soll die größte gemeinsame 
Maßeinheit gefunden werden.

Zu den Größen A, B sei D die größte gemeinsame Maßeinheit [wie X.3.].Dann ist C Vielfache 
von D oder nicht. Ist C Vielfache von D, dann ist, da auch A und B Vielfache von D sind, C 
eine gemeinsame Maßeinheit für A, B, C. Es ist offensichtlich auch die größte, denn größer als 
D kann eine Maßeinheit für A, B nicht sein.Ist C nicht Vielfache von D, dann, sage ich 
zunächst, sind C, D kommensurabel. 

Da A, B, C kommensurabel sind, sind sie Vielfache einer gemeinsamen
Maßeinheit. 
Da A, B Vielfache dieser Maßeinheit sind, ist dies auch ihre größte
gemeinsame Maßeinheit D.
Diejenige Maßeinheit, deren Vielfache C ist, ist auch Maßeinheit für D. 
Also sind C, D kommensurabel.
Es sei E die größte gemeinsame Maßeinheit für C, D.
Da die Größe D Vielfache von E ist und die Größen A, B Vielfache von
D sind, sind A, B Vielfache von E. Da E Maßeinheit für C ist, ist somit E
gemeinsame Maßeinheit für A, B, C.

Ich sage, es ist auch die größte.
Denn wenn nicht, sind A, B, C Vielfache einer größeren Größe als E; es
sei dies F. Da dann A, B Vielfache von F sind, ist auch ihre größte
gemeinsame Maßeinheit D Vielfache von F. 
Da dann C Vielfache von F ist, sind C, D Vielfache von F und ist auch
ihre größte gemeinsame Maßeinheit E Vielfache von F, die kleinere von
der größeren, was nicht möglich ist.
Also ist keine größere als E eine gemeinsame Maßeinheit für A, B, C. Da
C nicht Vielfache von D ist, jedoch von E, ist E die größte gemeinsame
Maßeinheit für A, B, C.

Damit ist für die drei kommensurablen Größen A, B, C die größte gemeinsame Maßeinheit 
gefunden, was auszuführen war.

Zusatz:

Offensichtlich ist die Maßeinheit dreier Größen auch eine Maßeinheit der größten 
gemeinsamen Maßeinheit dieser Größen.

Auf  die gleiche Weise ist, mit Verwendung dieses Zusatzes, die größte gemeinsame Maßeinheit 
für mehrere verschiedene Größen aufzufinden, was zu zeigen ist.
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X.5.
Kommensurable Größen stehen in einem gleichen Verhältnis wie (natürliche) Zahlen.

Wenn A und B zwei kommensurable Größen sind, dann, sage ich, stehen A und B im einem 
gleichen Verhältnis wie zwei Zahlen.

Da A, B kommensurable Größen sind, gibt es eine gemeinsame
Maßeinheit; diese sei C. Ebenso oft die Größe A Vielfache von C ist, so
oft sei die Zahl D Vielfache der Eins und ebenso oft die Größe B
Vielfache von C ist, so oft sei die Zahl E Vielfache der Eins.

Da die Größe A so oft Vielfache von C ist wie die Zahl D angibt und D
ebenso oft Vielfache der Eins ist, verhält sich C zu A wie die Eins zu D
und, in umgekehrten Verhältnissen, verhält sich A zu C wie D zur Eins.

Da die Größe B so oft Vielfache von C ist wie E angibt und E ebenso oft
Vielfache der Eins ist, verhält sich C zu B wie die Eins zu E. Da sich, wie
gezeigt, A zu C verhält wie die Zahl D zur Eins, verhält sich damit
aufgrund Gleichheit [wie V.22.] A zu B wie die Zahl D zur Zahl E.

Deshalb stehen die kommensurablen Größen A, B im gleichen Verhältnis wie die Zahlen D, E, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Kommensurable Größen stehen in einem Verhältnis, das einem Verhältnis natürlicher Zahlen gleich ist.

Für kommensurable Größen  A, B  gibt es natürliche Zahlen  m, n,  so dass  
A : B = q · (m : n)  mit dem Proportionalitätsfaktor q.

X.6.
Größen, die in einem gleichen Verhältnis stehen wie Zahlen, sind kommensurabel.

Wenn die Größen A, B im gleichen Verhältnis stehen wie die Zahlen D, E, dann, sage ich, sind 
A und B kommensurabel.

Denn wird A in so viele Teile aufgeteilt wie die Zahl D angibt, dann hat
jedes Teil die Größe C.

Es ist dann die Größe F so oft Vielfache von C wie die Zahl E angibt. Da
die Größe A so oft Vielfache der Größe C ist wie die Zahl D Vielfache von
Eins, verhält sich C zu A wie Eins zu D und, in umgekehrten Verhältnissen,
verhält sich A zu C wie die Zahl D zu Eins.

Da E so oft Vielfache von Eins ist wie F Vielfache von C, verhält sich C zu
F wie Eins zu E. Da sich, wie gezeigt, A zu C verhält wie D zu Eins, verhält
sich damit aufgrund Gleichheit A zu F wie D zu E. Es verhält sich D zu E
wie A zu B, somit verhält sich A zu B wie A zu F.

Damit steht die Größe A zu den Größen B, F in gleichen Verhältnissen,
weshalb B gleich F ist. Da F Vielfache von C ist, ist dies auch B. Da auch A
Vielfache von C ist, sind A, B Vielfache von C. Also sind die Größen A und
B kommensurabel.

Deshalb sind Größen kommensurabel, die in einem gleichen Verhältnis
stehen wie Zahlen, was zu zeigen war.
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Zusatz:
Offensichtlich kann zu zwei Zahlen D, E und einer Strecke A eine Strecke F gefunden 
werden, zu der sich A verhält wie D zu E.

Werden die Strecken A, F so mit einer Strecke B ergänzt, dass A zu B zu F in fortlaufend 
gleicher Proportion stehen, dann verhält sich A zu F wie das Quadrat über A zum Quadrat 
über B, denn es verhält sich die erste zur dritten Strecke wie die Figur über der ersten zur 
ähnlichen und ähnlich errichteten Figur über der zweiten Strecke.

Da sich die Strecke A zu F verhält wie die Zahl D zu E, verhält sich die Zahl D zu E wie das 
Quadrat über A zum Quadrat über B, was zu zeigen war.

X.7.
Inkommensurable Größen stehen nicht in einem Verhältnis zueinander wie Zahlen.

Die inkommensurablen Größen A, B, sage ich, stehen nicht in einem Verhältnis wie Zahlen. 

Denn wenn A und B in einem Verhältnis stehen wie zwei Zahlen sind sie kommensurabel.
Da sie es nicht sind, stehen A und B nicht in einem Verhältnis wie eine Zahl zu einer anderen.

Deshalb stehen inkommensurable Größen nicht in einem Verhältnis zueinander wie Zahlen, 
was zu zeigen war.

X.8.
Stehen Größen nicht in einem Verhältnis zueinander wie Zahlen, sind sie 
inkommensurabel.

Wenn die Größen A, B nicht in einem Verhältnis zueinander stehen wie Zahlen, dann, sage ich, 
sind sie inkommensurabel.
Denn wenn sie kommensurabel sind, stehen A und B in einem Verhältnis zueinander wie eine 
Zahl zu einer anderen. 
Da sie nicht in einem solchen Verhältnis stehen, sind A, B inkommensurabel.
Deshalb sind Größen inkommensurabel, die nicht in einem Verhältnis zueinander stehen wie 
Zahlen, was zu zeigen war.

X.9.
Sind Strecken der Länge nach kommensurabel, dann verhalten sich die Quadrate über 
ihnen wie Quadratzahlen, und verhalten sich Quadrate wie Quadratzahlen, dann sind 
ihre Seiten der Länge nach kommensurabel.
Sind Strecken der Länge nach inkommensurabel, dann stehen die Quadrate über ihnen 
zueinander nicht in einem Verhältnis wie Quadratzahlen, und stehen Quadrate 
zueinander nicht in einem Verhältnis wie Quadratzahlen, dann sind ihre Seiten der 
Länge nach inkommensurabel.

Wenn die Strecken A, B der Länge nach kommensurabel sind, dann, sage ich, verhält sich das 
Quadrat über A zum Quadrat über B wie eine Quadratzahl zu einer anderen.

Denn da A und B der Länge nach kommensurabel sind, stehen sie in einem Verhältnis wie zwei
Zahlen. Es sei das Verhältnis der Größen A zu B wie das der Zahlen C zu D.
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Es ergibt sich das Verhältnis des Quadrats über A zum Quadrat über B aus dem Produkt des 
Verhältnisses von A zu B multipliziert mit sich und es ergibt sich das Verhältnis der 
Quadratzahl aus C zur Quadratzahl aus D aus dem Produkt des Verhältnisses von C zu D 
multipliziert mit sich. Damit verhält sich das Quadrat
über A zum Quadrat über B wie die Quadratzahl aus C
zur Quadratzahl aus D.

Ich sage, A und B sind dann der Länge nach
kommensurabel.

Denn da sich das Verhältnis des Quadrats über A zum
Quadrat über B sich aus dem Produkt des Verhältnisses
von A zu B mit sich ergibt und da sich das Verhältnis der
Quadratzahl aus C zur Quadratzahl aus D aus dem
Produkt des Verhältnisses von C zu D ergibt, verhalten
sich die Größen A zu B wie die Zahlen C zu D.
Also sind A und B der Länge nach kommensurabel.

Wenn die Strecken A und B der Länge nach inkommensurabel sind, dann, sage ich, steht das 
Quadrat über A zum Quadrat über B nicht in einem Verhältnis wie eine Quadratzahl zu einer 
anderen. Denn wenn das Quadrat über A zum Quadrat über B in einem Verhältnis steht wie 
eine Quadratzahl zu einer anderen, sind A und B kommensurabel.
Da A und B nicht kommensurabel sind, steht das Quadrat über A zum Quadrat über B nicht in
einem Verhältnis wie eine Quadratzahl zu einer anderen.

Wenn nun das Quadrat über A zum Quadrat über B nicht in einem Verhältnis steht wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen, dann, sage ich, sind A und B der Länge nach inkommensurabel.
Denn wenn A und B kommensurabel sind, steht das Quadrat über A zum Quadrat über B in 
einem Verhältnis wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Da die Quadrate nicht in einem solchen Verhältnis stehen, sind A und B der Länge nach nicht 
kommensurabel.

Deshalb verhalten sich die Quadrate über kommensurablen Strecken wie Quadratzahlen und 
wenn sich Quadrate wie Quadratzahlen verhalten sind ihre Seiten der Länge nach 
kommensurabel; deshalb auch verhalten sich Quadrate über inkommensurablen Strecken nicht 
wie Quadratzahlen und wenn Quadrate sich nicht verhalten wie Quadratzahlen sind sie 
inkommensurabel, was zu zeigen war

Zusatz:
Offensichtlich sind, nach dem was gezeigt wurde, alle der Länge nach 
kommensurablen Strecken auch im Quadrat kommensurabel, aber nicht alle im 
Quadrat kommensurablen Strecken sind auch kommensurabel der Länge nach.

Nicht alle der Länge nach inkommensurablen Strecken sind auch im Quadrat 
inkommensurabel, aber alle im Quadrat inkommensurablen Strecken sind inkommensurabel der
Länge nach.

Beispiele:

2 und 3 sind kommensurabel, deshalb auch 22 und 32, 

jedoch sind  2½  und  3½  inkommensurabel.

(21/4)²  und (2½)2 sind inkommensurabel, deshalb auch 21/4 und 2½. 



X.10.

Zu einer Strecke eine der Länge nach inkommensurable Strecke und eine andere, der 
Länge nach und im Quadrat inkommensurable, Strecke finden.

Zur gegebenen Strecke A soll eine der Länge nach inkommensurable Strecke und eine andere, 
der Länge nach und im Quadrat inkommensurable Strecke gefunden werden. 

Zu zwei Zahlen B, C, die sich zueinander nicht verhalten wie zwei
Quadratzahlen und somit sich nicht verhalten wie Quadrate über
kommensurablen Strecken, ist eine Strecke D zu suchen, so dass sich B zu
C verhält wie das Quadrat über A zum Quadrat über D. Da dann das
Quadrat über A und das Quadrat über D kommensurabel sind und sich B
zu C nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich
auch das Quadrat über A zum Quadrat über D nicht wie eine Quadratzahl
zu einer anderen. Also sind A und D der Länge nach inkommensurabel.

Werden die Strecken A und D mit einer Strecke E so ergänzt, dass sich 
A zu E verhält wie E zu D, dann verhält sich A zu D wie das Quadrat 
über A zum Quadrat über E.
Da A und D der Länge nach inkommensurabel sind, sind auch die
Quadrate über A und E inkommensurabel. Also sind A und E im Quadrat
inkommensurabel und damit auch der Länge nach.

Damit ist zur gegebenen Strecke A eine der Länge nach inkommensurable
Strecke D und eine der Länge nach und im Quadrat inkommensurable
Strecke E gefunden, was auszuführen war.

X.11.
Stehen vier Größen in Proportion und sind die erste und die zweite kommensurabel, 
dann sind es auch die dritte und die vierte und 
sind die erste und die zweite Größe inkommensurabel, dann sind es auch die dritte und
die vierte.

Wenn die Größen A, B, C, D in Proportion stehen, sich also A zu B verhält wie C zu D, und A 
und B kommensurabel sind, dann, sage ich, sind auch C und D kommensurabel.

Denn da A und B kommensurabel sind, verhält sich A zu B wie eine Zahl zu einer anderen.
Da sich A zu B verhält wie C zu D, verhält sich auch C zu D wie eine Zahl zu einer anderen.
Also sind C und D kommensurabel.

Sind A und B inkommensurabel, dann, sage ich, sind auch C und D inkommensurabel.

Denn da A und B inkommensurabel sind, verhält sich A zu B nicht wie eine Zahl zu einer 
anderen. 
Da sich A zu B verhält wie C zu D, verhält sich auch C zu D nicht wie eine Zahl zu einer 
anderen. Also sind C und D inkommensurabel.

Deshalb sind die dritte und vierte Größe von vier Größen in Proportion dann kommensurabel,
wenn die erste und zweite kommensurabel sind, und wenn die erste und zweite 
inkommensurabel sind, dann auch die dritte und vierte, was zu zeigen war.
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X.12.
Die Größen, die zu einer Größe kommensurabel sind, sind kommensurabel.

Wenn jede der Größen A, B zu C kommensurabel ist, dann, sage ich, sind A, B 
kommensurabel.

Denn da A, C kommensurabel sind, stehen sie in einem Verhältnis
zueinander wie Zahlen. 
Es sei das Verhältnis von A zu C wie das der Zahlen D zu E.
Da C, B kommensurabel sind, stehen auch sie in einem Verhältnis wie
Zahlen.
Es sei das Verhältnis von C zu B wie das der Zahlen F zu G.

Zu den Verhältnissen D zu E und F zu G gibt es dann drei Zahlen H,
K, L die in fortlaufender Proportion stehen, so dass sich D zu E verhält
wie H zu K und sich F zu G verhält wie K zu L [wie VIII.4.].

Da sich A zu C verhält wie D zu E und D zu E sich verhält wie H zu K,
verhält sich A zu C wie H zu K. Da sich C zu B verhält wie F zu G und
sich F zu G verhält wie K zu L, verhält sich C zu B wie K zu L.

Damit verhält sich aufgrund Gleichheit A zu B wie H zu L [wie V.22.]
und es steht A zu B in einem Verhältnis wie die Zahl H zur Zahl L. 
Also sind die Größen A, B kommensurabel.

Deshalb sind diejenigen Größen kommensurabel, die zu einer Größe kommensurabel sind, was
zu zeigen war.

X.13  . *  

Ist eine von zwei Größen zu einer weiteren kommensurabel, die andere jedoch 
inkommensurabel, dann sind die beiden Größen zueinander inkommensurabel.

Wenn von zwei Größen A, B die Größe A zu einer Größe C kommensurabel, die Größe B 
jedoch inkommensurabel ist, dann, sage ich, sind A und B inkommensurabel.

Denn wenn A und B kommensurabel wären, und A und C kommensurabel sind, dann wären 
auch C und B kommensurabel. 

Da dies der Voraussetzung widerspricht, sind A und B inkommensurabel, was zu zeigen war.

* Fehlt bei Heiberg, sonst vorhanden. Griechischer Text nach F. Peyrard.
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X.14. [X.13]
Ist von zwei kommensurablen Größen eine zu einer dritten Größe inkommensurabel, 
dann ist auch die andere zu ihr inkommensurabel.

Wenn von den beiden kommensurablen Größen A, B die Größe A zur Größe C 
inkommensurabel ist, dann, sage ich, sind auch B, C inkommensurabel.

Denn wenn B, C kommensurabel sind, und da A, B kommensurabel sind, sind dann auch A, C 
kommensurabel, was nicht möglich ist, da A, C inkommensurabel sind.
Also sind B, C inkommensurabel.

Deshalb ist dann, wenn von zwei kommensurablen Größen eine zu einer dritten 
inkommensurabel ist, auch die andere zu ihr inkommensurabel, was zu zeigen war.

Lemma X.15.:
Zu zwei ungleichen Strecken das Quadrat finden um das das Quadrat über der einen 
größer ist als das Quadrat über der anderen.

Zu den ungleichen Strecken AB, C, wovon AB die größere ist, soll das Quadrat gefunden 
werden um das das Quadrat über AB größer ist als das Quadrat über C.

Es ist über AB der Halbkreis ADB zu errichten, in ihn die Strecke AD, die gleich C ist, 
einzutragen [wie V.1.] und DB zu ziehen.

Offensichtlich ist der Winkel ADB ein rechter und damit das Quadrat über AB gleich den 
Quadraten über AD und DB zusammen.

Da AD gleich C ist, ist das Quadrat über AB gleich den
Quadraten über C und DB zusammen. 

Auf  gleiche Weise ist das Quadrat zu finden, das gleich
den Quadraten über zwei gegebenen Strecken
zusammen ist.

Sind zwei Strecken AD, DB gegeben und soll das
Quadrat gefunden werden, das gleich den Quadraten
über AD und DB zusammen ist, sind AD und DB so
aneinander zu legen, dass sie den rechten Winkel ADB einschließen Dann ist AB zu ziehen.

Es ist dann das Quadrat über AB gleich den Quadraten über AD und DB zusammen, was 
auszuführen war.
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X.15. [X.14]
Ist bei vier Strecken in Proportion das Quadrat über der ersten um ein Quadrat größer 
als das Quadrat über der zweiten, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur 
ersten Strecke ist, dann ist auch das Quadrat über der dritten um ein Quadrat größer 
als das Quadrat über der vierten, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur 
dritten Strecke ist. 
Ist dagegen das Quadrat über der ersten um ein Quadrat größer als das Quadrat über 
der zweiten, dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zur ersten Strecke ist, dann
ist auch das Quadrat über der dritten Strecke um ein Quadrat größer als das Quadrat 
über der vierten, dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zur dritten Strecke ist.

Wenn die vier Strecken, A, B, C, D in Proportion stehen, sich also A zu B verhält wie C zu D, 
und das Quadrat über A gleich den Quadraten über B und E zusammen ist,
sowie das Quadrat über C gleich den Quadraten über D und F zusammen ist,
dann, sage ich, wenn A und E kommensurabel sind, dann sind es auch C und
F, sind aber A und E inkommensurabel, dann sind es auch C und F.

Denn da sich A zu B verhält wie C zu D, verhält sich das Quadrat über A
zum Quadrat über B wie das Quadrat über C zum Quadrat über D. Das
Quadrat über A ist gleich den Quadraten über E und B zusammen, sowie das
Quadrat über C gleich den Quadraten über D und F zusammen ist. Somit
verhalten sich die Quadrate über E und B zusammen zum Quadrat über B
wie die Quadrate über D und F zusammen zum Quadrat über D.

Werden die Verhältnisse verkleinert [wie V. Erklärung 15.], dann verhält sich
das Quadrat über E zum Quadrat über B wie das Quadrat über F zum
Quadrat über D. Somit verhält sich E zu B wie F zu D. Werden die
Verhältnisse umgekehrt, dann verhält sich B zu E wie D zu F.

Es verhält sich A zu B wie C zu D, somit aufgrund Gleichheit A zu E wie C
zu F [wie V.22.]. Also sind, wenn A und E der Länge nach kommensurabel
sind, auch C und F der Länge nach kommensurabel. Sind aber A und E der Länge nach 
inkommensurabel, dann sind auch C und F der Länge nach inkommensurabel.

Deshalb ergibt sich das Gesagte bei vier Strecken in Proportion, wenn das Erwähnte gefordert 
wird, was zu zeigen war.

X.16. [X.15]
Werden zwei kommensurable Strecken zusammengesetzt, ist die ganze Strecke zu jeder
von beiden kommensurabel, und ist eine aus zwei Strecken zusammengesetzte Strecke 
zu einer der beiden kommensurabel, dann sind die beiden Strecken kommensurabel.

Wenn die kommensurablen Strecken AB und BC zusammengesetzt werden, dann, sage ich, ist 
die ganze Strecke AC zu jeder der Strecken AB, BC kommensurabel.

Denn da AB, BC kommensurabel sind, sind sie Vielfache einer Maßeinheit; diese sei D.
Da AB und BC Vielfache von D sind, ist auch AC Vielfache von D. Da AB, BC, AC Vielfache 
von D sind, sind sie untereinander kommensurabel. 
Also ist AC zu jeder der Strecken AB, BC kommensurabel. 
Sind AC und AB kommensurabel, dann, sage ich, sind AB und BC kommensurabel.
Denn da AC und AB kommensurabel sind, sind sie Vielfache einer Maßeinheit, diese sei D.
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Da CA und AB Vielfache von D sind, ist auch der Rest BC Vielfache von D.
Da AB und BC Vielfache einer Maßeinheit sind, sind AB und BC kommensurabel.

Deshalb ist eine aus zwei kommensurablen Strecken zusammengesetzte Strecke zu jeder der 
beiden kommensurabel und sind dann, wenn die aus zwei Strecken zusammengesetzte 
kommensurable Strecke zu einer der beiden kommensurabel ist, beide Strecken 
kommensurabel, was zu zeigen war.

X.17. [X.16]
Werden zwei inkommensurable Strecken zusammengesetzt, ist die ganze Strecke zu 
jeder von beiden inkommensurabel, und ist eine aus zwei Strecken zusammengesetzte 
Strecke zu einer der beiden inkommensurabel, dann sind die beiden Strecken 
inkommensurabel.

Wenn die inkommensurablen Strecken AB und BC zusammengesetzt werden, dann, sage ich, 
ist die ganze Strecke AC zu jeder der Strecken AB, BC inkommensurabel.

Denn wenn CA, AB nicht inkommensurabel sind, dann sind sie Vielfache einer Maßeinheit; 
diese sei D. Da dann CA, AB Vielfache der D sind, ist auch der Rest BC Vielfache von D.
Da dann AB, BC Vielfache von D sind, sind AB, BC kommensurabel, was nicht möglich ist, 
denn sie sind inkommensurabel. Also sind CA, AB nicht Vielfache einer Maßeinheit und 
inkommensurabel. Ebenso ist zu zeigen, dass AC, CB inkommensurabel sind.
Damit ist AC zu jeder der beiden Strecken AB, BC inkommensurabel.

Ist AC zu einer der beiden Strecken AB, BC inkommensurabel, es sei dies zunächst AB, dann, 
sage ich, sind AB, BC inkommensurabel. Denn wenn AB, BC kommensurabel sind, dann sind 
sie Vielfache einer Maßeinheit; diese sei D. Da dann AB, BC Vielfache von D sind, ist auch die 
ganze AC Vielfache von D. Da dann CA, AB Vielfache von D sind, sind CA, AB dann 
kommensurabel, was nicht möglich ist, denn sie sind inkommensurabel. Also sind AB, BC nicht
Vielfache einer Maßeinheit und inkommensurabel.

Deshalb ist eine aus zwei inkommensurablen Strecken zusammengesetzte Strecke zu jeder der 
beiden inkommensurabel und sind dann, wenn die aus zwei Strecken zusammengesetzte 
inkommensurable Strecke zu einer der beiden inkommensurabel ist, beide Strecken 
inkommensurabel, was zu zeigen war.

Lemma X.18.:
Wird von einem Rechteck das Quadrat über einer Seite abgeteilt, dann ist das übrige 
Rechteck gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der geteilten Seite.

Wenn von dem auf  der Strecke AB errichteten Rechteck das Quadrat DB abgeteilt wird, dann, 
sage ich, ist das Rechteck AD gleich dem Rechteck aus
AC mit CB.

Es ist DB ein Quadrat und damit DC gleich CB.
Also ergibt sich das Rechteck AD, das sich aus AC mit
CD ergibt, auch aus AC mit CB.

Deshalb ist das Rechteck, das verbleibt, wenn von einem Rechteck das Quadrat über einer Seite
abgeteilt wird, gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der geteilten Seite.
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X.18. [X.17]
Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom 
Rechteck über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich 
einem Viertel des Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in der Länge 
nach kommensurable Teile geteilt, dann ist das Quadrat über der größere Strecke um 
ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zu ihr ist, größer als das 
Quadrat über der kleineren.

Ist das Quadrat über der größeren von zwei ungleichen Strecken um ein Quadrat, 
dessen Seite kommensurabel zur größeren Strecke ist, größer als das Quadrat über der 
kleineren, dann wird durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck über 
der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat einem Viertel des 
Quadrats über der kleineren gleich ist, die geteilte Strecke in der Länge nach 
kommensurable Teile geteilt. 

Wenn von zwei ungleichen Strecken A, BC, die größere BC ist, und BC durch Abteilen eines 
Quadrats über einer Seite vom Rechteck über BC, das verringert um das abgeteilte Quadrat 
einem Viertel des Quadrats über A gleich ist, damit BC in der Länge nach kommensurable BD 
und DC geteilt wird, dann, sage ich, ist das Quadrat über BC um ein Quadrat größer als das 
Quadrat über A, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zu BC ist.

Denn wird BC im Punkt E in zwei gleiche
Teile geteilt und dann EF gleich DE
eingetragen, dann ist DC gleich BF. 

Da BC in E in zwei gleiche und in D in zwei
ungleiche Teile geteilt ist, ist das Produkt aus
BD mit DC zusammen mit dem Quadrat
über ED gleich dem Quadrat über EC [wie
II.5.]. Somit ist auch das vierfache Produkt
aus BD mit DC zusammen mit dem
vierfachen Quadrat über ED gleich dem
vierfachen Quadrat über EC. Es ist das
Quadrat über A gleich dem vierfachen
Produkt aus BD mit DC. 

Es ist das Quadrat über DF gleich dem
vierfachen Quadrat über DE, denn DF ist
gleich dem doppelten DE und das Quadrat
über BC ist gleich dem vierfachen Quadrat
über EC.Also sind die Quadrate über A und
DF zusammen gleich dem Quadrat über
BC. Damit ist das Quadrat über BC um das
Quadrat über DF größer als das Quadrat
über A. 

Da BD und DC der Länge nach kommensurabel sind, sind auch BC und CD der Länge nach 
kommensurabel. Da CD gleich BF ist, ist BC zu den Strecken BF und CD der Länge nach 
kommensurabel und damit auch zu der restlichen Strecke DF. 

Also ist das Quadrat über BC um ein Quadrat größer als das Quadrat über A, dessen Seite der 
Länge nach kommensurabel zu BC ist.
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Ist nun das Quadrat über BC um ein Quadrat größer als das Quadrat über A, dessen Seite der 
Länge nach kommensurabel zu BC ist und wird durch Abteilen eines Quadrats vom Rechteck 
über BC, das dann einem Viertel des Quadrats über A gleich ist, BC in zwei Teile BD und DC 
geteilt, dann ist zu zeigen, dass BD und DC der Länge nach kommensurabel sind.
Es ist gezeigt, dass das Quadrat über BC gleich den Quadraten über A und FD zusammen ist.
Damit ist das Quadrat über BC um ein Quadrat größer als das Quadrat über A, dessen Seite der
Länge nach kommensurabel zu BC ist.
Da BC und FD der Länge nach kommensurabel sind, ist BC zu BF mit DC zusammen der 
Länge nach kommensurabel und damit zu DC und BD. 
Also sind die Strecken BD und DC der Länge nach kommensurabel. 

Deshalb ergibt sich das Gesagte bei zwei ungleichen Strecken, wenn das Erwähnte gefordert 
wird, was zu zeigen war.

X.19. [X.18]
Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite eines 
Rechtecks über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich 
einem Viertel des Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in zwei der 
Länge nach inkommensurable Teile geteilt, dann ist das Quadrat über der größere 
Strecke um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach inkommensurabel zu ihr ist, 
größer als das Quadrat über der kleineren.

Ist das Quadrat über der größeren von zwei ungleichen Strecken um ein Quadrat, 
dessen Seite inkommensurabel zur größeren Strecke ist, größer als das Quadrat über 
der kleineren, dann wird durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck 
über der größeren, das verringert um das abgeteilte Quadrat einem Viertel des 
Quadrats über der kleineren gleich ist, die geteilte Strecke in der Länge nach 
inkommensurable Teile geteilt. 

Wenn von zwei ungleichen Strecken A, BC,
die größere BC ist, und BC durch Abteilen
eines Quadrats über einer Seite vom
Rechteck über BC, das verringert um das
abgeteilte Quadrat einem Viertel des
Quadrats über A gleich ist, damit BC in der
Länge nach inkommensurable BD und DC
geteilt wird, dann, sage ich, ist das Quadrat
über BC um ein Quadrat größer als das
Quadrat über A, dessen Seite der Länge
nach inkommensurabel zu BC ist.

Denn wie in X.18. gezeigt, ist das Quadrat
über BC gleich den Quadraten über A und
FD zusammen und es ist zu zeigen, dass
BC, DF der Länge nach inkommensurabel
sind.

Da BD und DF der Länge nach
inkommensurabel sind, sind auch BC und
CD der Länge nach inkommensurabel.
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Es ist DC zu den Strecken BF und DC zusammen kommensurabel, also ist BC zu den Strecken
BF und DC zusammen der Länge nach inkommensurabel.

Es ist BC zu FD der Länge nach inkommensurabel und das Quadrat über BC gleich den 
Quadraten über A und FD zusammen, weshalb das Quadrat über BC um eine Quadrat größer 
als das Quadrat über A ist, dessen Seite zu BC inkommensurabel ist.

Es ist das Quadrat über BC um eine Quadrat größer als das Quadrat über A, dessen Seite zu 
BC inkommensurabel ist, und wird ein Quadrat vom Rechteck über der größeren abgeteilt, das 
verringert um das abgeteilte Quadrat einem Viertel des Quadrats über der kleineren gleich ist, 
dann ist zu zeigen, dass die geteilte Strecke in der Länge nach inkommensurable Teile geteilt ist.

Wie gezeigt, ist das Quadrat über BC gleich den Quadraten über A und FD zusammen.
Da das Quadrat über BC um ein Quadrat größer ist als das Quadrat über A, dessen Seite zu BC
inkommensurabel ist, sind BC und FD der Länge nach inkommensurabel.
Damit ist BC zu den Strecken BF und DC zusammen inkommensurabel.
Da BF und DC zusammen zu DC der Länge nach kommensurabel sind, ist BC zur Strecke DC 
der Länge nach inkommensurabel.  Also sind BD und DC der Länge nach inkommensurabel.

Deshalb ergibt sich das Gesagte bei zwei ungleichen Strecken, wenn das Erwähnte gefordert 
wird, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Vorausgesetzt BC² = A² + FD²,     FD = BC – 2 DC   und   BD + DC = BC

ist BC² = A² + (BC – 2 DC)² 
damit ist 4 BD · DC  =  A² + 4 DC²      und      BD · DC     =  A² / 4 + DC².

Sind  BD  und  DC  der Länge nach kommensurabel,  A  beliebig, dann sind auch  FD  und  BC  
kommensurabel und umgekehrt. 
Sind  BD  und  DC  der Länge nach inkommensurabel, dann auch  FD  und  BC  und umgekehrt.

Lemma X.20.

Wie gezeigt, sind alle der Länge nach kommensurablen Strecken auch im Quadrat 
kommensurabel, aber nicht alle im Quadrat kommensurablen Strecken sind auch 
kommensurabel der Länge nach, sondern können der Länge nach kommensurabel oder
inkommensurabel sein.

Deshalb sind die Quadrate über rationalen Strecken rational und sind die Seiten rationaler 
Quadrate, die zu einer rationalen Strecke der Länge nach inkommensurabel sind, quadriert 
rational.

X.20. [X.19]
Ein Rechteck aus den kommensurablen Seiten rationaler oder quadriert rationaler 
Länge ist rational. 

Wenn das Rechteck AC sich aus den der Länge nach
kommensurablen Seiten AB, BC mit rationalen oder
quadriert rationalen Seitenlängen ergibt, dann, sage
ich, ist AC rational.

Denn wenn über AB das Quadrat AD errichtet wird,
dann ist AD rational. 
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Da die Seiten AB, BC der Länge nach kommensurabel sind und AB gleich BD ist, sind BD, BC 
der Länge nach kommensurabel.
Es verhält sich BD zu BC wie DA zu AC, also sind DA, AC kommensurabel.
Da DA rational ist, ist auch AC rational.

Deshalb ist das Rechteck aus kommensurablen Seiten rationaler oder quadriert rationaler Länge
rational, was zu zeigen war.

X.21. [X.20]
Wird auf  einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke ein rationales Rechteck 
errichtet, dann sind seine Länge und Breite der Länge nach kommensurabel.

Wenn das rationale Rechteck AC auf  der rationalen oder quadriert rationalen Strecke AB 
errichtet wird und seine Breite BC ist, dann, sage ich, AB und BC
sind der Länge nach kommensurabel.

Denn wird über AB das Quadrat AD errichtet, dann ist AD rational.
Da AC rational ist, sind DA, AC kommensurabel. Es verhält sich DA
zu AC wie DB zu BC, somit sind DB, BC kommensurabel.
Da DB gleich BA ist, sind AB, BC kommensurabel.
Es ist DB gleich BA, somit sind AB und BC kommensurabel.
Ist AB rational, dann auch BC; ist AB quadriert rational, dann auch
BC. Also sind AB, BC der Länge nach kommensurabel.

Deshalb sind Länge und Breite eines rationalen Rechtecks, das auf
einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke errichtet ist, der
Länge nach kommensurabel, was zu zeigen war.

X.22. [X.21]
Ein Rechteck aus quadriert rationalen Strecken, die nur im Quadrat kommensurabel 
sind, ist irrational; die Seite des Quadrats, das ihm gleich ist, hat eine irrationale Länge,
die biquadriert rational genannt wird.

Wenn das Rechteck AC sich aus den quadriert rationalen Seiten AB, BC, die nur im Quadrat 
kommensurabel sind, ergibt, dann, sage ich, ist AC irrational und
die Seite des Quadrats, das ihm gleich ist, hat eine irrationale
Länge, die biquadriert rational genannt wird.

Denn wird über AB das Quadrat AD errichtet, dann ist AD
rational.
Da AB und BC der Länge nach inkommensurabel sind, wenn
auch im Quadrat kommensurabel, und AB gleich BD ist, sind DB
und BC der Länge nach inkommensurabel.
Es verhält sich DB zu BC wie AD zu AC, somit sind DA und AC
inkommensurabel. Da DA rational ist, ist AC irrational.

Deshalb hat die Seite des Quadrats, das AC gleich ist, eine
irrationale Länge, die biquadriert rational genannt wird, was zu
zeigen war.
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Lemma X.23.
Die erste von zwei Strecken verhält sich zur zweiten wie das Quadrat über der ersten 
zum Rechteck aus den beiden Strecken.

Wenn zwei Strecken FE und EG gegeben sind, dann,
sage ich, verhält sich FE zu EG wie das Quadrat über
FE zum Rechteck GD aus FE mit EG.

Denn wird über FE das Quadrat DF errichtet und
über EG das Rechteck GD, dann verhält sich FE zu
EG wie FD zu DG.
Da FD das Quadrat über FE ist und DG das Rechteck
aus FE mit EG, verhält sich FE zu EG wie das Quadrat über FE zum Rechteck aus FE mit 
EG.

Ebenso ist zu zeigen, dass sich das Rechteck aus GE mit EF zum Quadrat über EF verhält wie 
GD zu FD und wie GE zu EF, was zu zeigen war.

X.23. [X.22]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das einem Quadrat über einer 
biquadriert rationalen Strecke gleich ist, dann sind seine Seiten der Länge nach 
inkommensurabel.

Wenn auf  der rationalen Strecke CB ein Rechteck BD errichtet wird, das dem Quadrat über der
biquadriert rationalen Strecke A gleich ist, und seine Breite CD ist, dann, sage ich, sind CD und 
CB der Länge nach inkommensurabel.

Denn das Quadrat über der biquadriert rationalen Strecke A ist einem Rechteck aus Seiten 
gleich, die nur im Quadrat kommensurabel sind; es sei dieses GF [wie X.22.]. 
Da das Quadrat über A dem Rechteck BD gleich ist, ist dann GF gleich BD.

Da die Seiten zweier gleicher und gleichwinkliger
Parallelogramme in umgekehrten Verhältnissen zu den
Seiten am gleichen Winkel im anderen Parallelogramm
stehen [wie VI.14.], verhält sich BC zu EG wie EF zu CD.
Damit verhält sich das Quadrat über BC zum Quadrat
über EG wie das Quadrat über EF zum Quadrat über
CD.

Die Quadrate über BC und EG sind kommensurabel,
denn sie sind  quadriert rational, womit auch die
Quadrate über EF und CD kommensurabel sind. 
Da das Quadrat über EF rational ist, ist auch das Quadrat
über CD rational. Es sind EF und EG der Länge nach
inkommensurabel, denn sie sind nur im Quadrat kommensurabel. 
Da sich EF zu EG verhält wie das Quadrat über EF zum Rechteck aus FE mit EG, ist das 
Quadrat über EF zum Rechteck aus FE mit EG inkommensurabel. 

Da die Quadrate über EF und CD kommensurabel sind, wenn auch nur im Quadrat rational, ist
auch das Rechteck aus FE mit EG zum Rechteck aus DC mit CB kommensurabel, denn es ist 
dem Quadrat über A gleich. 
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Da sich CD zu CB verhält wie das Quadrat über CD zum Rechteck aus CD mit CB, ist das 
Quadrat über CD zum Rechteck aus DC mit CB inkommensurabel. Also ist das Quadrat über 
CD zum Rechteck aus DC mit CB inkommensurabel.

Da sich das Quadrat über CD zum Rechteck aus DC mit CB verhält wie DC zu CB, sind DC 
und CB der Länge nach inkommensurabel, was zu zeigen war.

X.24. [X.23]
Ist eine biquadriert rationale Strecke zu einer anderen kommensurabel, dann ist diese 
biquadriert rational.

Wenn die biquadriert rationale Strecke A zur Strecke B kommensurabel ist, dann, sage ich, ist B 
biquadriert rational.

Denn wird auf  einer rationalen Strecke DE das
Rechteck EC errichtet, das dem Quadrat über A
gleich ist, dann ist seine Breite CD der Länge
nach inkommensurabel zu ED. 
Wird dann auf  CD ein dem Quadrat über B
gleiches Rechteck CF errichtet, dann ist seine
Breite DF.

Da A und B kommensurabel sind, sind die
Quadrate über A und B kommensurabel.
Da das Quadrat über A gleich EC und das
Quadrat über B gleich CF ist, sind die Rechtecke
EC und CF kommensurabel.
Es verhält sich EC zu CF wie ED zu DF und
damit sind ED und DF der Länge nach
kommensurabel.
Da ED rational ist und zu DC der Länge nach inkommensurabel, ist auch DF rational und zu 
DC der Länge nach inkommensurabel.
Somit sind CD und DF nur im Quadrat kommensurabel.

Da die Seite eines Quadrats, das gleich einem Rechteck aus Seiten ist, die nur im Quadrat 
kommensurabel sind, biquadriert rational ist, ist das Quadrat über B, das gleich dem Rechteck 
aus CD mit DF ist, ist B biquadriert rational, was zu zeigen war.

Zusatz:
Offensichtlich ist eine Fläche, die einer anderen gleich ist, die biquadriert rational ist, 
biquadriert rational.
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Lemma X.25.

Entsprechend, wie für quadriert rationale Strecken [Lemma X.20.] erklärt, sind nicht 
alle Strecken, die im Biquadrat kommensurabel sind, auch im Quadrat 
kommensurabel, wie diese nicht alle der Länge nach kommensurabel sind, aber alle 
Strecken, die der Länge nach kommensurabel sind, da auch im Quadrat 
kommensurabel, sind auch im Biquadrat kommensurabel.

Ist eine Strecke der Länge nach kommensurabel zu einer Strecke, dann ist
sie auch im Quadrat und im Biquadrat zu ihr kommensurabel, und ist sie nur im
Quadrat und nicht der Länge nach zu ihr kommensurabel, dann auch im Biquadrat.

X.25. [X.24]
Ein Rechteck aus biquadriert rationalen Strecken, die der Länge
nach kommensurabel sind, ist quadriert rational.

Wenn die biquadriert rationalen Strecken AB, BC der Länge nach
kommensurabel sind und das Rechteck AC ergeben, dann, sage ich, ist
AC quadriert rational.

Denn wenn über der biquadriert rationalen Strecke AB das Quadrat
AD errichtet wird, ist AD quadriert rational. 

Da AB und BC der Länge nach kommensurabel sind und AB gleich
BD ist, sind DB und BC der Länge nach kommensurabel.

Da DA quadriert rational ist, ist auch AC quadriert rational, was zu
zeigen war.

 

X.26. [X.25]
Ein Rechteck aus biquadriert rationalen Strecken, die nur im Quadrat kommensurabel 
sind, ist entweder rational oder quadriert rational.

Wenn die Seiten AB, BC des
Rechtecks AC eine biquadriert
rationale Länge haben und nur
im Quadrat kommensurabel
sind, dann, sage ich, ist AC
entweder rational oder quadriert
rational.

Wenn AD und BE die Quadrate
über AB und über BC sind, dann
sind diese quadriert rational.

Wird auf  der rationalen Strecke
FG, ein dem Quadrat AD
gleiches Rechteck GH errichtet,
dessen Breite dann FH ist, und
auf  der Seite HM ein dem

http://opera-platonis.de/euklid/B10g/B10_26.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B10g/B10_25.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B10g/B10_25L.htm


Rechteck AC gleiches Rechteck MK errichtet, dessen Breite Seite dann HK ist, weiter auf  der 
Seite KN ein dem Quadrat BE gleiches Rechteck NL errichtet wird, dessen Breite dann KL ist, 
dann liegen FH, HK, KL nebeneinander auf  der gleichen Geraden.

Da AD und BE quadriert rational sind und AD gleich GH, sowie BE gleich NL ist, sind GH 
und NL zusammengesetzt quadriert rational. Da GH und NL auf  FG errichtet sind, sind die 
Seiten FH und KL zu FG der Länge nach inkommensurabel. Die Quadrate AD und BE sind 
kommensurabel, somit sind GH und NL kommensurabel.
Es verhält sich GH zu NL wie FH zu KL, somit sind FH und KL der Länge nach 
kommensurabel.
Damit ist das Produkt aus FH mit KL rational. 

Da DB gleich BA und OB gleich BC ist, verhält sich DB zu BC wie AB zu BO. Da sich DB zu 
BC verhält wie DA zu AC, verhält sich AB zu BO wie AC zu CO.
Damit verhält sich DA zu AC wie AC zu CO.

Da AD gleich GH, da AC gleich MK und CO gleich NL ist, verhält sich GH zu MK wie MK 
zu NL und es verhält sich FH zu HK wie HK zu KL.
Damit ist das Rechteck aus FH mit KL gleich dem Quadrat über HK. 
Es sind FH und HK im Quadrat kommensurabel, somit ist das Rechteck HN rational oder 
quadriert rational. Da HN gleich AC ist, ist auch AC rational oder quadriert rational.

Deshalb ist ein Rechteck aus biquadriert rationalen Strecken, die nur im Quadrat 
kommensurabel sind, entweder rational oder quadriert rational, was zu zeigen war.

X.27. [X.26]
Eine quadriert rationale Größe ist nicht um eine rationale Größe größer als eine andere 
quadriert rationale.

Denn wenn doch, dann sei die quadriert rationale Fläche AB um die rationale Fläche DB 
größer als die quadriert rationale Fläche AC.

Wird auf  einer rationalen Strecke EF ein der AB gleiches
Rechteck FH errichtet, das dann die Breite EH hat, und wird
das der AC gleiche Rechteck FG weggenommen, dann ist der
Rest BD gleich dem übrigen KH. Da BD rational ist, ist damit
auch KH rational.

Da AB, AC quadriert rational sind und AB gleich FH, sowie
AC gleich FG ist, sind dann auch FH, FG quadriert rational.
Es sind FH, FG auf  der rationalen EF errichtet, somit sind
dann HE, EG der Länge nach inkommensurabel zu EF.

Da KH rational und auf  der rationalen EF errichtet ist, ist
dann GH rational und der Länge nach kommensurabel zu EF.
Es ist dann EG zu GH der Länge nach inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel.

Da sich EG zu GH verhält wie das Quadrat über EG zum
Rechteck aus EG mit GH [wie Lemma X.23.], ist dann das
Quadrat über EG zum Rechteck aus EG mit GH nur im Quadrat kommensurabel.
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Es ist damit das Quadrat über EG kommensurabel zu den Quadraten über EG und GH 
zusammen und das doppelte Rechteck aus EG mit GH ist kommensurabel zum Rechteck aus 
EG mit GH. Also sind dann die Quadrate über EG und GH zusammen und das doppelte 
Rechteck aus EG mit GH nur im Quadrat kommensurabel.
Da die Quadrate über EG und GH zusammen mit dem doppelten Rechteck aus EG mit GH 
gleich dem Quadrat über EH sind, ist EH dann nur im Quadrat kommensurabel zu den 
Quadraten über EG und GH zusammen. Es ist dann das Quadrat über EH irrational, nach 
Voraussetzung aber rational, was nicht möglich ist.

Deshalb ist eine quadriert rationale Größe nicht um eine rationale größer als eine andere 
quadriert rationale, was zu zeigen war.

X.28. [X.27]
Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind 
und ein rationales Rechteck ergeben.

Es ist zu zwei quadriert rationalen Strecken A, B eine Strecke C zu suchen, die sich zu A, B 
verhält wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion [wie VI.13.].
Dazu ist eine Strecke D zu suchen, so dass sich A zu B verhält wie C zu D [wie VI.12.]. 

Es sind dann A, B quadriert rational und nur im Quadrat kommensurabel, somit auch das 
Rechteck aus A mit B, das gleich dem Quadrat über C ist [wie VI.17.]. Es ist dann C biquadriert
rational [wie X.22.]. Es verhält sich C zu D wie A zu B, wobei A, B nur im Quadrat 
kommensurabel sind, also sind C, D nur im Quadrat kommensurabel.
Es ist C biquadriert rational, somit ist auch D biquadriert rational.

Ich sage, dass sie ein rationales Rechteck ergeben.
Denn da sich A zu B verhält wie C zu D, verhält sich, nach
Umordnung, A zu C wie B zu D.
Da sich A zu C verhält wie C zu B, verhält sich C zu B wie B zu D.
Also ist das Rechteck aus C mit D gleich dem Quadrat über B.
Da das Quadrat über B rational ist, ist auch das Rechteck aus C mit D
rational.

Damit sind zwei biquadriert rationale Strecken gefunden, die nur im
Quadrat kommensurabel sind und ein rationales Rechteck ergeben, was auszuführen war.

Anmerkung:
                                                                                                                              ______                    ______

Es sind, zum Beispiel, Strecken der Längen  √2√3  und  √6√3  im Quadrat kommensurabel, 

denn ihre Quadrate verhalten sich wie 1:3 (X.6); sie sind nicht der Länge nach kommensurabel (X.9).
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X.29. [X.28]
Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind 
und ein quadriert rationales Rechteck ergeben.

Es ist zu drei Strecken A, B, C, die nur im Quadrat kommensurabel sind, eine Strecke D zu 
suchen, die sich zu A, B verhält wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion [wie 
VI.13.]. Dazu ist eine Strecke E zu suchen, so dass sich B zu C verhält wie D zu E [wie VI.12.]. 

Es sind dann A, B quadriert rational und das Rechteck aus A mit B ist gleich dem Quadrat über
D [wie VI.17.]. 
Somit ist D biquadriert rational [wie X.22.].

Da sich D zu E verhält wie B zu C und B, C nur im Quadrat
kommensurabel sind, sind auch D, E nur im Quadrat
kommensurabel. Da D biquadriert rational ist, ist auch E
biquadriert rational. Also haben D, E biquadriert rationale
Längen und sind nur im Quadrat kommensurabel.

Ich sage, dass sie ein quadriert rationales Rechteck ergeben.
Denn da sich B zu C verhält wie D zu E, verhält sich, nach
Umordnung, B zu D wie C zu E.
Da sich B zu D verhält wie D zu A und sich D zu A verhält wie C zu E, ist das Rechteck aus A 
mit C gleich dem Rechteck aus D mit E.
Es ist das Rechteck aus A mit C quadriert rational, somit auch das Rechteck aus D mit E.

Damit sind zwei biquadriert rationale Strecken gefunden, die nur im Quadrat kommensurabel 
sind und ein quadriert rationales Rechteck einschließen, was auszuführen war.

Lemma X.30.1
Zwei Quadratzahlen finden, deren Summe eine Quadratzahl ist.

Es ist von zwei Zahlen AB, BC, die entweder beide gerade oder beide ungerade
sind, die zweite von der ersten zu subtrahieren. 
Da von einer geraden Zahl eine gerade subtrahiert, ebenso wie eine ungerade von
einer ungeraden, ein gerader Rest bleibt, ist der Rest AC gerade.
Es ist somit AC in D in zwei gleiche Teile zu teilen.

Sind AB, BC ähnliche Produkte oder zwei Quadratzahlen, die ja ohnehin ähnliche
Produkte sind, dann ist das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl
aus CD gleich der Quadratzahl aus BD [wie II.6.].

Das Produkt aus AB mit BC ist eine Quadratzahl, da gezeigt wurde, dass das
Produkt ähnlicher Produkte eine Quadratzahl ist [wie IX.1.].
Damit sind zwei Quadratzahlen gefunden, nämlich das Produkt aus AB mit BC und
die Quadratzahl aus CD, die zusammen die Quadratzahl aus BD ergeben, was zu
zeigen war.

Offensichtlich sind damit die Quadrate über BD und CD gefunden, deren
Differenz das Produkt aus AB mit BC ebenfalls eine Quadratzahl ist, wenn AB, BC
ähnliche Produkte sind. Sind jedoch AB, BC keine ähnlichen Produkte, dann ist die
Differenz der Quadratzahlen aus BD und aus DC, nämlich das Produkt aus AB mit
BC, keine Quadratzahl. 
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Lemma X.30.2
Zwei Quadratzahlen finden, deren Summe keine Quadratzahl ist. 

Ist, wie oben, das Produkt aus AB mit BC eine Quadratzahl und ist CA gerade und in D in zwei
gleiche Teile geteilt, dann ist das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus 
CD gleich der Quadratzahl aus BD.

Es ist ebenso das Produkt aus AB mit BC und die Quadratzahl aus CD zusammen
gleich der Quadratzahl aus BD. Wird CD um DE, das gleich Eins ist, verkleinert, dann
ist das Produkt aus AB mit BC und die Quadratzahl aus CE zusammen kleiner als die
Quadratzahl aus BD.

Ich sage, dann ist das Produkt aus AB mit BC, das eine Quadratzahl ist, zusammen mit
der Quadratzahl aus CE keine Quadratzahl. Denn ergibt sich eine Quadratzahl, dann
ist sie gleich oder kleiner als die Quadratzahl aus BE, aber nicht größer, da sich BE aus
BD durch Subtraktion von Eins ergibt.

Ist nun das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE gleich der
Quadratzahl aus BE, dann ist, wenn GA gleich dem doppelten DE und AC gleich dem
doppelten CD ist, der Rest GC gleich dem doppelten Rest EC. 
Also wird dann GC in E in zwei gleiche Teile geteilt.
Damit ist dann das Produkt aus GB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE
gleich der Quadratzahl aus BE. Da das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der
Quadratzahl aus CE gleich der Quadratzahl aus BE ist, ist dann das Produkt aus GB
mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE gleich dem Produkt aus AB mit BC
zusammen mit der Quadratzahl aus CE. Von beidem die gleich Quadratzahl über CE
subtrahiert, ist dann AB gleich GB, was nicht möglich ist.
Deshalb ist das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE nicht gleich der
Quadratzahl aus BE.

Ist aber das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE gleich der 
Quadratzahl aus BF, dann ist, wenn HA gleich dem doppelten DF und HC gleich dem 
doppelten CF ist, CH in F in zwei gleiche Teile geteilt.
Damit ist dann das Produkt aus HB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus FC gleich der 
Quadratzahl aus BF. Da das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE 
gleich der Quadratzahl aus BF ist, ist das Produkt aus HB mit BC zusammen mit der 
Quadratzahl aus CF gleich dem Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus 
CE, was nicht möglich ist.
Also ist das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE nicht kleiner als 
die Quadratzahl aus BE und, wie gezeigt, auch nicht gleich ihr.

Deshalb ist das Produkt aus AB mit BC zusammen mit der Quadratzahl aus CE keine 
Quadratzahl, was zu zeigen war.
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X.30. [X.29]
Zwei im Quadrat kommensurable Strecken finden, deren größere im Quadrat um ein 
Quadrat über einer zu ihr der Länge nach kommensurablen Strecke größer ist als das 
Quadrat über der kleineren.

Es seien eine rationale Strecke AB und zwei Quadratzahlen CD, DE gegeben, deren Differenz 
CE keine Quadratzahl ist. Es ist dann über AB der Halbkreis AFB zu schlagen, so dass sich DC
zu CE verhält wie das Quadrat über BA zum Quadrat
über AF. Dann ist FB zu ziehen.

Da sich das Quadrat über BA zum Quadrat über AF
verhält wie DC zu CE und das Verhältnis der Quadrate
über BA und über AF gleich dem Verhältnis der
Strecken DC und CE, sind die Quadrate über BA und
AF kommensurabel. Es ist die Quadratzahl aus AB
rational, also auch die Quadratzahl aus AF. Da sich DC
zu CE nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer
anderen, stehen auch die Quadratzahlen aus BA und AF nicht in einem Verhältnis wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen. 

Es sind AB, AF der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel. Da sich
DC zu CE verhält wie das Quadrat über BA zum Quadrat über AF, verhalten sich die 
abgeteilten Größen CD zu DE wie das Quadrat über AB zum Quadrat über BF [wie V.19. 
Zusatz]. Es verhält sich CD zu DE wie eine Quadratzahl zu einer anderen, somit verhält sich 
auch das Quadrat über AB zum Quadrat über BF wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Also 
sind AB, BF der Länge nach kommensurabel [wie X.9.]. Da das Quadrat über AB gleich den 
Quadraten über AF und FB zusammen ist, ist das Quadrat über AB um das Quadrat über einer
Strecke größer als das Quadrat über AF, die zu BF kommensurabel ist.

Damit sind zwei im Quadrat kommensurable Strecken BA, AF gefunden, so dass das Quadrat 
über AB um ein Quadrat über einer zu AB kommensurablen Strecke größer ist als das Quadrat 
über AF, was auszuführen war.  

X.31. [X.30]
Zwei im Quadrat kommensurable Strecken finden, deren größere im Quadrat um ein 
Quadrat über einer zu ihr der Länge nach inkommensurablen Strecke größer ist als das 
Quadrat über der kleineren.

Es seien eine rationale Strecke AB und zwei
Quadratzahlen CE, ED gegeben, deren Summe CD
keine Quadratzahl ist. Es ist dann über AB der
Halbkreis AFB zu schlagen und AF so einzutragen,
dass sich DC zu CE verhält wie das Quadrat über BA
zum Quadrat über AF. Dann ist FB zu ziehen.

Auf  gleiche Weise wie im Vorhergehenden ist zu
zeigen, dass BA, AF im Quadrat kommensurabel
sind. Da sich DC zu DE verhält wie das Quadrat
über BA zum Quadrat über AF, verhält sich CD zu
DE wie das Quadrat über BA zum Quadrat über BF [wie V.19.]. 
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Da sich CD zu DE nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich auch das 
Quadrat über AB zum Quadrat über BF nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Also sind
AB, BF der Länge nach inkommensurabel und es ist das Quadrat über AB gleich den 
Quadraten über AF und FB zusammen.

Damit sind zwei im Quadrat kommensurable Strecken AB, AF gefunden, wobei das Quadrat 
über AB um das Quadrat über FB größer ist als das Quadrat über AF und die Strecke FB der 
Länge nach inkommensurabel zu AB ist, was auszuführen war.

X.32. [X.31]
Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind 
und ein rationales Rechteck ergeben, so dass das Quadrat über der größeren um ein 
Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur größeren ist, größer ist als 
das Quadrat über der kleineren.

Es seien zwei Strecken quadriert rationaler Länge A, B gegeben, die
nur im Quadrat kommensurabel sind, so dass das Quadrat über A
um ein Quadrat über einer zu A der Länge nach kommensurablen
Strecke größer ist als das Quadrat über B [wie X.30.]. 

Das Quadrat über C sei gleich dem Produkt aus A mit B.  Da das
Produkt aus A mit B quadriert rational ist und ebenso das Quadrat
über C, ist C biquadriert rational. Es ist dann ein D zu wählen so,
dass das Produkt aus C mit D gleich dem Quadrat über B ist. Da
das Quadrat über B rational ist, ist auch das Produkt aus C mit D rational. Es verhält sich A zu 
B wie das Produkt aus A mit B zum Quadrat über B. Da das Quadrat über C gleich dem 
Produkt aus A mit B und da das Quadrat über B gleich dem Produkt aus C mit D ist, verhält 
sich A zu B wie das Quadrat über C zum Produkt aus C mit D. Es verhält sich das Quadrat 
über C zum Produkt aus C mit D wie C zu D [wie Lemma X.23.], damit verhält sich A zu B wie
C zu D.

Da A, B im Quadrat kommensurabel sind, sind dies auch C, D. Es
ist die Länge von C biquadriert rational, also ist auch die Länge
von D biquadriert rational.
Da sich A zu B verhält wie C zu D und da das Quadrat über A
um ein Quadrat, dessen Seite zu A der Länge nach
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über B ist, ist auch das
Quadrat über C um ein Quadrat, dessen Seite zu C der Länge
nach kommensurabel ist, größer als das Quadrat über D.

Damit sind zwei biquadriert rationale Strecken C, D gefunden, die im Quadrat kommensurabel 
sind und ein rationales Rechteck einschließen, wobei das Quadrat über C um ein Quadrat, 
dessen Seite der Länge nach zu C kommensurabel ist, größer ist als das Quadrat über D.

Zusatz:  Ebenso ist zu zeigen, dass das Quadrat über C um ein Quadrat, dessen Seite zu C 
inkommensurabel ist, größer ist als das Quadrat über D, wenn das Quadrat über A um ein 
Quadrat, dessen Seite zu A inkommensurabel ist, größer ist als das Quadrat über B.

Anmerkung:

Eine Strecke der Länge  3/2 · 71/4  ist, zum Beispiel, kommensurabel zur Strecke der Länge  2 · 71/4, denn 
die Längen dieser Strecken verhalten sich wie 3 : 4. 
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X.33. [X.32]
Zwei biquadriert rationale Strecken finden, die nur im Quadrat kommensurabel sind 
und ein quadriert rationales Rechteck ergeben, so dass das Quadrat über der größeren 
um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zur größeren ist, größer 
ist als das Quadrat über der kleineren.

Es seien drei Strecken quadriert rationaler Länge A, B, C
gegeben, die untereinander nur im Quadrat
kommensurabel sind, wobei das Quadrat über A um ein
Quadrat über einer zu A der Länge nach kommensurablen
Strecke größer ist als das Quadrat über C [wie X.30.]. 

Das Quadrat über D sei gleich dem Rechteck aus A mit B.

Da das Quadrat über D quadriert rational ist, ist D
biquadriert rational [wie X.22.]. 

Das Rechteck aus D mit E sei gleich dem Rechteck aus B
mit C. Da sich das Rechteck aus A mit B zum Rechteck
aus B mit C verhält wie die Strecke A zu C und da das Quadrat über D gleich dem Rechteck aus
A mit B ist und das Rechteck aus D mit E gleich dem Rechteck aus B mit C, verhält sich A zu C
wie das Quadrat über D zum Rechteck aus D mit E. Da sich das Quadrat über D zum 
Rechteck aus D mit E verhält wie D zu E, verhält sich A zu C wie D zu E. Es sind A, C nur im 
Quadrat kommensurabel, also sind auch D, E nur im Quadrat kommensurabel.

Die Länge der Strecke D ist biquadriert rational, damit auch die Länge der Strecke E.
Da sich A zu C verhält wie D zu E und das Quadrat über A um ein Quadrat größer ist als das 
Quadrat über C, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zu A ist, ist auch das Quadrat 
über D um ein Quadrat größer als das Quadrat über E, dessen Seite der Länge nach 
kommensurabel zu D ist [wie X.15.].

Ich sage nun, das Rechteck aus D mit E ist quadriert rational.
Denn da das Rechteck aus B mit C gleich dem Rechteck aus D mit E ist, und das Rechteck aus 
B mit C quadriert rational ist, ist auch das Rechtecks aus D mit E quadriert rational.

Damit sind zwei biquadriert rationale Strecken D, E gefunden, die nur im Quadrat 
kommensurabel sind und ein quadriert rationales Rechteck ergeben, wobei das Quadrat über D 
um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zu D ist, größer ist als das 
Quadrat über E.

Zusatz:   Ebenso ist zu zeigen, dass das Quadrat über D
um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach zu D
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über E ist,
wenn das Quadrat über A um ein Quadrat, dessen Seite der
Länge nach zu A inkommensurabel ist, größer als das
Quadrat über C ist.
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Lemma X.34.

Wird im Dreieck ABC mit rechtem Winkel in A die Senkrechte AD errichtet, 
dann, sage ich, 
ist das Rechteck aus CB mit BD gleich dem Quadrat über BA, 
ist das Rechteck aus BC mit CD gleich dem Quadrat über CA, 
ist das Rechteck aus BD mit DC gleich dem Quadrat über AD und 
ist das Rechteck aus BC mit AD gleich dem Rechteck aus BA mit AC.

Denn es ist das Rechteck aus CB mit BD gleich dem Quadrat über BA, wenn im rechtwinkligen
Dreieck vom rechten Winkel aus auf  der Grundseite die Senkrechte AD errichtet wird, da die 
Dreiecke ABD und ADC dem ganzen Dreieck ABC ähnlich sind.

Da ABC dem ABD ähnlich ist, verhält sich CB zu BA
wie BA zu BD, womit das Rechteck aus CB mit BD dem
Quadrat über AB gleich ist [wie VI.17.].

Aus den gleichen Gründen ist das Rechteck aus BC mit
CD gleich dem Quadrat über AC.

Da sich im rechtwinkligen Dreieck die vom rechten
Winkel auf  der Grundseite errichtete Senkrechte wie das
mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion mit
den beiden Abschnitten der Grundseite verhält [wie
VI.8. Zusatz], verhält sich BD zu DA wie AD zu DC
und damit ist das Rechteck aus BD mit DC gleich dem Quadrat über DA.

Ich sage, das Rechteck aus BC mit AD ist gleich dem Rechteck BA mit AC.
Denn da die Dreiecke ABC und ABD ähnlich sind, verhält sich BC zu CA wie BA zu AD, 
womit das Rechteck aus BC mit AD gleich dem Rechteck aus BA mit AC ist [wie VI.16.].

Was zu zeigen war.

X.34. [X.33]
Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate 
rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben.

Es seien zwei im Quadrat kommensurable Strecken AB, BC gegeben, deren größere AB, im 
Quadrat um ein Quadrat über einer zu ihr der Länge nach inkommensurablen Strecke größer 
ist als das Quadrat über der kleineren
BC [wie X.31.].

Es ist BC in D zwei gleiche Teile zu
teilen und über AB ein
Parallelogramm zu errichten, das
vermindert um ein Quadrat gleich
dem Quadrat über BD oder DC ist
[wie VI.29.]. 
Es sei dies das Rechteck aus AE mit
EB. Es ist dann über AB der
Halbkreis AFB zu schlagen, in E die
Senkrechte EF auf  AB zu errichten und AF und FB zu ziehen.
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Da AB, BC ungleiche Strecken sind, wobei das Quadrat über AB um ein Quadrat größer ist als 
das Quadrat über BC, dessen Seite der Länge nach zu AB inkommensurabel ist, und da über 
AB ein Rechteck errichtet ist, das verringert um ein Quadrat einem Viertel des Quadrats über 
BC, das ist das Quadrat über der Hälfte von BC, gleich ist und sich aus AE mit EB ergibt, 
deshalb ist AE inkommensurabel zu EB [wie X.19.].

Es verhält sich AE zu EB wie das Rechteck aus BA mit AE zum Rechteck aus AB mit BE.
Da das Rechteck aus BA mit AE gleich dem Quadrat über AF und da das Rechteck aus AB mit 
BE gleich dem Quadrat über BF ist, ist das Quadrat über AF zum Quadrat über FB 
inkommensurabel. Somit sind AF, FB im Quadrat inkommensurabel.

Es ist AB quadriert rational, damit ist das Quadrat über AB rational und ist das Quadrat über 
AF mit dem Quadrat über FB zusammen rational. Da das Rechteck aus AE mit EB gleich dem 
Quadrat über EF und, wie errichtet, gleich dem Quadrat über BD ist, ist FE gleich BD und ist 
BC gleich dem Doppelten von FE.

Damit ist das Rechteck aus AB mit BC zum Rechteck aus AB mit EF kommensurabel.

Da das Rechteck aus AB mit BC quadriert rational ist, ist auch das Rechteck aus AB mit EF 
quadriert rational.

Da das Rechteck aus AB mit EF gleich dem Rechteck aus AF mit FB ist, ist somit auch das 
Rechteck mit den Seiten AF und FB quadriert rational, jedoch sind die Quadrate über den 
Seiten zusammen rational, wie gezeigt.

Damit sind zwei im Quadrat inkommensurable Strecken AF, FB gefunden, deren Summe der 
Quadrate rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, was auszuführen war.

X.35. [X.34]
Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate 
quadriert rational ist und die ein rationales Rechteck ergeben.

Es seien zwei biquadriert rationale, nur im Quadrat kommensurable Strecken AB, BC gegeben, 
die ein rationales Rechteck ergeben und deren größere AB, im Quadrat um ein Quadrat über 
einer zu ihr der Länge nach inkommensurablen Strecke größer ist als das Quadrat über der 
kleineren BC [wie X.32. Zusatz].

Es ist über AB der Halbkreis ADB zu
schlagen, die Strecke BC in E in zwei gleiche
Teile zu teilen und auf  AB ein
Parallelogramm zu errichten, das vermindert
um ein Quadrat gleich dem Quadrat über
BE ist [wie VI.28.]. 
Es sei dies das Rechteck aus AF mit FB.
Dadurch sind die Strecken AF, FB der Länge
nach inkommensurabel.
Im Punkt F ist dann auf  AB die Senkrechte
FD zu errichten und AD, DB zu ziehen.

Da AF, FB inkommensurabel sind, ist auch
das Rechteck aus BA mit AF zum Rechteck
aus AB mit BF inkommensurabel.
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Das Rechteck aus BA mit AF ist gleich dem Quadrat über AD und das Rechteck aus AB mit 
BF ist gleich dem Quadrat über DB. 
Also ist das Quadrat über AD zum Quadrat über DB inkommensurabel.

Da das Quadrat über AB quadriert rational ist, sind die Quadrate über AD und DB zusammen 
quadriert rational.
Die Strecke BC ist das Doppelte der Strecke DF und damit ist das Rechteck aus AB mit BC 
gleich dem Doppelten des Rechtecks aus AB mit FD.
Es ist das Rechteck aus AB mit BC rational, damit ist das Rechteck aus AB mit FD rational.
Da das Rechteck aus AB mit FD gleich dem Rechteck aus AD mit DB ist, ist auch das Rechteck
aus AD mit DB rational.

Damit sind zwei im Quadrat inkommensurable Strecken AD, DB gefunden, deren Summe der 
Quadrate quadriert rational ist und die ein rationales Rechteck ergeben, was auszuführen war.

X.36. [X.35]
Zwei im Quadrat inkommensurable Strecken finden, deren Summe der Quadrate 
quadriert rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, das zur 
Summe der Quadrate inkommensurabel ist.

Es seien zwei biquadriert rationale, nur im Quadrat kommensurable Strecken AB, BC gegeben, 
die ein quadriert rationales Rechteck ergeben und deren größere AB, im Quadrat um ein 
Quadrat über einer zu ihr der Länge nach inkommensurablen Strecke größer ist als das Quadrat
über der kleineren BC [wie X.33. Zusatz].
Es ist über AB der Halbkreis ADB zu schlagen und das übrige so auszuführen wie oben.

Da AF, FB der Länge nach
inkommensurabel sind, sind AD, DB
im Quadrat inkommensurabel.
Da das Quadrat über AB quadriert
rational ist, ist auch die Summe der
Quadrate über AD und DB quadriert
rational.
Es ist das Rechteck aus AF mit FB
gleich dem Quadrat über BE und
gleich dem Quadrat über DF, somit
ist BE gleich DF.

Die Strecke BC ist das Doppelte der
Strecke FD, womit das Rechteck aus
AB mit BC gleich dem doppelten Rechteck aus AB mit FD ist.

Da das Rechteck aus AB mit BC quadriert rational ist, ist auch das Rechteck aus AB mit FD 
quadriert rational.

Das Rechteck aus AB mit FD ist gleich dem Rechteck aus AD mit DB, womit das Rechteck aus
AD mit DB quadriert rational ist.

Da AB, BC der Länge nach inkommensurabel, jedoch CB, BE kommensurabel sind, sind AB, 
BE der Länge nach inkommensurabel.

Das Quadrat über AB ist damit inkommensurabel zum Rechteck aus AB mit BE.
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Die Summe der Quadrate über AD und DB ist gleich dem Quadrat über AB, das Rechteck aus 
AB mit FD ist gleich dem Rechteck aus AB mit BE und gleich dem Rechteck aus AD mit DB, 
also ist die Summe der Quadrate über AD und DB zum Rechteck aus AD mit DB 
inkommensurabel.

Damit sind zwei im Quadrat inkommensurable Strecken AD, DB gefunden, deren Summe der 
Quadrate quadriert rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, das zur 
Summe der Quadrate inkommensurabel ist, was auszuführen war.
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Euklid Stoicheia.

Buch X.  2.Teil. 

X.37 [X.36]
Werden zwei nur im Quadrat kommensurable Strecken zusammengesetzt, dann ist die 
ganze Strecke irrational und wird eine quadriert kommensurabel binomische Strecke 
genannt.

Wenn zwei nur im Quadrat kommensurable Strecken AB, BC
zusammengesetzt werden, dann, sage ich, ist die ganze Strecke AC
eine quadriert kommensurabel binomische Strecke.

Denn da AB, BC der Länge nach inkommensurabel sind und sich
AB zu BC verhält wie das Rechteck aus AB mit BC zum Quadrat
über BC, ist das Rechteck aus AB mit BC zum Quadrat über BC
inkommensurabel. Da das Rechteck aus AB mit BC zum doppelten
Rechteck aus AB mit BC kommensurabel ist und auch die Summe
der Quadrate über AB und BC zum Quadrat über BC
kommensurabel ist, denn AB, BC sind im Quadrat kommensurabel,
deshalb ist das doppelte Rechteck aus AB mit BC zur Summe der
Quadrate über AB und BC inkommensurabel.

Beides zusammen ergibt das Quadrat über AC [wie II.4.], das somit zur Summe der Quadrate 
über AB und BC inkommensurabel ist.

Die Summe der Quadrate über AB und BC ist rational, jedoch das Quadrat über AC irrational, 
deshalb wird AC quadriert kommensurabel binomisch genannt, was zu zeigen war.
   
Anmerkung:    in  X.37,  X.38  und  X.39  ist:  

 a = AB,  b = BC,
           a + b = (p + 2q)½   wenn  p = a² + b²   und   2q = 2ab.

 Dabei ist wegen Lemma X.61 stets  p > 2q.

Beispiele:         AB = 2,    BC = 2½,   (2 + 2½)2 = 6 + 4 · 2½,    

 AB = 2½,  BC = 3½ ,  (2½ + 3½)2 = 5 + 2 · 6½.

Beispiel des Commandinus:   AB = 2,  BC = 3½,  (2 + 3½)2  = 7 + 48½ = 7 + 4 · 3½.
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X.38. [X.37]
Werden zwei biquadriert rationale Strecken zusammengesetzt, die im Quadrat 
kommensurabel sind und ein rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze Strecke 
irrational und wird binomisch primär irrational genannt.

Wenn zwei biquadriert rationale Strecken AB, BC, die im Quadrat
kommensurabel sind und ein rationales Rechteck ergeben,
zusammengesetzt werden, dann, sage ich, ist die ganze Strecke AC
irrational.

Denn da AB, BC der Länge nach inkommensurabel sind, ist die
Summe der Quadrate über AB und BC zum doppelten Rechteck aus
AB mit BC inkommensurabel. Beides zusammen, nämlich die Summe
aus den Quadraten über AB und BC und dem doppelten Rechteck aus
AB mit BC, die gleich dem Quadrat über AC ist, ist somit
inkommensurabel zum Rechteck aus AB mit BC.
Da das Rechteck aus AB mit BC nach Voraussetzung rational ist, ist
das Quadrat über AC irrational. Also ist auch AC irrational.

Deshalb ist die irrationale Strecke AC binomisch primär irrational, was zu zeigen war.

Beispiel:      AC2  = ((3 · 6½)½ + (2 · 6½)½)2  = 5 · 6½ +12,    wobei  (3 · 6½)½ · (2 · 6½)½ = 6.

X.39. [X.38]
Werden zwei biquadriert rationale Strecken zusammengesetzt, die im Quadrat 
kommensurabel sind und ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze
Strecke irrational und wird binomisch sekundär irrational genannt.

Wenn zwei biquadriert rationale Strecken AB, BC, die im Quadrat kommensurabel sind und ein 
quadriert rationales Rechteck ergeben, zusammengesetzt werden, dann, sage ich, ist AC 
irrational.

Denn wird auf  der rationalen Strecke DE ein dem
Quadrat über AC gleiches Rechteck DF errichtet, das
dann die Seite DG hat, dann ist, da das Quadrat über
AC gleich der Summe aus den Quadraten über AB und
BC und dem doppelten Rechteck aus AB mit BC ist,
das auf  DE errichtete Rechteck EH ist gleich dem
Quadrat über AB und dem Quadrat über BC zusammen
und ist das Rechteck HF gleich dem doppelten Rechteck
aus AB mit BC.

Da jede der beiden Strecken AB, BC biquadriert rational
ist, sind die Summe der Quadrate über AB und BC
quadriert rational. 
Das doppelte Rechteck aus AB mit BC ist, entsprechend
der Voraussetzung, quadriert rational. 

Da die Summe der Quadrate über AB und BC gleich
EH und das doppelte Rechteck aus AB mit BC gleich
FH ist, sind die Rechtecke EH, FH quadriert rational.
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Sie sind auf  der rationalen Strecke DE errichtet, womit ihre Seiten DH, HG quadriert rational 
und inkommensurabel zu DE sind.
Es sind AB, BC der Länge nach inkommensurabel und es verhält sich AB zu BC wie das 
Quadrat über AB zum Rechteck aus AB mit BC, somit ist das Quadrat über AB zum Rechteck 
aus AB mit BC inkommensurabel.

Das Quadrat über AB ist kommensurabel zur Summe der Quadrate über AB und BC und das 
Rechteck aus AB mit BC ist kommensurabel zum doppelten Rechteck aus AB mit BC, also ist 
die Summe der Quadrate über AB und BC inkommensurabel zum doppelten Rechteck aus AB 
mit BC.
Da EH gleich der Summe der Quadrate über AB und BC und da HF gleich dem doppelten 
Rechteck aus AB mit BC ist, sind EH, HF inkommensurabel.
DH, HG sind der Länge nach inkommensurabel und quadriert rational.
Da DG irrational und DE rational ist, ist das Rechteck, das sie ergeben, irrational.
Da das Rechteck DF irrational ist, ist das Quadrat über AC, das ihm gleich gleich ist, irrational.

Deshalb ist AC irrational und zwar binomisch sekundär irrational, was zu zeigen war.

Beispiel:      AC2 = ((2 · 2½)½ + (22 · 2½)½)2 = 24 · 2½ + 4 · 22½ = DF.

X.40. [X.39]
Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe 
ihrer Quadrate rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist 
die ganze Strecke irrational und wird konjugiert binomisch genannt.

Wenn zwei Strecken AB, BC die genannten Voraussetzungen
erfüllen und im Quadrat inkommensurabel sind [wie X.34.], 
dann, sage ich, ist AC irrational.

Denn da das Rechteck aus AB mit BC quadriert rational ist, ist
auch das doppelte Rechteck aus AB mit BC quadriert rational.

Da die Summe der Quadrate über AB und BC rational ist, ist
das doppelte Rechteck aus AB mit BC zur Summe der
Quadrate über AB und BC inkommensurabel.

Die Summe der Quadrate über AB und BC zusammen mit dem
doppelten Rechteck aus AB und BC ist gleich dem Quadrat
über AC und dies ist zur Summe der Quadrate über AB und BC
inkommensurabel, womit das Quadrat über AC irrational ist.

Deshalb ist AC irrational und wird konjugiert binomische Strecke genannt, was zu zeigen war.

Anmerkung: 

in  X.40,  X.41  und  X.42  ist:   (d + e)½ = (g + h)½ + (g – h)½   wenn   d = 2g   und   e = 2 · (g² – h²)½  

             wobei  (g + h)½ = AB,  (g – h)½ = BC   konjugierte Terme sind.

Beispiel:  AB2 + BC2 = 25,  

       AC2 = ((25 / 2 + 5 · 5½)½ + (25 / 2 – 5 · 5½)½)2 = 25 + 5 · 5½. 
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X.41. [X.40]
Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe 
ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein rationales Rechteck ergeben, dann ist 
die ganze Strecke irrational und wird konjugiert binomisch primär irrational genannt.

Wenn zwei Strecken AB, BC die genannten Voraussetzungen erfüllen und im Quadrat 
inkommensurabel sind [wie X.35.], dann, sage ich, ist AC irrational.

Denn da die Summe der Quadrate über AB und BC quadriert
rational, das doppelte Rechteck aus AB mit BC aber rational ist,
ist die Summe der Quadrate über AB und BC zum doppelten
Rechteck aus AB mit BC inkommensurabel.

Es ist das Quadrat über AC zum doppelten Rechteck aus AB mit
BC inkommensurabel, dieses aber rational, also ist das Quadrat
über AC irrational.

Deshalb ist AC irrational und zwar konjugiert binomisch primär
irrational, was zu zeigen war.

Beispiel:     AC2 = ((2 · 2½ + 7½)½ + (2 · 2½ – 7½)½)2 = 4 · 2½ + 2,

        wobei   (2 · 2½ + 7½)½ · (2 · 2½ – 7½)½ = 1.

X.42. [X.41]
Werden zwei im Quadrat inkommensurable Strecken zusammengesetzt, deren Summe 
ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein, zu ihr inkommensurables, quadriert 
rationales Rechteck ergeben, dann ist die ganze Strecke irrational und wird konjugiert 
binomisch sekundär irrational genannt.

Wenn zwei Strecken AB, BC die genannten Voraussetzungen
erfüllen und im Quadrat inkommensurabel sind [wie X.36.],
dann, sage ich, ist AC irrational.

Denn wird auf  der rationalen Strecke DE das Rechteck DF
errichtet, das der Summe der Quadrate über AB und BC 
gleich ist, und daran das Rechteck GH, das gleich dem 
doppelten Rechteck aus AB mit BC ist, dann ist das Rechteck 
DH gleich dem Quadrat über AC.

Da die Summe der Quadrate über AB und BC quadriert
rational ist und gleich dem Rechteck DF, ist DF quadriert
rational. Es ist DF auf  der rationalen Strecke DE errichtet, also
ist DG quadriert rational und inkommensurabel der Länge nach
zu DE.
Aus den gleichen Gründen ist GK quadriert rational und zu
GF, das gleich DE ist, der Länge nach inkommensurabel.

Da die Summe der Quadrate über AB und BC zum doppelten
Rechteck aus AB mit BC inkommensurabel ist und da DF zu
GH inkommensurabel ist, ist DG zu GK inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel.
Damit ist DK binomisch.
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Da DE rational ist, ist DH irrational, denn GK ist irrational.

Da das Quadrat über AC gleich DH ist, ist AC irrational und zwar konjugiert binomisch 
sekundär irrational, was zu zeigen war.

Anmerkung:  

Für alle binomischen Größen ist   (a + b)²  = p + 2q,   wenn  p = a² + b²   und  2q = 2ab.

Dabei ist wegen Lemma X.61 stets  p > 2q. 
Aus  p - a² = b²  und  q² / a² = b²  erhält man  mit  a² = u  die  quadratische Gleichung 
– u² + p u – q² = 0  mit den Lösungen  u1 = p / 2 + (p² - 4 q²)½ / 2 = a²

 u2 = p / 2 –  (p² - 4 q²)½ / 2 = b²

Beispiel mit konjugiert binomisch sekundär irrationalen Größen: 

Wie oben sei   

a = AB  und  b = BC,

a + b = (p + 2q)½   wenn  p = a² + b²   und   2q = 2ab.

In   (2 · 3½ + 6½)½   ist  2 · 3½  > 6½  und   p = 2 · 3½  und  q =  6½ / 2,  denn

a² =  3½ +  ½ · 6½    und    b² =  3½ – ½ · 6½. 

Damit ist   DH = ((3½ + ½ · 6½)½ + (3½ – ½ · 6½)½)2 = 2 · 3½ + 6½.   

Lemma X.43.
Wird eine Strecke AB in C und auch in D in jeweils zwei ungleiche Teile so geteilt, dass
AC größer als DB ist, dann, sage ich, ist die Summe der Quadrate über AC und CB 
größer als die Summe der Quadrate über AD und DB.

Denn wird AB in E in zwei gleiche Teile geteilt, dann ist, da AC größer als DB ist, wenn beiden
das gleiche DC weggenommen wird, der Rest AD größer als der Rest CB.

Da AE gleich EB ist, ist damit DE kleiner als EC.
Somit sind die Punkte C, D nicht gleich weit von E entfernt.

Da die Summe aus dem Rechteck aus AC mit CB und dem Quadrat über EC gleich
dem Quadrat über EB ist und auch die Summe aus dem Rechteck aus AD mit DB
und dem Quadrat über DE gleich dem Quadrat über EB ist, ist das Rechteck aus AC
mit CB und das Quadrat über EC zusammen gleich dem Rechteck aus AD mit DB
und dem Quadrat über DE zusammen.

Da das Quadrat über DE kleiner als das Quadrat über EC ist, ist das Rechteck aus
AC mit CB kleiner als das Rechteck aus AD mit DB. Es ist dann auch das doppelte
Rechteck aus AC mit CB kleiner als das doppelte Rechteck aus AD mit DB. 

Also ist Summe der Quadrate über AC und CB größer als die Summe der Quadrate über AD 
und DB, was zu zeigen war.

Anmerkung:   Ist AB = 1,  dann ist  AE2+ EB2 = 1/2  <  AD2+ DB2  <  AC2+ CB2  <  1.
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X.43. [X.42]
Eine quadriert kommensurabel binomische Strecke lässt sich nur in einem Punkt in 
Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind.

Ist eine quadriert kommensurabel binomische Strecke AB [wie in X.37.] im Punkt C in Strecken
aufgeteilt, die im Quadrat kommensurabel sind, dann, sage ich, kann AB in keinem anderen 
Punkt auf  gleiche Weise in Strecken aufgeteilt werden.

Denn, wenn dies doch möglich und AB im D geteilt ist, dann sind AD, DB Strecken, die im 
Quadrat kommensurabel sind.
Offensichtlich ist AC ungleich DB, wenn aber doch, dann ist auch AD gleich CB.
Es verhält sich dann AC zu CB wie BD zu DA, womit AB in D auf  gleiche Weise
geteilt ist wie in C, was dem Vorausgesetzten widerspricht.

Da AB, DB ungleich sind, sind C, D ungleich weit vom Mittelpunkt von AB
entfernt. Die Summe der Quadrate über AC und CB unterscheidet sich von der
Summe der Quadrate über AD und DB, somit unterscheidet sich auch das
doppelte Rechteck aus AD mit DB vom doppelten Rechteck aus AC mit CB.
Das Quadrat über AB ist dabei gleich der Summe aus den Quadraten über AC und
CB und dem doppelten Rechteck aus AC und CB und auch gleich der Summe aus
den Quadraten über AD und DB und dem doppelten Rechteck aus AD mit DB.

Da sich die Summe der Quadrate über AC und CB von der Summe der Quadrate
über AD und DB zwar unterscheidet, beide aber rational sind, unterscheidet sich
das doppelte Rechteck aus AD mit DB vom doppelten Rechteck aus AC mit CB
um eine rationale Größe. 

Ebenso unterscheiden sich dann die biquadriert rationalen Seiten der Quadrate, die diesen 
Rechtecken gleich sind, um eine rationale Größe, was nicht möglich ist, da eine biquadriert 
rationale Größe nicht um eine rationale Größe größer sein kann wie eine andere biquadriert 
rationale Größe [wie X.27.].

Deshalb kann eine quadriert kommensurabel binomische Strecke nur in einem Punkt in 
Strecken aufgeteilt werden, die im Quadrat kommensurabel sind, was zu zeigen war.

X.44. [X.43]

Eine binomisch primär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in biquadriert 
rationale Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind und
ein rationales Rechteck ergeben.

Ist eine Strecke AB binomisch primär irrational und ist im Punkt C so
aufgeteilt, dass AC, CB biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel
sind und ein rationales Rechteck ergeben [wie in X.38.], dann, sage ich, kann
AB in keinem anderen Punkt auf  gleiche Weise aufgeteilt werden.

Denn wenn doch, dann ist in D zu teilen, wobei AD, DB biquadriert rational
und im Quadrat kommensurabel sind und ein rationales Rechteck ergeben
Da sich das doppelte Rechteck aus AD mit DB vom doppelten Rechteck aus
AC mit CB unterscheidet, unterscheidet sich auch die Summe der Quadrate
über AC und CB von der Summe der Quadrate über AD und DB.
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Da sich das doppelte Rechteck aus AD mit DB vom doppelten Rechteck aus AC mit CB um 
eine rationale Größe unterscheidet, denn beide Rechtecke sind rational, unterscheidet sich dann
die Summe der Quadrate über AC und CB von der Summe der Quadrate über AD und DB um 
eine rationale Größe, was nicht möglich ist, denn beide Summen sind quadriert rational, die 
Seiten der Quadrate, die ihnen gleich sind, aber sind biquadriert rational und können sich nicht 
um eine rationale Größe unterscheiden [wie X.27.].

Deshalb lässt sich eine binomisch primär irrationale Strecke, nur in einem Punkt in biquadriert 
rationale Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind und ein rationales Rechteck 
ergeben, was zu zeigen war.

X.45. [X.44]
Eine binomisch sekundär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in 
biquadriert rationale Strecken aufteilen, die im Quadrat kommensurabel sind und ein 
quadriert rationales Rechteck ergeben.

Wenn die Strecke AB binomisch sekundär irrational ist und in C so geteilt ist, dass AC, CB 
biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel sind und ein quadriert rationales Rechteck 
ergeben [wie X.39.], dann ist C offensichtlich nicht Mittelpunkt, da AC, CB der Länge nach 
inkommensurabel sind, und ich sage, dann kann AB in keinem anderen Punkt auf  gleiche Weise
geteilt werden.

Denn wenn doch, dann ist in D zu teilen und da AC, DB nicht gleich sind, sei AC die größere 
Strecke. 
Damit ist, wie schon gezeigt [in Lemma X.43], die Summe der Quadrate über
AD und DB kleiner ist als die Summe der Quadrate über AC und CB.
Die Strecken AD, DB sind dann biquadriert rational und im Quadrat
kommensurabel und schließen ein quadriert rationales Rechteck ein.

Wird auf  der rationalen Strecke EF, ein dem Quadrat über AB gleiches
Rechteck EK errichtet und ein der Summe der Quadrate über AC und CB
gleiches Rechteck EG abgeteilt, dann ist das Rechteck HK gleich dem
doppelten Rechteck aus AC mit CB.
Wird auch das der Summe der Quadrate über AD und DB gleiche Rechteck EL
abgeteilt, dann ist das Rechteck MK gleich dem doppelten Rechteck aus AD mit DB.
Da die Summe der Quadrate über AC und CB quadriert rational ist, ist das Rechteck EG 
quadriert rational und da es auf  der rationalen EF errichtet ist, ist seine Seite EH quadriert 
rational und zu EF der Länge nach inkommensurabel.

Aus den gleichen Gründen ist auch HN quadriert
rational und zu EF der Länge nach inkommensurabel.

Da AC, CB biquadriert rational und nur im Quadrat
kommensurabel sind, sind AC, CB der Länge nach
inkommensurabel.
Es verhält sich AC zu CB wie das Quadrat über AC
zum Rechteck aus AC mit CB, weshalb auch das
Quadrat über AC zum Rechteck aus AC mit CB
inkommensurabel ist.
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Das Quadrat über AC ist kommensurabel zur Summe der Quadrate über AC und CB, weil AC, 
CB im Quadrat kommensurabel sind. Das Rechteck aus AC mit CB ist kommensurabel zum 
doppelten Rechteck aus AC mit CB und die Summe der Quadrate über AC und CB ist 
inkommensurabel zum doppelten Rechteck aus AC mit CB.
Da EG gleich der Summe der Quadrate über AC und CB und HK gleich dem doppelten 
Rechteck aus AC mit CB ist, sind daher EG, HK inkommensurabel.
Damit sind EH, HN der Länge nach inkommensurabel und quadriert rational.

Werden zwei nur im Quadrat kommensurable Strecken zusammengesetzt, dann ist die ganze 
Strecke binomisch [wie X.37.]. Die binomische Strecke EN kann deshalb nur im Punkt H in 
Stecken geteilt werden, die im Quadrat kommensurabel sind [wie X.43.].

Ebenso ist zu zeigen, dass EM, MN quadriert rational und nur im Quadrat kommensurabel 
sind. Die binomische Strecke EN in H und M auf  gleiche Weise zu teilen ist somit nicht 
möglich. 

Da EH, MN nicht gleich sind und die Summe der Quadrate über AC und CB größer ist als die 
Summe der Quadrate über AD und DB, und da die Summe der Quadrate über AD und DB 
größer ist als das doppelte Rechteck aus AD mit DB, ist die Summe der Quadrate über AC und 
CB umso größer als das doppelte Rechteck aus AD mit DB. 
Damit EG größer ist als MK.

Deshalb ist die Strecke EH größer als MN und ihr nicht gleich, was zu zeigen war.

X.46. [X.45]
Eine konjugiert binomische Strecke lässt sich nur in einem Punkt in Strecken aufteilen,
deren Summe ihrer Quadrate rational ist und die ein quadriert rationales Rechteck 
ergeben.

Wenn die konjugiert binomische Strecke AB in C so geteilt ist, dass AC, CB im Quadrat 
inkommensurabel sind, dass die Summe der Quadrate über AC und CB rational ist und sie ein 
quadriert rationales Rechteck ergeben [wie in X.40.], dann, sage ich, kann AB in keinem 
anderen Punkt auf  gleiche Weise geteilt werden.

Denn wenn doch, dann ist in D so zu teilen, dass AD, DB im Quadrat inkommensurabel sind, 
dass die Summe der Quadrate über AD, DB rational ist und sie ein quadriert rationales 
Rechteck ergeben.

Da sich dann die Summe der Quadrate über AC und CB von der Summe der
Quadrate über AD und DB unterscheidet, unterscheidet sich auch das
doppelte Rechteck aus AD mit DB vom doppelten Rechteck aus AC mit CB.

Die Summe der Quadrate über AC und CB unterscheidet sich dann von der
Summe der Quadrate über AD und DB um eine rationale Größe, da beide
rational sind.Somit unterscheiden sich das doppelte Rechteck aus AD mit DB
vom doppelten Rechteck aus AC mit CB, die beide quadriert rational sind,
um eine rationale Größe, was nicht möglich ist.

Deshalb lässt sich eine Strecke, deren Länge konjugiert binomisch ist, nur in
einem Punkt in Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate rational ist
und die ein quadriert rationales Rechteck ergeben, was zu zeigen war.
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X.47. [X.46]
Eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt in 
Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein 
rationales Rechteck ergeben.

Wenn die Strecke AB, die konjugiert binomisch primär irrational ist, in C so
geteilt ist, dass AC, CB im Quadrat inkommensurabel sind, dass die Summe
der Quadrate über AC und CB quadriert rational ist und das doppelte
Rechteck, das sie ergeben, rational ist [wie in X.41.], dann, sage ich, kann AB
in keinem anderen Punkt auf  gleiche Weise geteilt werden.

Denn wenn doch, dann ist in D so zu teilen, dass AD, DB im Quadrat
inkommensurabel sind, dass die Summe der Quadrate über AD, DB quadriert
rational ist und das doppelte Rechteck, das sie ergeben, rational ist.
Es unterscheidet sich dann das doppelte Rechteck aus AC mit CB vom
doppelten Rechteck aus AD mit DB und damit auch die Summe der
Quadrate über AD und DB von der Summe der Quadrate über AC und CB.

Das doppelte Rechteck aus AC mit CB unterscheidet sich vom doppelten Rechteck aus AD mit
DB um eine rationale Größe, denn beide sind rational. Damit unterscheidet sich dann die 
Summe der Quadrate über AD und DB von der Summe der Quadrate über AC mit CB, die 
beide quadriert rational sind, um eine rationale Größe, was nicht möglich ist.

Deshalb lässt sich eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke nur in einem Punkt in 
Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein rationales 
Rechteck ergeben, was zu zeigen war.

X.48. [X.47]
Eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke lässt sich nur in einem Punkt 
in Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein, zu
ihr inkommensurables, quadriert rationales Rechteck ergeben.

Wenn die Strecke AB, deren Länge konjugiert binomisch sekundär irrational ist, in C so geteilt 
ist, dass AC, CB im Quadrat inkommensurabel sind, dass die Summe der Quadrate über AC 
und CB quadriert rational ist und sie das, zu ihr inkommensurable, quadriert rationale Rechteck 
aus AC mit CB ergeben [wie in X.42.], dann, sage ich, kann AB in keinem anderen Punkt auf  
gleiche Weise geteilt werden.

Denn wenn doch, dann ist in D zu teilen. 
Es sind dann AC, DB ungleich, wobei AC größer sei.
Auf  der rationalen Strecke EF ist das der Summe der Quadrate über AC und
CB gleiche Rechteck EG und an diesem das dem doppelten Rechteck aus AC
und CB gleiche Rechteck HK zu errichten, womit EK gleich dem Quadrat
über AB ist.
Wird auf  EF auch das der Summe der Quadrate über AD und DB gleiche
Rechteck EL errichtet, dann ist das Rechteck MK gleich dem doppelten
Rechteck aus AD mit DB.

Da nach Voraussetzung die Summe der Quadrate über AC und CB quadriert rational ist, ist 
auch EG quadriert rational.
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Da EG auf  der rationalen Strecke EF errichtet ist, ist HE
quadriert rational und zu EF der Länge nach
inkommensurabel.
Aus den gleichen Gründen ist auch HN quadriert rational
und zu EF der Länge nach inkommensurabel.

Da die Summe der Quadrate über AC und CB zum
doppelten Rechteck aus AC mit CB inkommensurabel ist,
sind auch die Rechtecke EG, GN inkommensurabel.
Somit sind EH, HN der Länge nach inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel.
Also ist EN eine binomische Strecke, die in H geteilt ist.

Ebenso ist zu zeigen, dass EN dann in M auf  gleiche Weise zu teilen ist.
Aber EH und MN sind nicht gleich, womit eine binomische Strecke in verschiedenen Punkten 
auf  gleiche Weise zu teilen wäre, was nicht möglich ist.

Deshalb lässt sich eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke nicht in verschiedenen
Punkten in Strecken aufteilen, deren Summe ihrer Quadrate quadriert rational ist und die ein, 
zu ihr inkommensurables, quadriert rationales Rechteck ergeben, was zu zeigen war.

Lemma X.49. 

Unterteilung.

Ist eine binomische Strecke so aufgeteilt, dass die Teilstrecken im Quadrat kommensurabel 
sind, 
1.  und ist das Quadrat über der größeren um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach 

kommensurabel zur größeren Teilstrecke ist, größer als das Quadrat über der kleineren, und 
ist dann die größere Teilstrecke rational, ist sie eine quadriert binomische Strecke erster Art;

 2. ist aber die kleinere Teilstrecke rational, ist sie eine quadriert binomische Strecke zweiter Art;

 3. ist keine der beiden Teilstrecken rational, dann eine quadriert binomische Strecke dritter Art.

 4. Ist dagegen das Quadrat über der größeren Teilstrecke um ein Quadrat, dessen Seite der 
Länge nach inkommensurabel zu ihr ist, größer als das Quadrat über der kleineren und ist 
dann die größere Teilstrecke rational, ist dies eine quadriert binomische Strecke vierter Art;

 5. ist die kleinere rational, dann ist die Strecke eine quadriert binomische Strecke fünfter Art;

 6. ist keine der beiden Teilstrecken rational, eine quadriert binomische Strecke sechster Art.

Anmerkung:  

Die quadriert binomischen Strecken der sechs Arten, da aus im Quadrat kommensurablen Strecken 

zusammengesetzt, sind quadriert kommensurabel binomische Strecken (X.37). 
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X.49. [X.48]
Eine quadriert binomische Strecke erster Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben so, dass sich AB zu BC verhält wie eine Quadratzahl zu 
einer anderen, jedoch AB zu CA sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, und 
es sei eine rationale Strecke D gegeben, zu der EF der Länge nach kommensurabel ist. 
Die Strecke EF ist dann rational. 
Es verhalte sich BA zu AC wie das Quadrat über EF zum Quadrat über FG.

Da sich AB zu AC verhält wie eine Zahl zu einer anderen, verhält sich auch
das Quadrat über EF zum Quadrat über FG wie eine Zahl zu einer anderen,
damit sind die Quadrate über EF und FG kommensurabel. Da sich BA zu
AC nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich das
Quadrat über EF zum Quadrat über FG nicht wie eine Quadratzahl zu einer
anderen, somit sind EF, FG der Länge nach inkommensurabel, jedoch im
Quadrat kommensurabel.

Damit ist EG eine binomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
binomische Strecke erster Art. Denn da sich BA zu AC verhält wie das
Quadrat über AF zum Quadrat über FG und da BA größer ist als AC, ist das
Quadrat über EF größer als das Quadrat über FG. Ist das Quadrat über EF
um das Quadrat über H größer als das Quadrat über FG, dann, da sich BA zu AC verhält wie 
das Quadrat über EF zum Quadrat über FG, verhält sich dadurch AB zu BC wie das Quadrat 
über EF zum Quadrat über H [wie V.19. Zusatz].

Da sich AB zu BC verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich das Quadrat über
EF zum Quadrat über H wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Die Strecke EF ist zu H der Länge nach kommensurabel, also ist das Quadrat über EF um ein 
Quadrat, dessen Seite zu EF kommensurabel ist, größer als das Quadrat über FG.

Deshalb ist EG eine quadriert binomische Strecke erster Art, was zu zeigen war.

X.50. [X.49]
Eine quadriert binomische Strecke zweiter Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben so, dass AB zu BC sich verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, aber AB sich nicht zu AC verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, und es sei eine rationale Strecke D gegeben, zu der
FG der Länge nach kommensurabel ist. Somit ist FG rational. 
Es verhalte sich CA zu AB wie das Quadrat über FG zum Quadrat über FE. 

Damit sind die Quadrate über EF und FG kommensurabel. 
Da sich CA zu AB nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und 
somit das Quadrat über FG zum Quadrat über FE sich nicht verhält wie 
eine Quadratzahl zu einer anderen, sind EF, FG der Länge nach
inkommensurabel, aber im Quadrat kommensurabel. Da FG rational ist, ist somit
FE quadriert rational. Damit ist EG eine binomische Strecke und, sage ich, eine
quadriert binomische Strecke zweiter Art.

Denn da sich BA sich zu AC verhält wie das Quadrat über EF zum Quadrat 
über FG und da BA größer ist als AC, ist das Quadrat über EF größer als das
Quadrat über FG [wie V.14.].
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Ist das Quadrat über EF um das Quadrat über H größer als das Quadrat über GF, dann verhält 
sich AB zu BC wie das Quadrat über EF zum Quadrat über H.

Da AB zu BC sich verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich 
dann das Quadrat über EF zum Quadrat über H wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Es ist 
somit EF zu H der Länge nach kommensurabel. 

Das Quadrat über EF ist damit um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel 
zu EF ist, größer ist als das Quadrat über FG.
Es sind die Strecken EF, FG im Quadrat kommensurabel. FG ist die kleinere Strecke und 
rational, da zu D der Länge nach kommensurabel.

Deshalb ist EG eine quadriert binomische Strecke zweiter Art, was zu zeigen war.

X.51. [X.50]
Eine quadriert binomische Strecke dritter Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben so, dass AB zu BC sich verhält wie eine Quadratzahl zu 
einer anderen, aber AB sich nicht zu AC verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, es sei 
eine Zahl D gegeben, die weder Quadratzahl ist, noch zu BA, AC sich verhält wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen, und es sei eine rationale Strecke E gegeben so, dass sich D zu 
AB verhält wie das Quadrat über E zum Quadrat über FG.

Da die Quadrate über E und FG kommensurabel sind und E rational ist, ist FG quadriert 
rational. Da sich D zu AB nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das 
Quadrat über E sich zum Quadrat über FG nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer 
anderen, sind E, FG der Länge nach inkommensurabel [wie X.9.].

Es verhält sich BA zu AC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH,
und da die Quadrate über FG und GH kommensurabel sind und FG quadriert
rational ist, ist GH quadriert rational.
Da sich BA zu AC nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und
auch das Quadrat über FG zum Quadrat über GH sich nicht verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, sind FG, GH der Länge nach
inkommensurabel, aber im Quadrat kommensurabel.

Damit ist FH eine binomische Strecke und, sage ich, eine quadriert binomische
Strecke dritter Art.

Denn da sich D zu AB verhält wie das Quadrat über E zum Quadrat über FG
und BA sich zu AC verhält wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH,
verhält sich aufgrund Gleichheit D zu AC wie das Quadrat über E zum
Quadrat über GH [wie V.22.]. Da D zu AC sich nicht verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat über E zum Quadrat über
GH sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind E, GH der
Länge nach inkommensurabel. 

Es verhält sich BA zu AC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH,
wobei das Quadrat über FG größer als das Quadrat über GH ist.

Ist das Quadrat über FG um das Quadrat über K größer als das Quadrat über GH, dann 
verhält sich AB zu BC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über K. Da sich AB zu BC 
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verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat über FG sich zum 
Quadrat über K verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind FG, K der Länge nach 
kommensurabel.

Das Quadrat über FG ist damit um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach zu FG 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über GH. Die Strecken FG, GH sind im Quadrat 
kommensurabel, aber untereinander und zu E der Länge nach inkommensurabel.

Deshalb ist FH eine quadriert binomische Strecke dritter Art, was zu zeigen war.

X.52. [X.51]
Eine quadriert binomische Strecke vierter Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben so, dass AB weder zu BC noch zu AC
in einem Verhältnis steht wie eine Quadratzahl zu einer anderen und es sei eine
rationale Strecke D gegeben, die zu EF der Länge nach kommensurabel ist.
Es verhalte sich BA zu AC wie das Quadrat über EF zum Quadrat über FG. 

Da EF dann rational ist und die Quadrate über EF und FG kommensurabel
sind, ist FG quadriert rational.

Da sich BA zu AC nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und
auch das Quadrat über EF zum Quadrat über FG sich nicht verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, sind EF, FG der Länge nach inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel.

Damit ist EG eine binomische Strecke und, sage ich, eine quadriert binomische
Strecke vierter Art.

Denn da sich BA zu AC verhält wie das Quadrat über EF zum Quadrat über
FG und da das Quadrat über EF größer ist als das Quadrat über FG, sei nun
das Quadrat über FG um das Quadrat über H größer als das Quadrat über FG.

Es verhält sich dann AB zu BC wie das Quadrat über EF zum Quadrat über H.
Da sich AB zu BC nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat 
über EF zum Quadrat über H sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind 
EF, H der Länge nach inkommensurabel.
Das Quadrat über EF ist somit um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach zu EF 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über FG.

Die Strecken EF, FG sind im Quadrat kommensurabel und EF, D sind kommensurabel der 
Länge nach.

Deshalb ist EG eine quadriert binomische Strecke vierter Art, was zu zeigen war.
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X.53. [X.52]
Eine quadriert binomische Strecke fünfter Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben, so dass AB zu beiden sich nicht verhält wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen, und es sei eine rationale Strecke D gegeben, die zu FG 
kommensurabel ist. 
Somit ist FG rational. 
Es verhalte sich CA zu AB wie das Quadrat über GF zum Quadrat über FE.

Da CA zu AB sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und
auch das Quadrat über GF sich zum Quadrat über FE sich nicht verhält wie
eine Quadratzahl zu einer anderen, sind GF, FE der Länge nach
inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Also ist EG eine binomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
binomische Strecke fünfter Art.

Denn da sich CA zu AB verhält wie das Quadrat über FG zum Quadrat
über EF, verhält sich umgekehrt BA zu CA wie das Quadrat über EF zum
Quadrat über FG.
Es ist das Quadrat über FE größer als das Quadrat über GF und es sei
daher das Quadrat über FE um das Quadrat über H größer als das Quadrat über GF.
Es verhält sich dann AB zu BC wie das Quadrat über EF zum Quadrat über H.

Da AB zu BC sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat 
über EF zum Quadrat über H sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind 
EF, H der Länge nach inkommensurabel.
Damit ist das Quadrat über EF um ein Quadrat, dessen Länge zu EF inkommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über FG.
Die Strecken EF, FG sind im Quadrat kommensurabel, FG ist die kleinere und zu D der Länge 
nach kommensurabel.

Deshalb ist EG eine quadriert binomische Strecke fünfter Art, was zu zeigen war.

X.54. [X.53]
Eine quadriert binomische Strecke sechster Art finden.

Es seien zwei Größen AC, CB gegeben, so dass AB zu beiden sich nicht verhält wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen, es sei eine Größe D gegeben, die weder Quadratzahl ist, noch zu
BA, AC sich verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, und es sei eine rationale Strecke E 
gegeben so, dass sich D zu AB verhält wie das Quadrat über E zum Quadrat über FG.

Die Quadrate über E und FG sind kommensurabel und E ist rational, somit ist FG quadriert 
rational.

Da D zu AB sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat 
über E zum Quadrat über FG sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind E, 
FG der Länge nach inkommensurabel.

Da BA zu AC sich verhält wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH, da die Quadrate 
über FG und GH kommensurabel sind und das Quadrat über GH rational ist, ist GH quadriert
rational.
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Es verhält sich BA zu AC nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen und 
es verhält sich das Quadrat über FG zum Quadrat über GH nicht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, somit sind FG, GH der Länge nach
inkommensurabel.

Da FG, GH im Quadrat kommensurabel sind, ist FH eine binomische Strecke
und, wie zu zeigen, eine quadriert binomische Strecke sechster Art.

Denn es verhält sich D zu AB wie das Quadrat über E zum Quadrat über FG
und es verhält sich BA zu AC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über
GH, somit verhält sich aufgrund Gleichheit [wie V.22.] 
D zu AC wie das Quadrat über E zum Quadrat über GH.
Da D zu AC sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und
auch das Quadrat über E zum Quadrat über GH sich nicht verhält wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, sind E, GH der Länge nach inkommensurabel.
Wie gezeigt, sind E, FG der Länge nach inkommensurabel, somit sind sowohl
FG wie GH zu E der Länge nach inkommensurabel.

Es verhält sich BA zu AC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH, wobei das Quadrat
über FG größer als das Quadrat über GH ist.
Ist das Quadrat über FG um das Quadrat über K größer als das Quadrat über GH, dann 
verhält sich AB zu BC wie das Quadrat über FG zum Quadrat über K.
Da AB zu BC sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen und auch das Quadrat 
über FG zum Quadrat über K sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, sind 
FG, K der Länge nach inkommensurabel.
Damit ist das Quadrat über FG um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach inkommensurabel
zu FG ist, größer als das Quadrat über GH.
Die Strecken FG, GH sind im Quadrat kommensurabel, jedoch sind beide nicht zur rationalen 
Strecke E der Länge nach kommensurabel.

Deshalb ist FH eine quadriert binomische Strecke sechster Art, was zu zeigen war.

Lemma X.55.

Werden zwei Quadrate AB, BC so aneinandergelegt, dass jeweils die Seiten DB und BE
und die Seiten FB und BG auf  einer Geraden liegen und wird das Parallelogramm AC 
vervollständigt, dann, sage ich, ist AC ein Quadrat und verhält sich DG zu AB, BC und 
verhält sich DC zu AC, CB wie die mittlere Größe in fortlaufend gleicher Proportion.

Denn da DB gleich BF ist und da BE gleich BG ist, ist
DE gleich GF.

Es ist DE gleich AH und gleich KC und es ist FG gleich
AK und gleich HC, damit ist
AH gleich KC, gleich AK und gleich HC.
Also ist das Parallelogramm AC gleichseitig. 
Da es auch rechtwinklig ist, ist es ein Quadrat.

Es verhält sich FB zu BG wie DB zu BE, es verhält sich
FB zu BG wie AB zu DG und es verhält sich DB zu BE
wie DG zu BC, damit verhält sich AB zu DG wie DG zu
BC. 
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Somit verhält sich DG wie die mittlere Größe zu AB, BC in fortlaufend gleicher Proportion.
Nunmehr sage ich, DC verhält sich zu AC, CB wie die mittlere Größe in fortlaufend gleicher 
Proportion.

Denn da AD zu DK sich verhält wie KG zu GC und im vergrößerten Verhältnis [wie V.18.] 
AK zu KD sich verhält wie KC zu CG, verhält sich AK zu KD wie AC zu CD und verhält sich 
KC zu CG wie DC zu CB. Also verhält sich AC zu DC wie DC zu BC.

Deshalb verhält sich DC wie die mittlere Größe zu AC, CB in fortlaufend gleicher Proportion, 
was zu zeigen war.

X.55. [X.54]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke erster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel 
binomischen Strecke.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke erster Art AD [wie X.49.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AC gleich dem Quadrat 
über einer quadriert kommensurabel binomischen Strecke [wie in X.37.].

Denn da AD eine quadriert binomische Strecke erster Art ist, die nur in E in Strecken geteilt 
werden kann, die im Quadrat kommensurabel sind [wie X.43.], wobei AE die größere 
Teilstrecke ist, ist offensichtlich das Quadrat über AE um ein Quadrat, dessen Seite zu AE 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat
über ED. 

Da AD eine quadriert binomische Strecke
erster Art ist, ist AE rational und zu AB der
Länge nach kommensurabel. Es ist ED in F
in zwei gleiche Teile zu teilen.

Da das Quadrat über AE um ein Quadrat,
dessen Seite zu AE kommensurabel ist,
größer ist als das Quadrat über ED ist, ist
über AE ein Rechteck zu errichten, das
weniger dem Quadrat über der anderen Seite des Rechtecks einem Viertel des Quadrats über 
ED, das ist das Quadrat über EF, gleich ist, so dass AE in kommensurable Strecken geteilt wird 
[wie in X.18.].

Wird auf  AE das dem Quadrat über EF gleiche Rechteck
aus AG mit GE errichtet, dann sind deshalb AG, EG der
Länge nach kommensurabel.

Es sind von G, E F die zu AB, CD parallelen GH, EK, FL
zu ziehen. 

Das dem Rechteck AH gleiche Quadrat SN und das dem
Rechteck GK gleiche Quadrat NQ sind so
aneinanderzulegen, dass jeweils die Seiten MN, NO und die
Seiten RN, NP auf  einer Geraden liegen.
Wird dann das Parallelogramm SQ vervollständigt, ist SQ
ein Quadrat.
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Da das Rechteck aus AG mit GE gleich dem Quadrat über EF ist, verhält sich AG zu EF wie 
FE zu EG und deshalb verhält sich AH zu EL wie EL zu KG.
Damit verhält sich EL zu SN, NQ wie die mittlere Größe in fortlaufend gleicher Proportion.

Da MR zu SN, NQ die mittlere Größe in fortlaufend gleicher Proportion ist, ist EL gleich MR 
und gleich OP.
Es ist die Summe aus AH und GK gleich der Summe aus SN und NQ.
Also ist das ganze AC gleich SQ und gleich dem Quadrat über MO. Damit ist das Quadrat über
MO gleich dem Rechteck AC.

Ich sage, MO ist eine quadriert kommensurabel binomische Strecke.

Denn da die Strecken AG, GE kommensurabel sind, ist AE zu AG, GE kommensurabel. 
Da AE, AB kommensurabel sind, sind AG, GE zu AB kommensurabel.
Da AB rational ist, sind auch AG, GE rational.
Somit sind AH, GK rational und kommensurabel.

Es ist AH gleich SN und es ist GK gleich NQ. 
Damit sind die Quadrate über MN und NO kommensurabel, somit sind SN und NQ 
kommensurabel.
Es sind AE, ED der Länge nach inkommensurabel, jedoch DE, EF kommensurabel, somit AG,
EF inkommensurabel und damit AH, EL inkommensurabel.
Da AH gleich SN und EL gleich MR ist, sind SN, MR inkommensurabel.
Es verhält sich SN zu MR wie PN zu NR, womit PN, NR inkommensurabel sind.
Da PN gleich MN und da NR gleich NO ist, sind MN, NO inkommensurabel, jedoch im 
Quadrat kommensurabel.

Deshalb ist MO eine quadriert kommensurabel binomische Strecke und das Quadrat über MO 
gleich AC, was zu zeigen war.

Anmerkung: a = AE,  b = EC,
(p + 2q)½  =  a + b    wenn   p = a² + b²   und   2q = 2ab.  

Beispiel:  AC = 4 · (6 + 4 · 2½)  =  4 · (2 + 2½)2 = 24 + 16 · 2½ = MO2.

X.56. [X.55]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke zweiter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, 
binomisch primär irrational ist.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke zweiter Art AD [wie X.50.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AC gleich einem Quadrat,
dessen Seite, wie benannt, binomisch primär irrational ist [wie in X.38.].

Denn da AD eine binomische Strecke ist, die nur in E in Strecken AE, ED geteilt werden kann,
die im Quadrat kommensurabel sind, wobei AE die größere Teilstrecke ist, ist das Quadrat über
AE um ein Quadrat, dessen Seite zu AE kommensurabel ist, größer als das Quadrat über ED 
und es ist ED zu AB kommensurabel der Länge nach.

Die Strecke ED ist in F in zwei gleiche Teile zu teilen und auf  AE das Rechteck AG mit GE zu 
errichten, das nach Abteilen des Quadrats über GE dem Quadrat über EF gleich ist.
Damit sind AG, GE kommensurabel der Länge nach.

http://opera-platonis.de/euklid/B10g/B10_56.htm


Es sind von G, E F die zu AB, CD parallelen GH, EK, FL zu ziehen. 

Das dem Rechteck AH
gleiche Quadrat SN und das
dem Rechteck GK gleiche
Quadrat NQ sind so
aneinanderzulegen, dass
jeweils die Seiten MN, NO
und die Seiten RN, NP auf
einer Geraden liegen und das
Quadrat SQ ist zu
vervollständigen.

Wie bereits gezeigt, verhält sich das Rechteck MR zu SN, NQ wie die mittlere Größe in 
fortlaufend gleicher Proportion und ist gleich EL. Das Quadrat über MO ist damit gleich AC.

Nun ist zu zeigen, dass die Strecke MO binomisch primär
irrational ist.

Denn da AE, ED der Länge nach inkommensurabel sind,
jedoch ED, AB kommensurabel, sind AE, AB
inkommensurabel. Da AG, EG kommensurabel sind, ist AE
zu AG, GE jeweils kommensurabel. Es sind AE, AB der
Länge nach inkommensurabel, somit sind AG, GE zur
Strecke AB inkommensurabel, jedoch im Quadrat
kommensurabel. 
Also sind die den AH, GK gleichen Quadrate SN, NQ
quadriert rational und sind deren Seiten MN, NO biquadriert rational. 
Da AG, GE der Länge nach kommensurabel sind, sind auch AH, GK und damit SN, NQ, das 
sind die Quadrate über MN, NO, kommensurabel.
Es sind AE, ED der Länge nach inkommensurabel, jedoch sind AE, AG kommensurabel und 
sind ED, EF kommensurabel, somit sind AG, EF inkommensurabel.

Wie AH, EL sind auch SN, MR inkommensurabel und ist damit ON, das gleich NR ist, und 
sind damit MN, NO der Länge nach inkommensurabel, jedoch, wie gezeigt, im Quadrat 
kommensurabel und biquadriert rational.

Zu dem, sage ich, schließen sie ein rationales Rechteck ein.
Denn da DE zu AB, EF jeweils kommensurabel ist und EF, EK kommensurabel und rational 
sind, ist EL, das MR gleich ist, rational, somit ist das Rechteck aus MN mit NO rational.
Also sind MN, NO biquadriert rationale Strecken, die im Quadrat kommensurabel sind und ein
rationales Rechteck ergeben.

Deshalb ist die ganze Strecke MO binomisch primär irrational, was zu zeigen war.

Beispiel:   AC = 4 · (5 · 6½ + 12) = (2 · 2½ · 6¼ + 2 · 3½ · 6¼)2  = 20 · 6½ + 48 = MO2.



X.57. [X.56]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomische Strecke dritter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, 
binomisch sekundär irrational ist.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke dritter Art AD [wie X.51.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AC gleich einem Quadrat, 
dessen Seite, wie benannt, binomisch sekundär irrational ist [wie X.39.].

Es sind die Strecken auf
gleiche Weise wie vorher zu
vergleichen.

Es ist AD eine binomische
Strecke ist, die nur in E in
Strecken AE, ED geteilt
werden kann, die im Quadrat
kommensurabel sind, wobei
das Quadrat über AE um ein
Quadrat, dessen Seite zu AE
kommensurabel ist, größer als
das Quadrat über ED ist. 
Da keine der Strecken AE, ED zur Strecke AB der Länge nach kommensurabel ist, ist auf  
gleiche Weise wie vorher zu zeigen, dass das Quadrat über MO
gleich AC und dass MN, NO biquadriert rational und im
Quadrat kommensurabel sind.
Damit ist MO die Summe biquadriert rationaler Strecken.

Es ist zu zeigen, dass MN, NO ein quadriert rationales
Rechteck ergeben.

DE, AB sind wie DE, EK der Länge nach inkommensurabel,  
DE, EF jedoch kommensurabel, somit sind EF, EK der Länge
nach inkommensurabel, aber im Quadrat kommensurabel.
Da EL, das gleich MR ist, quadriert rational ist und sich aus
MN, NO ergibt, ist das Rechteck aus MN mit NO quadriert rational.

Deshalb ist MO binomisch sekundär irrational, was zu zeigen war.

Beispiel:   AC = 24 · 2½ + 4 · 22½  =  (22½ · 2¼ + 2½ · 2¼)2 = MO2.
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X.58. [X.57]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, 
konjugiert binomisch ist.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke vierter Art AD [wie X.52.] eingeschlossen, die in E in Strecken geteilt ist, die nur im 
Quadrat kommensurabel sind, dann,
sage ich, ist AC gleich einem
Quadrat, dessen Seite, wie benannt,
konjugiert binomisch ist [wie in
X.40.].

Denn da AD eine quadriert
binomische Strecke vierter Art ist,
sind AE, ED im Quadrat
kommensurabel, ist das Quadrat über AE um eine Quadrat, dessen Länge zu AE 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über ED und sind AE, AB der Länge nach 
kommensurabel.
Es ist DE in F in zwei gleiche Teile zu teilen und ein, dem Quadrat über EF gleiches Rechteck 
aus AG mit GE auf  AE zu errichten.
Damit sind AG, GE der Länge nach inkommensurabel [wie X.19.]. 
Die zu AB parallelen GH, RK, FL sind auf  gleiche Weise zu ziehen wie zuvor.
Das Quadrat über MO ist daher gleich dem Rechteck AC.

Zu dem ist zu zeigen, dass MO konjugiert binomisch ist.

Denn da AG, EG der Länge nach inkommensurabel sind,
sind auch AH, GK und damit auch SN, NQ
inkommensurabel. Somit sind MN, NO im Quadrat
inkommensurabel. Da AE, AB der Länge nach
kommensurabel sind, ist AK rational. Die Summe der
Quadrate über MN und NO ist 
gleich AK und daher rational.

Da DE, AB ebenso wie DE, EK der Länge nach inkommensurabel sind, jedoch DE, EF 
kommensurabel, sind EF, EK der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat 
kommensurabel.
Da LE, dem MR gleich ist, quadriert rational ist und sich aus MN mit NO ergibt, ist das 
Rechteck aus MN mit NO quadriert rational. Die Summe der Quadrate über MN und NO ist 
rational und MN, NO sind im Quadrat inkommensurabel.
Schließen zwei im Quadrat inkommensurable Strecken, deren Summe ihrer Quadrate rational 
ist, ein quadriert rationales Rechteck ein, dann ist die zusammengesetzte Strecke irrational und, 
wie benannt, konjugiert binomisch.

Deshalb ist MO konjugiert binomisch und ist das Quadrat über MO gleich AC, was zu zeigen 
war.

Anmerkung:  (d + e)½  =  (g + h)½ + (g – h)½   wenn  d = 2g  und   e = 2 · (g² – h²)½  

 wobei  (g + h)½ = MN,   (g – h)½ = NO.

Beispiel:    AC = 4 · (25 + 5 · 5½)  =  ((50 + 20 · 5½)½ + (50 – 20 · 5½)½)2 = 100 + 20 · 5½ = MO2. 
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X.59. [X.58]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke fünfter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, 
konjugiert binomisch primär irrational ist.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke fünfter Art AD [wie X.53.] eingeschlossen, die in E in Strecken geteilt ist, die nur im 
Quadrat kommensurabel sind, dann, sage ich, ist AC gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie 
benannt, konjugiert binomisch primär irrational ist [wie in X.41.].

Es sind die Strecken auf  gleiche
Weise wie vorher zu vergleichen.
Offensichtlich ist somit das Quadrat
über MO gleich dem Rechteck AC.

Es ist deshalb zu zeigen, dass MO
konjugiert binomisch primär
irrational ist.

Denn da AG, GE inkommensurabel
sind, ebenso wie AH, HE, sind die Quadrate über MN, NO inkommensurabel.
MN, NO sind damit im Quadrat inkommensurabel.

Da AD eine quadriert binomische Strecke fünfter Art und ED die kleinere der beiden 
Teilstrecken ist, sind ED, AB der Länge nach inkommensurabel.
Da AE, ED inkommensurabel sind, sind damit AB, ED
der Länge nach inkommensurabel.
Somit ist AK, dem die Summe der Quadrate über MN
und NO gleich ist, quadriert rational.

Da DE, AB, die gleich DE, EK sind, der Länge nach
kommensurabel sind und DE, EF kommensurabel sind,
sind auch EF, EK kommensurabel.
Es ist EK rational, somit EL, das MR gleich ist und sich
aus MN mit NO ergibt. 
Also ist das Rechteck aus MN mit NO rational.
Damit sind MN, NO im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer Quadrate ist quadriert 
rational und das Rechteck, das sie ergeben, ist rational.

Deshalb ist MO konjugiert binomisch primär irrational und ist das Quadrat über MO gleich 
AC, was zu zeigen war.

Beispiel:    AC = 4 · (4 · 2½ + 2)  =  ((8 · 2½ + 4 · 7½)½ + (8 · 2½ – 4 · 7½)½)² 

             = 16 · 2½ + 8 = MO2.
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X.60. [X.59]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke sechster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, 
konjugiert binomisch sekundär irrational ist.

Wird ein Rechteck ABCD von einer rationalen Strecke AB und einer quadriert binomischen 
Strecke sechster Art AD [wie X.54.] eingeschlossen, die in E in Strecken geteilt ist, die nur im 
Quadrat kommensurabel sind, wobei die größere Strecke AE ist, dann, sage ich, ist AC gleich 
einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert binomisch sekundär irrational ist [wie in 
X.42.].

Es sind die Strecken auf  gleiche Weise
wie vorher zu vergleichen.
Offensichtlich ist somit das Quadrat
über MO gleich dem Rechteck AC und
sind MN, NO im Quadrat
inkommensurabel.

EA, AB sind der Länge nach
inkommensurabel, jedoch im Quadrat
kommensurabel, deshalb ist AK, dem
die Summe der Quadrate über MN und
NO gleich ist, quadriert rational.

Da ED, AB der Länge nach inkommensurabel sind, sind FE, EK inkommensurabel, damit sind
FE, EK der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel. 

Damit ist EL, dem das Rechteck MR, das sich aus MN mit
NO ergibt, gleich ist, quadriert rational.
Da AE, EF inkommensurabel sind, sind auch AK, EL
inkommensurabel. 

Es ist AK gleich der Summe der Quadrate über MN und
NO und EL gleich dem Rechteck aus MN mit NO, also ist
die Summe der Quadrate über MN und NO zum Rechteck
aus MN mit NO inkommensurabel und da sie quadriert
rational sind, sind MN, NO im Quadrat inkommensurabel.

Deshalb ist MO konjugiert binomisch sekundär irrational und ist das Quadrat über MO gleich 
AC, was zu zeigen war.

Beispiel:    AC = 4 · 3½ + 2 · 6½  =  ((2 · 3½ + 6½)½ + (2 · 3½ – 6½)½)² = MO2. 
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Lemma X.61.

Wird eine Strecke in ungleiche Teile geteilt, dann ist die Summe ihrer Quadrate größer 
als das doppelte Rechteck, das sie ergeben

Wenn die Strecke AB in C in ungleiche Teile geteilt ist und AC der größere ist, dann, sage ich, 
ist die Summe der Quadrate über AC und CB größer als das doppelte Rechteck aus AC mit CB.

Denn wird AB in D in zwei gleiche Teile geteilt, in C aber in ungleiche, dann ist die
Summe aus dem Quadrat über CD zusammen mit dem Rechteck aus AC mit CB
gleich dem Quadrat über AD [wie II.5.].

Da das Rechteck aus AC mit CB kleiner als das Quadrat über AD ist, ist auch das
doppelte Rechteck aus AC mit CB kleiner als das doppelte Quadrat über AD.
Die Summe der Quadrate über AC und CB ist gleich der doppelten Summe der
Quadrate über AD und DC [wie II.9.].

Deshalb ist die Summe der Quadrate über AC und CB größer als das doppelte Rechteck aus 
AC mit CB, was zu zeigen war.

X.61. [X.60]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
quadriert kommensurabel binomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine 
quadriert binomische Strecke erster Art.

Ist die binomische Strecke AB in C in Strecken geteilt, die nur im Quadrat kommensurabel sind
[wie X.43.], wobei AC die größere Teilstrecke ist, und schließt sie mit der rationalen Strecke DE
das dem Quadrat über AB gleiche Rechteck DEFG mit der Strecke DG ein, dann, sage ich, ist 
DG eine quadriert binomische Strecke erster Art.

An DE ist das dem Quadrat über AC gleiche Rechteck DH und daran das dem Quadrat über 
BC gleiche Rechteck KL einzuzeichnen. 
Das übrige Rechteck MF ist dann gleich
dem doppelten Rechteck aus AC mit CB.
MG ist in N in zwei gleiche Teile zu teilen
und die zu DE parallele NO zu ziehen.
Es ist dann das Rechteck aus AC mit CB
gleich MO und gleich NF.

Da AB eine binomische Strecke ist, die in
C so geteilt ist, dass AC, CB im Quadrat kommensurabel sind, ist das Quadrat über AC zum 
Quadrat über CB kommensurabel und zur Summe der Quadrate über AC und CB.

Die Summe der Quadrate über AC und CB ist rational und gleich DL. 
Somit ist DL rational und da es an der rationalen Strecke DE errichtet ist, ist auch DM rational,
das damit zu DE der Länge nach kommensurabel ist.

Da AC, CB im Quadrat kommensurabel sind, ist MF, das dem doppelten Rechteck aus AC mit 
CB gleich ist, quadriert rational und da es der rationalen Strecke ML errichtet ist, ist MG 
quadriert rational und zur Strecke ML, die gleich DE ist, der Länge nach inkommensurabel.
Da MD rational ist und zur Strecke DE der Länge nach kommensurabel, sind DM, MG der 
Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel. 
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Damit ist DG eine binomische Strecke und es ist zu zeigen, eine quadriert binomische Strecke 
erster Art.

Es verhält sich das Rechteck aus AC mit CB zu den Quadraten über AC und CB und es verhält 
sich MO zu DO, KL wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion.
Also verhält sich DH zu MO wie MO zu KL und verhält sich DK zu MN wie MN zu MK. Das
Rechteck aus DK mit KM ist damit gleich dem Quadrat über MN.

Da die Quadrate über AC, CB kommensurabel sind und auch DH, KL kommensurabel sind, 
sind DK, KM kommensurabel. Die Summe der Quadrate über AC und CB ist größer als das 
doppelte Rechteck aus AC mit CB, damit ist DL größer als MF und ist DM größer als MG.

Das Rechteck aus DK mit KM ist gleich dem Quadrat über MN, das ein Viertel des Quadrats 
über MG ist, wobei DK, KM kommensurabel sind.
Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck 
über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich einem Viertel des 
Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in der Länge nach kommensurable Teile 
geteilt, dann ist das Quadrat über der größere Strecke um ein Quadrat, dessen Seite der Länge 
nach kommensurabel zu ihr ist, größer als das Quadrat über der kleineren [wie X.18.].
Also ist das Quadrat über DM um ein Quadrat, dessen Seite zu DM kommensurabel ist, größer
als das Quadrat über MG.
Somit sind DM, MG im Quadrat kommensurabel, wobei DM die größere Teilstrecke und zu 
DE der Länge nach kommensurabel ist.

Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke erster Art, was zu zeigen war.

Beispiel:   AB2 = (2 + 2½)²  =  6 + 4 · 2½ = DG.

X.62. [X.61]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
binomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
binomische Strecke zweiter Art.

Ist die binomisch primär irrationale Strecke AB in C in biquadriert rationale Strecken geteilt, 
wobei AC die größere ist, und schließt mit der rationalen Strecke DE das dem Quadrat über AB
gleiche Rechteck DF mit der Strecke DG ein, dann, sage ich, ist DG eine quadriert binomische 
Strecke zweiter Art.

Es sind die Strecken wie vorher zu
vergleichen.

Die Strecke AB ist binomisch primär
irrational und in C so geteilt, dass AC,
CB biquadriert rational und im
Quadrat kommensurabel sind und ein
rationales Rechteck ergeben [wie
X.44.]. Die Quadrate über AC, CB
sind damit quadriert rational.

Da damit DL quadriert rational ist und an der rationalen Strecke DE errichtet, ist MD quadriert
rational und zu DE der Länge nach inkommensurabel.
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Da das doppelte Rechteck aus AC mit CB rational ist, ist MF rational und da es an der 
rationalen Strecke ML errichtet ist, ist MG rational und zu DE der Länge nach kommensurabel.
Somit sind DM, MG der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Damit ist DG eine binomische Strecke und, sage ich, eine quadriert binomische Strecke der 
zweiten Art.

Denn da die Summe der Quadrate über AC und CB größer ist als das doppelte Rechteck aus 
AC mit CB, ist DL größer als MF. Damit ist auch DM größer als MG.
Da die Quadrate über AC, CB kommensurabel sind, sind auch DH, KL und damit auch DK, 
KM kommensurabel.
Das Rechteck aus DK mit KM ist gleich dem Quadrat über MN.
Also ist das Quadrat über DM um eine Quadrat, dessen Seite zu DM kommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über MG, wobei MG, DE der Länge nach kommensurabel sind.

Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke zweiter Art, was zu zeigen war.

Beispiel:    AB2 = (3½ · 6¼ + 2½ · 6¼)2  =  5 · 6½ + 12 = DF.

X.63. [X.62]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
binomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
binomische Strecke dritter Art.

Ist die binomisch sekundär irrationale Strecke AB in C in biquadriert rationale Strecken geteilt, 
wobei AC die größere ist, und schließt mit der rationalen Strecke DE das dem Quadrat über AB
gleiche Rechteck DF mit der Strecke DG ein, dann, sage ich, ist DG eine quadriert binomische 
Strecke dritter Art. Es sind die Strecken wie
vorher zu vergleichen.

Die Strecke AB ist binomisch sekundär
irrational und in C so geteilt, dass AC, CB
biquadriert rational und im Quadrat
kommensurabel sind und ein quadriert
rationales Rechteck ergeben [wie X.45.].

Da die Summe der Quadrate über AC, BC
quadriert rational ist und gleich DL, ist DL quadriert rational. Da DL an der rationalen Strecke 
DE errichtet ist, ist DM quadriert rational und zu DE der Länge nach inkommensurabel. Aus 
den gleichen Gründen ist MG quadriert rational und zu ML, das gleich DE ist, der Länge nach 
inkommensurabel.
Die Strecken AC, CB sind der Länge nach inkommensurabel, wobei sich AC zu CB verhält wie 
das Quadrat über AC zum Rechteck aus AC mit CB. Damit ist das Quadrat über AC zum 
Rechteck aus AC, CB inkommensurabel. 
Die Summe der Quadrate über AC, CB, die gleich DL und das doppelte Rechteck aus AC mit 
CB, das gleich MF ist, sind inkommensurabel, somit sind DM, MG der Länge nach 
inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Also ist DG ein binomische Strecke und, wie zu zeigen, eine quadriert binomische Strecke 
dritter Art.
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Ebenso wie zuvor ist DM größer als MG und sind DK, KM kommensurabel.
Das Rechteck aus DK mit KM ist gleich dem Quadrat über MN. Das Quadrat über DM ist also
um ein Quadrat, dessen Seite zu DM kommensurabel ist, größer als das Quadrat über MG. 
Keine der Strecken DM, MG ist der Länge nach kommensurabel zu DE.
Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke dritter Art, was zu zeigen war.

Beispiel:    AB2 = (22½ · 2¼ + 2½ · 2¼)2  =  24 · 2½ + 4 · 22½ = DF.

X.64. [X.63]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert binomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
binomische Strecke vierter Art.

Ergibt die, in C geteilte [wie X.46.], konjugiert binomische Strecke AB, wobei AC größer als CB
ist, mit der rationalen Strecke DE ein dem dem Quadrat über AB gleiches Rechteck mit der 
Strecke DG, dann, sage ich, ist DG eine
quadriert binomische Strecke vierter Art.

Es sind die Strecken wie vorher zu
vergleichen. Da AB eine, in C geteilte,
konjugiert binomische Strecke ist, sind
AC, CB im Quadrat inkommensurabel,
ergeben ein quadriert rationales Rechteck
und es ist die Summe der Quadrate über
AC, CB rational. Da die Summe der
Quadrate über AC, CB rational ist, ist DL rational. Somit ist DM rational und zu DE der Länge
nach kommensurabel.

Das doppelte Rechteck aus AC mit CB ist quadriert rational, es ist MF gleich und, da an der 
rationalen Strecke ML errichtet, ist MG zu DE der Länge nach inkommensurabel. 
Damit sind DM, MG der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Also ist DG eine binomische Strecke und, wie zu zeigen, eine quadriert binomische Strecke 
vierter Art.
Ebenso wie zuvor ist zu zeigen, dass DM größer als MG und das Rechteck aus DK mit KM 
gleich dem Quadrat über MN ist. Da die Quadrate über AC, CB inkommensurabel sind, sind 
DH, KL inkommensurabel.

Wird bei zwei ungleichen Strecken durch Abteilen des Quadrats über einer Seite vom Rechteck 
über der größeren Strecke, das verringert um das abgeteilte Quadrat gleich einem Viertel des 
Quadrats über der kleineren ist, die größere Strecke in der Länge nach inkommensurable Teile 
geteilt, dann ist das Quadrat über der größere Strecke um ein Quadrat, dessen Seite der Länge 
nach inkommensurabel zu ihr ist, größer als das Quadrat über der kleineren [wie X.19.].
Somit ist das Quadrat über DM um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach 
inkommensurabel zu DM ist, größer als das Quadrat über MG. Die Strecken DM, MG sind im 
Quadrat kommensurabel, wobei DM zur rationalen Strecke DE kommensurabel ist.

Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke vierter Art, was zu zeigen war.

Beispiel:    AB2 = ((25 + 10 · 5½)½ + (25 – 10 · 5½)½)2  =  50 + 10 · 5½ = DF.  
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X.65. [X.64]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine 
quadriert binomische Strecke fünfter Art.

Ergibt die, in C geteilte [wie X.47.], konjugiert binomisch primär irrationale Strecke AB, wobei 
AC größer als CB ist, mit der rationalen Strecke DE ein dem dem Quadrat über AB gleiches 
Rechteck mit der Strecke DG, dann, sage ich, ist DG eine quadriert binomische Strecke fünfter 
Art. Es sind die Strecken wie vorher zu vergleichen.

AB ist eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke und in C so geteilt, dass AC, CB im 
Quadrat inkommensurabel sind, die Summe der Quadrate über ihnen quadriert rational ist und 
sie ein rationales Rechteck ergeben. 
Da die Summe der Quadrat über
AB, BC quadriert rational ist, ist
DL quadriert rational, somit auch
die Strecke DM, die damit zur
rationalen Strecke DE der Länge
nach inkommensurabel ist. 

Da das doppelte Rechteck aus AC
mit CB, dem MF gleich, rational ist, ist MG rational und zur Strecke DE kommensurabel.
Somit sind DM, MG der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Also ist DG eine binomische Strecke und, sage ich, quadriert binomisch fünfter Art.

Es ist, wie schon gezeigt, das Rechteck aus DK mit KM gleich dem Quadrat über MN, wobei 
DK, KM der Länge nach inkommensurabel sind.
Damit ist das Quadrat über DM um ein Quadrat, dessen Seite zu DM kommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über MG.
Somit sind DM, MG im Quadrat kommensurabel und ist die kleinere Strecke MG zur Strecke 
DE der Länge nach kommensurabel.

Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke fünfter Art, was zu zeigen war.

Beispiel:    AB2 = ((2 · 2½ + 7½)½ + (2 · 2½ – 7½)½)2  =  4 · 2½ + 2 = DF .

X.66. [X.65]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite 
eine quadriert binomische Strecke sechster Art.

Ergibt die, in C geteilte, konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke AB, wobei AC 
größer als CB ist, mit der rationalen Strecke DE ein dem dem Quadrat über AB gleiches 
Rechteck mit der Strecke DG, dann, sage ich, ist DG eine quadriert binomische Strecke sechster
Art. Es sind die Strecken wie vorher zu vergleichen.

AB ist eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke und in C so geteilt, dass AC, CB 
im Quadrat inkommensurabel sind, die Summe der Quadrate über ihnen quadriert rational ist 
und das Rechteck, das sie ergeben, quadriert rational und zur Summe der Quadrate 
inkommensurabel ist [wie X.48.].
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Da die Rechtecke DL, MF, wie vorher gezeigt, im Quadrat kommensurabel sind und an der 
rationalen Strecke DE errichtet, sind DM, MG quadriert rational und zu DE der Länge nach 
inkommensurabel.
Die Summe der Quadrate über AC, CB ist inkommensurabel zum doppelten Rechteck aus AC 
mit CB, womit DL, MF inkommensurabel sind und damit auch DM, MG.

Da DM, MG quadriert rational und inkommensurabel sind, ist DG eine binomische Strecke 
und, sage ich, eine quadriert binomische sechster Art.

Denn, wie vorher gezeigt, ist das Rechteck
aus DK mit KM gleich dem Quadrat über
MN und sind DK, KM der Länge nach
inkommensurabel.

Aus den gleichen Gründen ist das Quadrat
über DM um ein Quadrat, dessen Seite zu
DM der Länge nach inkommensurabel ist,
größer als das Quadrat über MG.
Es ist keine der Strecken DM, MG kommensurabel zur rationalen Strecke DE.

Deshalb ist DG eine quadriert binomische Strecke sechster Art, was zu zeigen war.

Beispiel:     AB2 = ((3½ + 1/2 · 6½)½ + (3½ – 1/2 · 6½)½)2  =  2 · 3½ + 6½ = DF.

X.67. [X.66]
Eine Strecke, die zu einer quadriert binomischen Strecke einer der sechs Arten der 
Länge nach kommensurabel ist, ist eine quadriert binomische Strecke gleicher Art.

Wenn AB eine quadriert binomische Strecke und die Strecke CD zu AB kommensurabel ist, 
dann, sage ich, ist auch CD eine quadriert binomische Strecke. 

Denn ist AB eine quadriert binomische Strecke, dann ist sie in E so zu teilen, dass AE, EB nur 
im Quadrat kommensurabel sind [wie X.49.].

Verhält sich AB zu CD wie AE zur Strecke CF, dann
verhält sich EB zu FD wie AB zu CD [wie V.19.]. Da
AB, CD der Länge nach kommensurabel sind, sind
auch AE, CF und sind auch EB, FD der Länge nach
kommensurabel.
Die Strecken AE, EB sind quadriert rational, somit sind auch CF, FD quadriert rational. Da 
sich AE zu CF verhält wie EB zu FD, verhält sich, nach Umordnung, AE zu EB wie CF zu FD.
Die Strecken AE, EB sind im Quadrat kommensurabel, somit sind auch CF, FD im Quadrat 
kommensurabel.

Also ist CD eine binomische Strecke und, sage ich, der gleichen Art wie AB. Denn das Quadrat 
über AE ist um ein Quadrat, dessen Seite zu AE kommensurabel oder inkommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über EB. Ist das Quadrat über AE um ein Quadrat, dessen Seite zu AE 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über EB, dann ist auch das Quadrat über CF um ein
Quadrat, dessen Seite zu CF kommensurabel ist, größer als das Quadrat über FD.

Ist AE rational, dann ist auch CF rational, womit AB, CD quadriert binomische Strecken erster 
und damit gleicher Art sind. 
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Ist EB rational, dann ist auch FD rational und damit ist CD, wie AB, eine quadriert binomische 
Strecke zweiter Art. 

Ist aber keine der Strecken AE, EB rational, dann auch keine der Strecken CF, FD, womit AB, 
CD quadriert binomische Strecken dritter Art sind.

Ist dagegen das Quadrat über AE um eine Quadrat, dessen Seite zu AE inkommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über EB, dann ist auch das Quadrat über CF um ein Quadrat, dessen 
Seite zu CF inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über FD.
Ist dann AE rational, dann auch CF, womit AB, CD quadriert binomische Strecken vierter Art 
sind. Ist EB rational, dann auch FD und somit sind AB, CD quadriert binomische Strecken 
fünfter Art. Ist keine der Strecken AE, EB rational, dann auch keine der Strecken CF, FD, 
weshalb AB, CD quadriert binomische Strecken sechster Art sind.

Deshalb ist eine Strecke, die zu einer quadriert binomischen Strecke kommensurabel ist, eine 
quadriert binomische Strecke gleicher Art, was zu zeigen war.

Anmerkung:  Damit ist eine Strecke, die zu einer quadriert kommensurabel binomischen Strecke 
kommensurabel ist, eine quadriert kommensurabel binomische Strecke.

Beispiel:  die binomische Größe  2 + 2½  ist eine quadriert binomische Größe vierter Art:

     2 + 2½  = ((1 + ½ 2½)½ + (1 – ½ 2½)½)²,   ebenso mit   r · (2 + 2½),  wobei  r  rational.  

X.68. [X.67]
Eine Strecke, die zu einer binomisch primär oder sekundär irrationalen Strecke 
kommensurabel ist, ist ebenso binomisch primär oder sekundär irrational.

Wenn AB eine binomisch primär oder sekundär irrationale Strecke und die Strecke CD zu AB 
der Länge nach kommensurabel ist, dann, sage ich, ist CD ebenso eine binomisch primär oder 
sekundär irrationale Strecke.

Denn ist AB eine binomisch primär oder sekundär irrationale Strecke, dann ist sie in E so zu 
teilen, dass AE, EB biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel sind [wie X.44, X.45.].

Verhält sich AB zu CD wie AE zur Strecke CF, dann verhält sich EB zu FD wie AB zu CD 
[wie V.19.]. Da AB, CD kommensurabel sind, sind AE, CF und sind EB, FD kommensurabel.
Die Strecken AE, EB sind biquadriert rational, also sind CF, FD biquadriert rational.
Da sich AE zu EB verhält wie CF zu FD und da AE, EB im Quadrat kommensurabel sind, 
sind auch CF, FD im Quadrat kommensurabel. Damit ist CD binomisch primär oder sekundär 
irrational und, sage ich, ebenso wie AB binomisch primär oder binomisch sekundär irrational. 
Denn da sich AE zu EB verhält wie CF zu FD, verhält sich das Quadrat über AE zum Rechteck
aus AE mit EB wie das Quadrat über CF zum Rechteck aus CF mit FD und, nach Umordnung,
verhält sich das Quadrat über AE zum Quadrat über CF wie das Rechteck aus AE mit EB zum 
Rechteck aus CF mit FD.

Die Quadrate über AE, CF sind kommensurabel, somit ist auch das Rechteck aus AE mit EB 
zum Rechteck aus CF mit FD kommensurabel.

Ist das Rechteck aus AE mit EB rational, dann ist auch das Rechteck aus CF mit FD rational 
und die Strecke CD binomisch primär irrational, ist es aber das eine Rechteck quadriert rational,
dann auch das andere und CD dann binomisch sekundär irrational.

Deshalb ist CD ebenso wie AB binomisch primär oder sekundär irrational, was zu zeigen war.
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X.69. [X.68]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomischen Strecke der Länge nach 
kommensurabel ist, ist eine konjugiert binomische Strecke.

Wenn AB eine konjugiert binomische Strecke ist, zu der die Strecke CD kommensurabel ist, 
dann, sage ich, CD ist konjugiert binomisch.

Denn AB ist in E so teilen, dass AE, EB im Quadrat inkommensurabel sind, die Summe der 
Quadrate über ihnen rational ist und sie ein quadriert rationales Rechteck ergeben [wie X.46.].

Verhält sich dann, wie vorher, AB zu CD wie
AE zu CF, dann verhält sich AB zu CD wie EB
zu FD und es verhält sich deshalb AE zu CF
wie EB zu FD.
Da AB, CD kommensurabel sind, sind AE, CF
und sind EB, FD kommensurabel.
Es verhält sich AE zu CF wie EB zu FD und, nach Umordnung, verhält sich AE zu EB wie CF
zu FD. Damit verhält sich die ganze Strecke AB zu BE wie CD zu DF und es verhält sich das 
Quadrat über AB zum Quadrat über BE wie das Quadrat über CD zum Quadrat über DF.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass sich das Quadrat über AB zum Quadrat über AE verhält 
wie das Quadrat über CD zum Quadrat über CF.

Da sich das Quadrat über AB zur Summe der Quadrate über AE, EB verhält wie das Quadrat 
über CD zur Summe der Quadrate über CF, FD, verhält sich, nach Umordnung, das Quadrat 
über AB zum Quadrat über CD wie die Summe der Quadrate über AE, EB zur Summe der 
Quadrate über CF, FD.
Da die Quadrate über AB, CD kommensurabel sind, ist auch die Summe der Quadrate über 
AE, EB zur Summe der Quadrate über CF, FD kommensurabel.
Die Summe der Quadrate über AE, EB ist rational, somit ist die Summe der Quadrate über CF,
FD rational. Damit ist das doppelte Rechteck aus AE mit EB zum doppelten Rechteck aus CF 
mit FD kommensurabel. 
Da das doppelte Rechteck aus AE mit EB quadriert rational ist, ist auch das doppelte Rechteck 
aus CF mit FD quadriert rational

Somit sind CF, FD im Quadrat kommensurabel, die Summe ihrer Quadrate ist rational und das 
von ihnen eingeschlossene Rechteck ist quadriert rational. 
Damit ist CD eine, so benannte, konjugiert irrationale Strecke.

Deshalb ist eine Strecke, die zu einer konjugiert binomischen Strecke kommensurabel ist, 
konjugiert binomisch, was zu zeigen war.
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X.70. [X.69]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke der Länge 
nach kommensurabel ist, ist eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke.

Wenn AB eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke ist, zu der die Strecke CD 
kommensurabel ist, dann ist zu zeigen, dass auch CD eine konjugiert binomisch primär 
irrationale Strecke ist.

Denn AB ist in E so zu teilen, dass AE, EB im Quadrat inkommensurabel sind, die Summe der
Quadrate über ihnen quadriert rational ist und sie ein rationales Rechteck ergeben [wie X.47.].

Die Strecken sind wie vorher zu vergleichen und zu zeigen, dass CF, FD im Quadrat 
inkommensurabel sind, dass die Summe der Quadrate über AE, EB zur Summe der Quadrate 
über CF, FD kommensurabel ist und dass das Rechteck aus AE mit EB zum Rechteck aus CF 
mit FD kommensurabel ist.
Da die Summe der Quadrate über CF, FD quadriert rational ist, ist das Rechteck aus CF mit FD
rational.

Deshalb ist CD eine konjugiert binomisch primär irrationale Strecke, was zu zeigen war.

X.71. [X.70]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke der 
Länge nach kommensurabel ist, ist eine konjugiert binomisch sekundär irrationale 
Strecke.

Wenn AB eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke ist, zu der die Strecke CD 
kommensurabel ist, dann ist zu zeigen, dass auch CD eine konjugiert binomisch sekundär 
irrationale Strecke ist.

Denn AB ist in E so zu teilen, dass AE, EB im Quadrat inkommensurabel sind, dass die 
Summe der Quadrate über ihnen quadriert rational ist und zu der das quadriert rationale 
Rechteck, das sie ergeben, inkommensurabel ist [wie X.48.].

Die Strecken sind wie vorher zu vergleichen und zu zeigen, dass CF, FD im Quadrat 
inkommensurabel sind, dass die Summe der Quadrate über AE, EB zur Summe der Quadrate 
über CF, FD kommensurabel ist und dass das Rechteck aus AE mit EB zum Rechteck aus CF 
mit FD kommensurabel ist.
Da die Summe der Quadrate über CF, FD quadriert rational ist, ist das Rechteck aus CF mit FD
quadriert rational, denn die Summe der Quadrate über CF, FD ist zum Rechteck aus CF mit 
FD inkommensurabel.

Deshalb ist CD eine konjugiert binomisch sekundär irrationale Strecke, was zu zeigen war.
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X.72. [X.71]
Eine rationale und eine quadriert rationale Fläche zusammen sind gleich dem Quadrat 
über einer von vier verschiedenen binomischen Strecken, der quadriert kommensurabel
binomischen, der binomisch primär irrationalen, der konjugiert binomischen oder der 
konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke.

Wenn AB eine rationale, CD aber eine quadriert rationale Fläche ist, dann, sage ich, ist die 
Fläche AD, die sie zusammen ergeben, gleich dem Quadrat über entweder einer quadriert 
kommensurabel binomischen, einer binomisch primär irrationalen, einer konjugiert 
binomischen oder einer konjugiert binomisch primär irrationalen
Strecke.

Denn AB ist größer als CD oder kleiner als CD.

Es sei nun AB größer als CD und auf  der rationalen Strecke EF ein der
Fläche AB gleiches Rechteck EG mit der Seite EH errichtet, sowie
daran das der Fläche DC gleiche Rechteck HI mit der Seite HK.

Ist AB rational, dann ist, da EG gleich AB ist, EG rational und seine
Seite EH, da an der rationalen Strecke EF errichtet, zu EF der Länge
nach kommensurabel.
Es ist dann CD quadriert rational und, da HI gleich CD ist, HI
quadriert rational und seine Seite HK, da an der rationalen EF errichtet,
quadriert rational und zu EF der Länge nach inkommensurabel.
Da CD quadriert rational, aber AB rational ist, sind AB, CD
inkommensurabel und sind auch EG, HI inkommensurabel.
Es verhält sich dann EG zu HI wie EH zu HK. Somit sind EH, HK
der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.
Damit ist EK binomisch und in H so geteilt, dass EH, HK nur im
Quadrat kommensurabel sind.
Da AB größer als CD ist, da AB gleich EG und CD gleich HI ist, ist
EG größer als HI und ist EH größer als HK.

Das Quadrat über EH ist um ein Quadrat, dessen Seite zu EH kommensurabel oder 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über HK.

Ist das Quadrat über EH um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm kommensurabel ist, dann 
ist, da EH die größere Strecke, zu EF kommensurabel und rational ist, EK eine quadriert 
binomische Strecke erster Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke erster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer binomischen Strecke [wie X.55.]
Also ist damit das Rechteck EI gleich dem Quadrat über einer binomischen Strecke, das AD 
gleich ist.
Ist das Quadrat über EH um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm inkommensurabel ist, 
dann ist, da EH die größere Strecke, zu EF kommensurabel und rational ist, EK eine quadriert 
binomische Strecke vierter Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert 
binomisch ist  [wie X.58.]. 
Also ist dann das Rechteck EI gleich dem Quadrat über einer konjugiert binomischen Strecke, 
das AD gleich ist.
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Ist aber AB kleiner als CD, dann ist EG kleiner als HI und ist EH kleiner als HK.

Das Quadrat über HK ist dann um eine Quadrat, dessen Seite zu HK kommensurabel oder 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über EH.

Ist das Quadrat über HK um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm kommensurabel ist, dann
ist, da EH die kleinere Strecke und zur rationalen EF der Länge nach kommensurabel ist, EK 
eine quadriert binomische Strecke zweiter Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke zweiter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, binomisch 
primär irrational ist [wie X.56.]. 
Also ist dann das Rechteck EI gleich dem Quadrat über einer binomisch primär irrationalen 
Strecke, das AD gleich ist.

Ist das Quadrat über HK um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm inkommensurabel ist, 
dann ist, da EH die kleinere Strecke, zu EF kommensurabel und rational ist, EK eine quadriert 
binomische Strecke fünfter Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke fünfter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite, wie benannt, konjugiert 
binomisch primär irrational ist [wie X.59.]. 
Also ist dann das Rechteck EI gleich dem Quadrat über einer konjugiert binomisch primär 
irrationalen Strecke, das AD gleich ist.

Deshalb ist eine rationale und eine quadriert rationale Fläche zusammen gleich dem Quadrat 
über einer von vier verschiedenen binomischen Strecken: entweder der quadriert 
kommensurabel binomischen, der binomisch primär irrationalen, der konjugiert binomischen 
oder der konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke. Was zu zeigen war.

Beispiele: 6 + 4 · 2½ =  (2 + 2½)²  ist quadriert kommensurabel binomisch, 

      3 · 2½ + 4  =  (2¼
 
+ 2½ · 2¼)2   ist binomisch primär irrational,

      50 + 10 · 5½  =  ((25 + 10 · 5½)½ + (25 – 10 · 5½)½)²  ist konjugiert binomisch,

      4 · 2½ + 2 =  ((2 · 2½ + 7½)½ + (2 · 2½ – 7½)½)²  ist konjugiert binomisch primär irrational.

X.73. [X.72]
Zwei quadriert rationale Flächen zusammen sind gleich einem Quadrat über einer von 
zwei verschiedenen binomischen Strecken, der binomisch sekundär irrationalen oder 
der konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke.

Wenn zwei quadriert rationale Flächen AB, CD zusammengenommen werden, dann, sage ich, 
ist die Fläche AD, die sie ergeben, gleich einem Quadrat entweder über einer binomisch 
sekundär irrationalen oder über einer konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke.

Denn AB ist entweder größer oder kleiner als CD.

Ist nun AB größer als CD und ist an der rationalen Strecke EF ein der Fläche AB gleiches 
Rechteck EG mit der Seite EH errichtet und daran ein der Fläche CD gleiches Rechteck HI mit
der Seite HK, dann sind AB, CD und auch EG, HI quadriert rational.
Da EG, HI an der rationalen Strecke EF errichtet sind, sind auch EH, HK quadriert rational 
und zu EF der Länge nach inkommensurabel.
Die Flächen AB, CD sind inkommensurabel, AB gleich EG und CD gleich HI, somit sind EG, 
HI inkommensurabel.
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Da sich EG zu HI verhält wie EH zu HK sind EH, HK der Länge nach inkommensurabel, 
jedoch im Quadrat kommensurabel.
Damit ist EK eine binomische Strecke.

Das Quadrat über EH ist um ein Quadrat, dessen Seite zu EH entweder
kommensurabel oder inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über HK.

Ist EH um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm der Länge nach
kommensurabel ist und da keine der Strecken EH, HK zur rationalen Strecke
EF der Länge nach kommensurabel ist, ist EK eine quadriert binomische
Strecke dritter Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomische Strecke
dritter Art eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite,
wie benannt, binomisch sekundär irrational ist [wie X.57.].
Damit ist das Rechteck EI, das der Fläche AD gleich ist, gleich einem
Quadrat, dessen Seite binomisch sekundär irrational ist.

Ist EH um ein Quadrat größer, dessen Seite zu ihm der Länge nach
inkommensurabel ist und da keine der Strecken EH, HK zur rationalen
Strecke EF der Länge nach kommensurabel ist, ist EK eine quadriert
binomische Strecke sechster Art.
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert binomischen Strecke
sechster Art eingeschlossene Rechteck ist gleich einem Quadrat, dessen Seite,
wie benannt, konjugiert binomisch sekundär irrational ist [wie X.60.].
Damit ist das Rechteck EI, das der Fläche AD gleich ist, gleich einem Quadrat, dessen Seite 
konjugiert binomisch sekundär irrational ist.

Deshalb sind zwei quadriert rationale Flächen zusammen gleich einem Quadrat über einer von 
zwei verschiedenen binomischen Strecken, der binomisch sekundär irrationalen oder der 
konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke, was zu zeigen war.

Beispiele:

24 · 2½ + 4 · 22½  =  (22½ · 2¼+ 2½ · 2¼)2      ist binomisch sekundär irrational,

4 · 3½ + 2 · 6½  =  ((2 · 3½ + 6½)½ + (2 · 3½ – 6½)½)2  ist konjugiert binomisch sekundär irrational.



Corollar:

Keine der benannten binomischen und irrationalen Strecken kann eine Strecke der 
anderen Benennungen sein.

Denn das dem Quadrat über einer biquadriert rationalen Strecke gleiche Rechteck rationaler 
Länge hat eine, zu ihr inkommensurable, quadriert rationale Breite [wie X.23.];

das dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel binomischen Strecke gleiche Rechteck 
rationaler Länge hat eine quadriert binomische Breite erster Art [wie X.55.];

das dem Quadrat über einer binomisch primär irrationalen Strecke gleiche Rechteck rationaler 
Länge hat eine quadriert binomische Breite zweiter Art [wie X.56.];

das dem Quadrat über einer binomisch sekundär irrationalen Strecke gleiche Rechteck 
rationaler Länge hat eine quadriert binomische Breite dritter Art [wie X.57.];

das dem Quadrat über einer konjugiert binomischen Strecke gleiche Rechteck rationaler Länge 
hat eine quadriert binomische Breite vierter Art [wie X.58.];

das dem Quadrat über einer konjugiert binomisch primär irrationalen Strecke gleiche Rechteck 
rationaler Länge hat eine quadriert binomische Breite fünfter Art [wie X.59.];

das dem Quadrat über einer konjugiert binomisch sekundär irrationalen Strecke gleiche 
Rechteck rationaler Länge hat eine quadriert binomische Breite sechster Art [wie X.60.].

Da es nicht möglich ist, dass eine quadriert rationale Strecke gleich einer quadriert binomischen 
Strecke einer der sechs Arten ist und da keine quadriert binomische Strecke der sechs Arten 
gleich einer Strecke einer der anderen Arten ist, deshalb kann keine der benannten binomischen
und irrationalen Strecken eine Strecke der anderen Benennungen sein.
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Euklid Stoicheia.

Buch X, 3.Teil.   

X.74.   [X.73]

Wird von einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke eine Strecke 
weggenommen, die zu ihr nur im Quadrat kommensurabel ist, dann ist die restliche 
Strecke irrational und wird quadriert kommensurabel apotomisch genannt.

Wenn von der rationalen oder quadriert rationalen Strecke AB die Strecke BC
weggenommen wird, die zu ihr nur im Quadrat kommensurabel ist [wie X.30., X.31.], dann, 
sage ich, ist die restliche AC eine irrationale und apotomisch genannte Strecke. 

Denn da AB, BC der Länge nach inkommensurabel sind und sich AB zu BC
verhält wie das Quadrat über AB zum Rechteck aus AB mit BC, ist das Quadrat
über AB zum Rechteck aus AB mit BC inkommensurabel.

Das Quadrat über AB ist zur Summe der Quadrate über AB und BC
inkommensurabel und es ist das Rechteck aus AB mit BC zum doppelten Rechteck
aus AB mit BC kommensurabel. Da die Summe der Quadrate über AB und BC
gleich der Summe aus dem doppelten Rechteck aus AB mit BC und dem Quadrat
über CA ist, ist das Quadrat über AC zur Summe der Quadrate über AB und BC
inkommensurabel.

Die Summe der Quadrate über AB und BC ist rational, somit ist AC irrational und
wird quadriert kommensurabel apotomische Strecke genannt, was zu zeigen war.

Anmerkung:    In   X.74,  X.75  und  X.76  ist    a² + b² = 2ab + (a – b)²,    wobei  a = AB,  b = BC
 damit ist  (a – b)²  = p – 2q,   wenn  p = a² + b²   und  2q = 2ab. 

Beispiele:  AC2 = (2 – 2½)² = 6 – 4 · 2½,    

 AC2 = (3½ – 2½)² = 5 – 2 · 6½.

X.75. [X.74]
Wird von einer biquadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im
Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales Rechteck ergibt, dann ist die 
restliche Strecke irrational und wird apotomisch primär irrational
genannt.

Wenn von der biquadriert rationalen Strecke AB die Strecke BC
weggenommen wird, die zu AB im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr
ein rationales Rechteck ergibt [wie X.32.], dann, sage ich ist die restliche AC
irrational und eine apotomisch primär irrationale Strecke.

Denn da AB, BC biquadriert rational sind, sind die Quadrate über AB, BC
quadriert rational. 

Das doppelte Rechteck aus AB mit BC ist rational, somit ist die Summe der
Quadrate über AB und BC zum doppelten Rechteck aus AB mit BC
inkommensurabel.
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Da das doppelte Rechteck aus AB mit BC zusammen mit dem Quadrat über AC gleich der 
Summe der Quadrate über AB und BC ist [wie II.7.] und da die gesamte Strecke AB zu den 
beiden Teilstrecken inkommensurabel ist, ist das Quadrat über AC zum doppelten Rechteck aus
AB mit BC inkommensurabel. Das doppelte Rechteck aus AB mit BC ist rational, damit ist das 
Quadrat über AC irrational.

Also ist AC irrational und eine apotomisch primär irrationale Strecke, was zu zeigen war.

Beispiel: AC2 = (3½ · 6¼
 
– 2½ · 6¼)²  =  5 · 6½ – 12.

X.76. [X.75]
Wird von einer biquadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im
Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert rationales Rechteck ergibt, dann 
ist die restliche Strecke irrational und wird apotomisch sekundär irrational genannt.

Wird von der biquadriert rationalen Strecke AB die Strecke CB
weggenommen, die zu ihr im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr
ein quadriert rationales Rechteck ergibt [wie X.33.], dann, sage ich, ist
die restliche AC irrational und wird eine apotomisch sekundär
irrationale Strecke genannt.

Denn wird auf  der rationalen Strecke DI das der Summe der
Quadrate über AB und BC gleiche Rechteck DE mit der Breite DG
errichtet und wird davon das dem doppelten Rechteck aus AB mit BC
gleiche Rechteck DH mit der Breite DF abgeteilt, dann ist das
restliche Rechteck FE gleich dem Quadrat über AC.

Die Quadrate über AB und BC sind quadriert rational und
kommensurabel, somit ist DE quadriert rational und an der rationalen
Strecke DI mit der Breite DG errichtet. Damit ist DG quadriert
rational und zu DI der Länge nach inkommensurabel. Das Rechteck
aus AB mit BC ist quadriert rational, somit auch das doppelte
Rechteck, das gleich DH ist. Also ist DH quadriert rational und an der
rationalen Strecke DI mit der Breite DF errichtet. Damit ist DF
quadriert rational und zu DI der Länge nach inkommensurabel. 

Da AB, BC im Quadrat kommensurabel sind, der Länge nach aber
inkommensurabel, ist das Quadrat über AB zum Rechteck aus AB mit BC inkommensurabel.
Das Quadrat über AB ist zur Summe der Quadrate über AB und BC kommensurabel und das 
Rechteck aus AB mit BC ist zum doppelten Rechteck kommensurabel, somit ist das doppelte 
Rechteck aus AB mit BC zur Summe der Quadrate über AB und BC inkommensurabel.

Das Rechteck DE ist gleich der Summe der Quadrate über AB und BC, das Rechteck DH ist 
gleich dem doppelten Rechteck aus AB mit BC, also sind DE, DH inkommensurabel. Es 
verhält sich DE zu DH wie GD zu DF, damit sind auch GD, DF inkommensurabel, beide sind 
jedoch quadriert rational und im Quadrat kommensurabel. Da FG eine apotomische Strecke ist,
ergibt FG mit der rationalen Strecke DI das irrationale Rechteck FE, das dem Quadrat über AC
gleich ist.

Somit ist AC irrational und wird eine apotomisch sekundär irrationale Strecke genannt, was zu 
zeigen war.

Beispiel: AC2 = (22½ · 2¼ – 2½ · 2¼)²  =  24 · 2½ – 4 · 22½.
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X.77. [X.76]
Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat 
inkommensurabel ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken 
rational ist und die beiden Strecken ein quadriert rationales Rechteck ergeben, dann ist 
die restliche Strecke irrational und wird konjugiert apotomisch genannt.

Wenn von der Strecke AB die zu ihr im Quadrat
inkommensurable Strecke BC weggenommen wird, wobei die
Summe der Quadrate über AB und BC rational und das
Rechteck aus AB mit BC quadriert rational ist [wie X.34.],
dann, sage ich, ist die restliche AC irrational und wird
konjugiert apotomisch genannt.

Denn da die Summe der Quadrate über AB und BC rational
und das doppelte Rechteck aus AB mit BC quadriert rational
ist, sind sie zueinander inkommensurabel.

Damit ist die Summe der Quadrate über AB und BC zum
Quadrat über AC inkommensurabel.
Da die Summe der Quadrate über AB und BC rational ist, ist
das Quadrat über AC irrational.

Deshalb ist AC irrational und wird konjugiert apotomisch genannt, was zu zeigen war.

Anmerkung: In  X.77,  X.78  und  X.79  ist  

((g + h)½ – (g – h)½)²  =  d – e,    wenn   d = 2g   und   e = 2 · (g² – h²)½  

wobei  (g + h)½ = AB,  (g – h)½ = BC   konjugierte Terme sind.

Beispiel: AC2 = ((25 + 10 · 5½)½ – (25 – 10 · 5½)½)²  =  50 – 10 · 5½.

X.78. [X.77]
Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat 
inkommensurabel ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken 
quadriert rational ist und die beiden Strecken ein rationales Rechteck ergeben, dann ist 
die restliche Strecke irrational und wird konjugiert apotomisch primär irrational 
genannt.

Wenn von der Strecke AB die zu ihr im Quadrat inkommensurable
Strecke BC weggenommen wird, wobei die Summe der Quadrate
über AB und BC quadriert rational und das Rechteck aus AB mit
BC rational ist [wie X.35.], dann, sage ich, ist die restliche AC
irrational und wird konjugiert apotomisch primär irrational genannt.

Denn da die Summe der Quadrate über AB und BC quadriert
rational und das doppelte Rechteck aus AB mit BC rational ist, sind
sie inkommensurabel. 

Da das doppelte Rechteck aus AB mit BC zusammen mit dem
Quadrat über AC gleich der Summe der Quadrate über AB und BC
ist [wie II.7.], ist das Quadrat über AC zum doppelten Rechteck aus
AB mit BC inkommensurabel [wie X.17.].
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Das doppelte Rechteck aus AB mit BC ist rational, also ist das Quadrat über AC irrational und 
wird konjugiert apotomisch primär irrational genannt, was zu zeigen war.

Beispiel: AC2 = ((2 · 2½ + 7½)½ – (2 · 2½ – 7½)½)2  =  4 · 2½ – 2.

X.79. [X.78] 
Wird von einer Strecke eine Strecke weggenommen, die zu ihr im Quadrat 
inkommensurabel ist, wobei die Summe der Quadrate über den beiden Strecken 
quadriert rational ist und die beiden Strecken ein quadriert rationales Rechteck 
ergeben, das zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist, dann ist die restliche 
Strecke irrational und wird konjugiert apotomisch sekundär irrational genannt.

Wenn von der Strecke AB die zu ihr im Quadrat inkommensurable Strecke BC weggenommen 
wird, wobei die Summe der Quadrate über AB und BC quadriert rational und das Rechteck aus 
AB mit BC quadriert rational und zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist [wie X.36.], 
dann, sage ich, ist die restliche AC irrational und wird konjugiert
apotomisch sekundär irrational genannt.

Denn wird an der rationalen Strecke DI das der Summe der
Quadrate über AB und BC gleiche Rechteck DE mit der Breite
DG errichtet und wird davon das dem doppelten Rechteck aus
AB mit BC gleiche Rechteck DH abgeteilt, dann ist das restliche
Rechteck FE gleich dem Quadrat über AC.

Die Summe der Quadrate über AB und BC ist quadriert rational
und gleich DE, somit ist DE quadriert rational.
DE ist an der rationalen Seite DI mit der Breite DG errichtet,
womit DG quadriert rational und zu DI der Länge nach
inkommensurabel ist.

Da das doppelte Rechteck aus AB mit BC quadriert rational und
gleich DH ist, ist DH quadriert rational.
DH ist an der rationalen Strecke DI mit der Breite DF errichtet,
womit DF quadriert rational und zu DI der Länge nach
inkommensurabel ist.

Die Summe der Quadrate über AB und BC ist zum doppelten
Rechteck aus AB mit BC inkommensurabel, somit sind DE, DH inkommensurabel.
Da sich DE zu DH verhält wie DG zu DF, sind DG, DF inkommensurabel, wobei beide 
quadriert rational sind. Damit sind DG, DF im Quadrat kommensurabel. 

Die Strecke FG ist somit apotomisch und schließt mit der rationalen FH das apotomische und 
irrationale Rechteck FE ein, das gleich dem Quadrat über AC ist. Deshalb ist AC irrational und 
wird konjugiert apotomisch sekundär irrational genannt, was zu zeigen war.

Für alle diese apotomischen Größen ist   (a – b)²  = p – 2q,   wenn  p = a² + b²   und  2q = 2ab.

Wegen Lemma X.61 ist stets  p > 2q. 

a  und  b  sind wie in  X.42 angemerkt aus  (p – 2q)½  zu bestimmen.

Beispiel: AC2 = ((2 · 3½ + 6½)½ – (2 · 3½ – 6½)½)²  =  4 · 3½ – 2 · 6½ = FE. 
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X.80. [X.79]
Zu jeder quadriert kommensurabel apotomischen Strecke gibt es nur eine ergänzende 
Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist.

Wenn die apotomische Strecke AB durch BC so ergänzt wird, dass AC, CB im Quadrat 
kommensurabel sind [wie X.74.], dann, sage ich, gibt es keine andere ergänzende Strecke, die zu
AC im Quadrat kommensurabel ist.

Denn wenn doch, sei BD diese Strecke. Es sind dann AD, DB im Quadrat kommensurabel.
Die Summe der Quadrate über AD, DB ist dann um das Quadrat über AB größer als das 
doppelte Rechteck aus AD mit DB. Ebenso ist die Summe der Quadrate über AC, CB um das 
Quadrat über AB größer als das doppelte Rechteck aus AC mit CB. 
Damit ist dann die Summe der Quadrate über AD, DB um das Gleiche größer
als die Summe der Quadrate über AC, CB wie das doppelte Rechteck aus AD
mit DB größer ist als das doppelte Rechteck aus AC mit CB.

Da somit die Summe der Quadrate über AD, DB um eine rationale Größe
größer ist als die Summe der Quadrate über AC, CB, ist dann auch das doppelte
Rechteck aus AD mit DB um eine rationale Größe größer als das doppelte
Rechteck AC, CB, was nicht möglich ist, da die Rechtecke quadriert rational sind
und das eine Rechteck nicht um eine rationale Größe größer sein kann als das
andere [wie X.27.]. 

Also kann AB durch keine andere Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat
kommensurabel ist, ergänzt werden.

Deshalb gibt es zu jeder quadriert kommensurabel apotomischen Strecke nur eine ergänzende 
Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist, was zu zeigen war.

X.81. [X.80]
Zu jeder apotomisch primär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, 
die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales 
Rechteck ergibt.

Wenn AB eine apotomisch primär irrationale Strecke, die ergänzende Strecke
BC zu AC im Quadrat kommensurabel und das Rechteck aus AC mit CB
rational ist [wie X.75.], dann, sage ich, gibt es keine andere Strecke, die zu
AC im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales Rechteck
ergibt.

Denn wenn doch, dann sei DB diese Strecke. 
AD, DB sind dann biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel; das
Rechteck aus AD mit DB ist dann rational.Die Summe der Quadrate über
AD, DB ist dann um das Quadrat über AB größer als das doppelte Rechteck
aus AD mit DB. Ebenso ist die Summe der Quadrate über AC, CB um das
Quadrat über AB größer als das doppelte Rechteck aus AC mit CB. 

Damit ist dann die Summe der Quadrate über AD, DB um das Gleiche
größer als die Summe der Quadrate über AC, CB wie das doppelte Rechteck aus AD mit DB 
größer ist als das doppelte Rechteck aus AC mit CB.
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Da somit das doppelte Rechteck aus AD mit DB um eine rationale Größe größer als das 
doppelte Rechteck AC, CB, ist auch die Summe der Quadrate über AD, DB um eine rationale 
Größe größer als die Summe der Quadrate über AC, CB, was nicht möglich ist, da beide 
quadriert rational sind und eine quadriert rationale Größe nicht um eine rationale größer sein 
kann als eine andere quadriert rationale Größe [wie X.27.].

Deshalb gibt es zu jeder apotomisch primär irrationalen Strecke nur eine ergänzende Strecke, 
die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein rationales Rechteck 
ergibt, was zu zeigen war.

X.82. [X.81]
Zu jeder apotomisch sekundär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke,
die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert 
rationales Rechteck ergibt.

Wenn AB eine apotomisch sekundär irrationale Strecke, die ergänzende Strecke BC zu AC im 
Quadrat kommensurabel und das Rechteck aus AC mit CB quadriert rational ist [wie X.76.], 
dann, sage ich, gibt es keine andere Strecke, die zu AC im Quadrat kommensurabel ist und mit 
ihr ein quadriert rationales Rechteck ergibt.

Denn wenn doch, dann sei DB diese Strecke. 
AD, DB sind dann biquadriert rational und im Quadrat
kommensurabel; das Rechteck aus AD mit DB ist dann quadriert
rational.

Wird auf  der rationalen Strecke EF das der Summe der Quadrate über
AC und CB gleiche Rechteck EG mit der Breite EM errichtet und wird
davon das dem doppelten Rechteck aus AC mit CB gleiche Rechteck
HG mit der Breite HM abgeteilt, dann ist das restliche Rechteck EL
gleich dem Quadrat über AB.

Wird auf  der rationalen Strecke EF auch das der Summe der Quadrate
über AD und DB gleiche Rechteck EI mit der Breite EN errichtet, dann
ist, da EL gleich dem Quadrat über AB ist, das verbleibende Rechteck
HI gleich dem doppelten Rechteck aus AD mit DB.

Da AC, CB biquadriert rational sind, ist die Summe der Quadrate über
AC und CB quadriert rational, sie gleich EG, womit EG quadriert
rational ist. EG ist auf  der rationalen Strecke EF errichtet, also ist EM
quadriert rational und zu EF der Länge nach inkommensurabel.

Da das Rechteck aus AC mit CB quadriert rational ist, ist das doppelte
Rechteck aus AC mit CB quadriert rational, es ist gleich HG, womit HG
quadriert rational ist. HG ist auf  der rationalen Strecke EF mit der
Breite HM errichtet, also ist HM quadriert rational und zu EF der
Länge nach inkommensurabel.

AC, CB sind im Quadrat, aber nicht der Länge nach, kommensurabel und AC verhält sich zu 
CB wie das Quadrat über AC zum Rechteck aus AC mit CB, somit ist das Quadrat über AC 
zum Rechteck aus AC mit CB inkommensurabel.
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Das Quadrat über AC ist zur Summe der Quadrate über AC und CB kommensurabel, auch ist 
das Rechteck aus AC mit CB zum doppelten Rechteck aus AC mit CB kommensurabel, damit 
ist die Summe der Quadrate über AB und BC zum doppelten Rechteck aus AC mit CB 
inkommensurabel.
EG ist gleich der Summe der Quadrate über AB und CB, GH ist gleich dem doppelten 
Rechteck aus AC mit CB, somit ist EG zu GH inkommensurabel.
Es verhält sich EG zu HG wie EM zu HM, also sind EM, HM der Länge nach 
inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Damit ist EH eine apotomische Strecke, die durch HM so ergänzt wird, dass diese zu EM im 
Quadrat kommensurabel ist [wie X.74.].

Ebenso ist zu zeigen, dass dann HN eine Ergänzung ist, die zu EN im Quadrat 
kommensurabel, aber was nicht möglich ist [wie X.80.].

Deshalb gibt es zu jeder apotomisch sekundär irrationalen Strecke nur eine ergänzende Strecke, 
die zur ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel ist und mit ihr ein quadriert rationales 
Rechteck ergibt, was zu zeigen war.

X.83. [X.82]
Zu jeder konjugiert apotomischen Strecke gibt es nur eine ergänzende Strecke, die zur 
ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe ihrer Quadrate 
rational und das sich mit ihr ergebende Rechteck quadriert rational ist.

Wenn AB eine konjugiert apotomische Strecke ist, die mit BC so
ergänzt wird, dass AC, CB im Quadrat inkommensurabel sind, die
Summe der Quadrate über AC und CB rational und das Rechteck
aus AC mit BC quadriert rational ist [wie X.77.], dann, sage ich,
gibt es keine andere derartige Strecke.

Denn wenn doch, sei BD diese Strecke.
AD, DB sind dann im Quadrat inkommensurabel, die Summe der
Quadrate über ihnen ist dabei rational und das Rechteck, das sie
ergeben, quadriert rational.

Die Summe der Quadrate über AD, DB ist dann um so viel größer
als die Summe der Quadrate über AC, CB wie das doppelte
Rechteck aus AD mit DB größer ist als das doppelte Rechteck aus
AC mit CB. 

Da die Summe der Quadrate über AD und DB um eine rationale
Größe größer ist als die Summe der Quadrate über AC und CB, denn beide sind rational, ist 
dann auch das doppelte Rechteck aus AD mit DB um eine rationale Größe größer als das 
doppelte Rechteck aus AC mit CB, was nicht möglich ist, denn diese sind quadriert rational [wie
X.27.].

Deshalb gibt es zu jeder konjugiert apotomischen Strecke nur eine ergänzende Strecke, die zur 
ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe ihrer Quadrate rational und
das sich mit ihr ergebende Rechteck quadriert rational ist, was zu zeigen war.
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X.84.
Zu jeder konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke gibt es nur eine ergänzende
Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe 
ihrer Quadrate quadriert rational und das sich mit ihr ergebende Rechteck rational ist.

Wenn AB eine konjugiert apotomisch primär irrationale Strecke ist, die mit BC so ergänzt wird, 
dass AC, CB im Quadrat inkommensurabel sind, die Summe der Quadrate über AC und CB 
quadriert rational und das Rechteck aus AC mit BC rational ist
[wie X.78.], dann, sage ich, gibt es keine andere derartige Strecke.

Denn wenn doch, sei BD diese Strecke.
AD, DB sind dann im Quadrat inkommensurabel, die Summe
der Quadrate über AD und DB ist dabei quadriert rational und
das Rechteck, das sie ergeben, rational.

Die Summe der Quadrate über AD, DB ist dann um so viel
größer als die Summe der Quadrate über AC, CB wie das
doppelte Rechteck aus AD mit DB größer ist als das doppelte
Rechteck aus AC mit CB. Da dann das doppelte Rechteck aus
AD mit DB um eine quadriert rationale Größe größer ist als das
doppelte Rechteck aus AC mit CB, denn beide sind rational, ist
dann auch die Summe der Quadrate über AD und DB um eine
rationale Größe größer als die Summe der Quadrate über AC
und CB, was nicht möglich ist denn diese sind quadriert rational
[wie X.27.].

Deshalb gibt es zu AB keine andere ergänzende Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat 
inkommensurabel ist, wobei die Summe ihrer Quadrate quadriert rational und das sich mit ihr 
ergebende Rechteck rational ist, was zu zeigen war.

X.85. [X.84]
Zu jeder konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke gibt es nur eine 
ergänzende Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei 
die Summe der Quadrate über ihnen quadriert rational ist und sie mit ihr ein quadriert 
rationales Rechteck ergibt, das zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist.

Wenn AB eine konjugiert apotomisch sekundär irrationale Strecke ist, die mit BC so ergänzt 
wird, dass AC, CB im Quadrat inkommensurabel sind, wobei die Summe der Quadrate über AC
und CB quadriert rational und das Rechteck aus AC mit BC quadriert rational und zur Summe 
der Quadrate inkommensurabel ist [wie X.79.], dann, sage ich, gibt es keine andere derartige 
Strecke. Denn wenn doch, sei BD diese Strecke.

AD, DB sind dann im Quadrat inkommensurabel, die Summe der Quadrate über AD und DB 
ist dabei quadriert rational und das doppelte Rechteck aus AD mit DB quadriert rational und 
zur Summe der Quadrate inkommensurabel.

Denn wird auf  der rationalen Strecke EF das der Summe der Quadrate über AC und CB 
gleiche Rechteck EG mit der Breite EM errichtet und wird davon das dem doppelten Rechteck 
aus AB mit CB gleiche Rechteck HG mit der Breite HM abgeteilt, dann ist das restliche 
Rechteck EL gleich dem Quadrat über AB.
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Wird auf  der rationalen Strecke EF auch das der Summe der Quadrate über AD und DB 
gleiche Rechteck EI mit der Breite EN errichtet, dann ist, da EL gleich dem Quadrat über AB 
ist, das verbleibende Rechteck HI gleich dem doppelten
Rechteck aus AD mit DB.

Da die Summe der Quadrate über AC und CB quadriert
rational und gleich EG ist, ist EG quadriert rational. 
EG ist auf  der rationalen Strecke EF mit der Breite EM
errichtet, somit ist EM quadriert rational und zu EF der
Länge nach inkommensurabel.

Das Rechteck aus AC mit CB ist quadriert rational, damit ist
das doppelte Rechteck aus AC mit CB quadriert rational und
gleich HG, womit HG quadriert rational ist.
HG ist auf  der rationalen Strecke EF mit der Breite HM
errichtet, also ist HM quadriert rational und zu EF der Länge
nach inkommensurabel.

Die Summe de Quadrate über AC und CB ist
inkommensurabel zum doppelten Rechteck aus AC mit CB,
womit auch EG, GH inkommensurabel sind. 
Damit sind auch EM, MH der Länge nach inkommensurabel.

Da EM, MH quadriert rational und im Quadrat
kommensurabel sind, ist EH eine apotomische Strecke, die
durch HM so ergänzt wird, dass HM, EM im Quadrat
kommensurabel sind.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass EH eine apotomische
Strecke ist, die auch durch HN so ergänzt wird, dass HN, EN
im Quadrat kommensurabel sind. 

Damit wird dann eine apotomische Strecke durch verschiedene Strecken so ergänzt, dass sie zur
ganzen Strecke im Quadrat kommensurabel sind, was nicht möglich ist [wie X.80.]. 

Also gibt es keine andere Strecke, die AB wie verlangt ergänzt.

Deshalb gibt es zu jeder konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke nur eine 
ergänzende Strecke, die zur ganzen Strecke im Quadrat inkommensurabel ist, wobei die Summe
der Quadrate über ihnen quadriert rational ist und sie mit ihr ein quadriert rationales Rechteck 
ergibt, das zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist, was zu zeigen war.



Lemma X.86,     Unterteilung.

1. Wird eine apotomische Strecke durch eine Strecke so ergänzt, dass das Quadrat über der 
ganzen Strecke um ein Quadrat, dessen Seite zur ganzen Strecke der Länge nach 
kommensurabel ist, größer ist als das Quadrat über der ergänzenden Strecke und ist die 
ganze Strecke rational, dann ist dies eine quadriert apotomische Strecke erster Art;

2. ist die ergänzende Strecke rational, ist dies eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art;

3. ist weder die ganze, noch die ergänzende Strecke rational, dann ist dies eine quadriert 
apotomische Strecke dritter Art.

4. Wird dagegen eine apotomische Strecke durch eine Strecke so ergänzt, dass das Quadrat über
der ganzen Strecke um ein Quadrat, dessen Seite zur ganzen Strecke der Länge nach 
inkommensurabel ist, größer ist als das Quadrat über der ergänzenden Strecke und ist die 
ganze Strecke rational, ist dies eine quadriert apotomische Strecke vierter Art;

5. ist die ergänzende Strecke rational, dann eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art;

6. ist weder die ganze, noch die ergänzende Strecke rational, ist dies eine quadriert apotomische 
Strecke sechster Art.

X.86. [X.85]
Eine quadriert apotomische Strecke erster Art finden.

Es sei eine Strecke rationaler Länge A und eine zu ihr der Länge nach kommensurable Strecke 
BG gegeben, die somit rational ist. Sind mit DE, EF zwei Quadratzahlen gegeben, deren 
Differenz FD keine Quadratzahl ist, dann verhält sich ED zu DF nicht wie eine Quadratzahl zu
einer anderen. Es verhalte sich dann ED zu DF wie das Quadrat über BG
zum Quadrat über GC. 
Damit sind die Quadrate über BG, GC kommensurabel [wie X.6.].

Da das Quadrat über BG rational ist, ist das Quadrat über GC rational und
damit GC quadriert rational. Es verhält sich ED zu DF nicht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, somit verhält sich das Quadrat über BG zum
Quadrat über GC nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen. BG, GC sind
der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel. 

Damit ist BC eine apotomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
apotomische Strecke erster Art.
Denn wenn das Quadrat über BG weniger dem Quadrat über GC gleich
dem Quadrat über H ist, dann, da sich ED zu FD verhält wie das Quadrat
über BG zum Quadrat über GC, verhält sich DE zu EF wie das Quadrat
über GB zum Quadrat über H [wie V.19.]. DE, EF sind Quadratzahlen,
somit verhält sich das Quadrat über GB zum Quadrat über H wie eine
Quadratzahl zu einer anderen. Also sind BG, H der Länge nach
kommensurabel [wie X.9.].
Das Quadrat über BG ist somit um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach zu BG 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über GC. Die ganze Strecke BG ist rational. 
Deshalb ist BC eine quadriert apotomische Strecke erster Art. 

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke erster Art BC gefunden, was auszuführen war.
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X.87. [X.86]
Eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art finden.

Es sei eine Strecke rationaler Länge A und eine zu ihr der Länge nach kommensurable Strecke 
GC gegeben, die somit rational ist. Mit DE, EF seien zwei Quadratzahlen gegeben, deren 
Differenz FD keine Quadratzahl ist. Es verhalte sich dann FD zu DE wie
das Quadrat über CG zum Quadrat über GB. Damit sind die Quadrate
über CG, GB kommensurabel [wie X.6.].

Da das Quadrat über CG rational ist, ist das Quadrat über GB rational
und damit GB quadriert rational.
Die Quadrate über GC, GB verhalten sich zueinander nicht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, somit sind CG, GB der Länge nach
inkommensurabel [wie X.9.], jedoch im Quadrat kommensurabel.

Also ist BC eine apotomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
apotomische Strecke der zweiten Art.

Denn ist das Quadrat über BC weniger dem Quadrat über GC gleich
dem Quadrat über H, dann, da sich das Quadrat über BG zum Quadrat
über GC verhält wie ED zu DF, verhält sich das Quadrat über BG zum
Quadrat über H wie DE zu EF.
Da DE, EF Quadratzahlen sind, verhält sich das Quadrat über BG zum
Quadrat über H wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Damit sind BG,
H der Länge nach kommensurabel.
Das das Quadrat über BG gleich den Quadraten über GC und H zusammen ist, ist das Quadrat
über BG um ein Quadrat, dessen Seite zu BG der Länge nach kommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über GC. Die ergänzende Strecke CG ist kommensurabel zur rationalen Strecke A.
Also ist BC eine apotomische Strecke zweiter Art.

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art BC gefunden, was auszuführen war.

X.88. [X.87]
Eine quadriert apotomische Strecke dritter Art finden.

Es seien gegeben die rationale Strecke A und drei Zahlen E, BC, CD, wovon E zu BC, CD 
nicht in Verhältnissen steht wie Quadratzahlen zu anderen, jedoch CB, BD sich verhalten wie 
Quadratzahlen zueinander. Es verhalte sich E zu BC wie das Quadrat über A zum Quadrat 
über FG und es verhalte sich BC zu CD wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH.

Da sich E zu BC verhält wie das Quadrat über A zum Quadrat über FG, ist das Quadrat über A
kommensurabel zum Quadrat über FG [wie X.6.]. Da das Quadrat über A rational ist, ist auch 
das Quadrat über FG rational, womit FG quadriert rational ist.

Es verhält sich E zu BC nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen, damit verhält sich auch 
das Quadrat über A zum Quadrat über FG nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Damit sind A, FG der Länge nach inkommensurabel.

Da sich BC zu CD verhält wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH, ist das Quadrat 
über FG kommensurabel zum Quadrat über GH. Das Quadrat über FG ist rational, womit 
auch das Quadrat über GH rational und GH quadriert rational ist.
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Da BC zu CD sich nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich auch das 
Quadrat über FG zum Quadrat über GH nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen. 
Damit sind FG, GH der Länge nach inkommensurabel [wie X.9.], jedoch im Quadrat 
kommensurabel; beide sind nur quadriert rational. 

Also ist FH apotomisch und, sage ich, eine quadriert apotomische Strecke dritter Art.

Denn da sich E zu BC verhält wie das Quadrat über A zum Quadrat
über FG und da BC zu CD sich verhält wie das Quadrat über FG zum
Quadrat über HG, verhält sich E zu CD wie das Quadrat über A zum
Quadrat über HG.
Da E zu CD nicht in einem Verhältnis steht wie eine Quadratzahl zu
einer anderen, steht auch das Quadrat über A zum Quadrat über HG
nicht in einem Verhältnis wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Somit
sind A, GH der Länge nach inkommensurabel.

Damit ist keine der Strecken FG, GH zu A der Länge nach
kommensurabel.

Ist das Quadrat über FG weniger dem Quadrat über GH gleich dem
Quadrat über K, dann, da sich BC zu CD verhält wie das Quadrat über
FG zum Quadrat über GH, verhält sich BC zu BD wie das Quadrat
über FG zum Quadrat über K.

Da sich BC zu BD verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, steht
auch das Quadrat über FG zum Quadrat über K in einem Verhältnis
wie eine Quadratzahl zu einer anderen. Damit sind FG, K der Länge nach kommensurabel.

Das Quadrat über FG ist also um ein Quadrat, dessen Seite der Länge nach kommensurabel zu 
FG ist, größer als das Quadrat über GH. Keine der Strecken FG, GH ist rational.
Also ist FH eine quadriert apotomische Strecke dritter Art.

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke dritter Art FH gefunden, was auszuführen war.

X.89. [X.88]
Eine quadriert apotomische Strecke vierter Art finden.

Es sei eine Strecke rationaler Länge A und eine zu ihr der Länge nach
kommensurable Strecke BG gegeben, die somit rational ist. Mit DF,
FE seien zwei Zahlen so gegeben, dass die daraus zusammengesetzte
Strecke DE zu keiner von ihnen in einem Verhältnis steht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen.
Es verhalte sich DE zu EF wie das Quadrat über BG zum Quadrat
über GC.

Die Quadrate über BG, GC sind somit kommensurabel. Da das
Quadrat über BG rational ist, ist damit auch das Quadrat über GC und
ist auch GC rational. 
Da DE zu EF nicht in einem Verhältnis steht wie eine Quadratzahl zu
einer anderen, steht auch das Quadrat über BG zum Quadrat über GC
nicht in einem Verhältnis wie eine Quadratzahl zu einer anderen. 
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Somit sind BG, GC der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat 
kommensurabel.Also ist BC eine apotomische Strecke.Ist das Quadrat über BG weniger dem 
Quadrat über GC gleich dem Quadrat über H, dann, da sich DE zu EF verhält wie das Quadrat
über BG zum Quadrat über GC, verhält sich ED zu DF wie das Quadrat über BG zum 
Quadrat über H.
Da sich ED zu DF nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich auch das 
Quadrat über BG zum Quadrat über H nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen. 
Damit sind BG, H der Länge nach inkommensurabel.
Das Quadrat über BG ist somit um ein Quadrat, dessen Seite zu BG der Länge nach 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über GC. BG irrational
Also ist BC eine quadriert apotomische Strecke vierter Art.

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke vierter Art BC gefunden, was auszuführen war.

X.90. [X.89]
Eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art finden.

Es sei eine Strecke rationaler Länge A und eine zu ihr der Länge nach kommensurable Strecke 
CG gegeben, die somit rational ist. Mit DF, FE seien zwei Zahlen so gegeben, dass die daraus 
zusammengesetzte Strecke DE zu keiner von ihnen in einem Verhältnis steht wie eine 
Quadratzahl zu einer anderen.
Es verhalte sich FE zu ED wie das Quadrat über CG zum Quadrat über GB.

Das Quadrat über GB ist damit rational und GB deshalb quadriert rational.
Da sich DE zu EF verhält wie das Quadrat über BG zum Quadrat über GC und da sich DE zu
EF nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich auch das Quadrat über BG
zum Quadrat über GC nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Damit sind BG, GC der Länge nach inkommensurabel, jedoch im
Quadrat kommensurabel.

Also ist BC eine apotomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
apotomische Strecke der fünften Art.
Denn ist das Quadrat über BG weniger dem Quadrat über GC gleich
dem Quadrat über H, dann, da sich das Quadrat über BG zum Quadrat
über GC verhält wie DE zu EF, verhält sich ED zu DF wie das Quadrat
über BG zum Quadrat über H.
Da ED sich zu DF nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen,
verhält sich das Quadrat über BG zum Quadrat über H nicht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen.
Damit sind BG, H der Länge nach inkommensurabel.
Also ist das Quadrat über GB um ein Quadrat, dessen Seite der Länge
nach zu BG inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über GC.
Die ergänzende Strecke GC ist rational und BC deshalb eine quadriert
apotomische Strecke fünfter Art.

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art BC gefunden, was auszuführen war.
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X.91. [X.90]
Eine quadriert apotomische Strecke sechster Art finden.

Es seien gegeben die rationale Strecke A und drei Zahlen E, BC, CD, wovon E zu BC, CD 
nicht in Verhältnissen steht wie Quadratzahlen zu anderen und auch CB, BD sich nicht 
verhalten wie Quadratzahlen zueinander. Es verhalte sich E zu BC wie das Quadrat über A zum
Quadrat über FG und es verhalte sich BC zu CD wie das Quadrat über FG zum Quadrat über 
GH.

Da sich E zu BC verhält wie das Quadrat über A zum Quadrat über FG, ist das Quadrat über A
kommensurabel zum Quadrat über FG [wie X.6.]. Da das Quadrat über A rational ist, ist auch 
das Quadrat über FG rational, womit FG quadriert rational ist.

Da E zu BC nicht in einem Verhältnis steht wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich 
auch das Quadrat über A zum Quadrat über FG nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Damit sind A, FG der Länge nach inkommensurabel.

Es verhält sich BC zu CD wie das Quadrat über FG zum Quadrat
über GH, womit das Quadrat über FG zum Quadrat über GH
kommensurabel ist.
Das Quadrat über FG ist rational, somit ist auch das Quadrat über
GH rational und damit GH quadriert rational.

Da sich BC zu CD nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer
anderen, verhält sich auch das Quadrat über FG zum Quadrat über
GH nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Damit sind FG, GH der Länge nach inkommensurabel.
FG, GH sind quadriert rational und im Quadrat kommensurabel.

Also ist FH eine apotomische Strecke und, sage ich, eine quadriert
apotomische Strecke sechster Art.
Denn da sich E zu BC verhält wie das Quadrat über A zum Quadrat
über FG und sich BC zu CD verhält wie das Quadrat über FG zum
Quadrat über GH, verhält sich E zu CD wie das Quadrat über A
zum Quadrat über GH.
Da sich E zu CD nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer
anderen, verhält sich auch das Quadrat über A zum Quadrat über
GH nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Somit sind A, GH der Länge nach inkommensurabel und weder FG noch GH sind rational.

Ist das Quadrat über FG weniger dem Quadrat über GH gleich dem Quadrat über K, dann, da 
sich BC zu CD verhält wie das Quadrat über FG zum Quadrat über GH, verhält sich BC zu 
BD wie das Quadrat über FG zum Quadrat über K.
Da sich CB zu BD nicht verhält wie eine Quadratzahl zu einer anderen, verhält sich auch das 
Quadrat über FG zum Quadrat über K nicht wie eine Quadratzahl zu einer anderen.
Somit sind FG, K der Länge nach inkommensurabel.
Das Quadrat über FG ist damit um ein Quadrat, dessen Seite zu FG inkommensurabel ist, 
größer als das Quadrat über GH. Weder FG noch GH sind rational.

Damit ist eine quadriert apotomische Strecke sechster Art FG gefunden, was auszuführen war.
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X.92. [X.91]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke erster Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel 
apotomischen Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke erster Art AD [wie X.86.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem Quadrat, 
dessen Seite apotomisch ist [wie X.74.].

Denn da AD eine quadriert apotomische Strecke erster Art ist, die durch DG ergänzt wird, sind
AG, GD im Quadrat kommensurabel, ist die rationale Strecke AG zu AC kommensurabel und 
ist das Quadrat über AG um ein Quadrat, dessen Seite zu AG kommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über GD.

Es ist deshalb durch Abteilen des Quadrats
über einer Seite von einem Rechteck auf  AG,
das verringert um das abgeteilte Quadrat
einem Viertel des Quadrats über GD gleich
ist, die geteilte Strecke in der Länge nach
kommensurable Teile zu teilen [wie X.18.].
Wird also DG in E in zwei gleiche Teile geteilt
und an AG ein Rechteck errichtet, das
verringert um das Quadrat über AF dem
Quadrat über EG gleich ist, dann sind die
Seiten des Rechtecks AF mit FG zueinander
kommensurabel.

Es sind dann von den Punkten E, F, G die zu
AC parallelen EH, FI, GK zu ziehen.

Da AF, FG der Länge nach kommensurabel
sind, ist AG sowohl zu AF wie FG kommensurabel. Da AG, AC kommensurabel sind, ist 
sowohl AF wie FG zu AC der Länge nach kommensurabel. AC ist damit rational und auch AF, 
FG sind rational. Also sind auch AI und FK rational. Da DE, EG der Länge nach 
kommensurabel sind, ist DG sowohl zu DE wie EG
der Länge nach kommensurabel. 
Es ist DG quadriert rational und zu AC der Länge
nach inkommensurabel und deshalb sowohl DE wie
EG zu AC der Länge nach inkommensurabel. Damit
sind DH, EK quadriert rational.

Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist, zu errichten
und das dem Rechteck FK gleiche Quadrat NO im
Winkel LPM abzuteilen. Die Quadrate LM, NO
liegen dann auf  der Diagonalen RP. Das Rechteck
aus AF mit FG ist gleich dem Quadrat über EG, womit sich AF zu EG verhält wie EG zu FG.

Da sich AF zu EG verhält wie AI zu EK und da sich EG zu FG verhält wie EK zu KF, verhält 
sich EK wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion mit AI, KF.

Da auch MN sich zu LM, NO verhält wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion 
[wie Lemma X.54.] und da AI gleich LM und da KF gleich NO ist, ist MN gleich EK.
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Es ist EK gleich DH und ist MN gleich LO, womit DK gleich dem Gnomon LPMQ 
zusammen mit NO ist.
Da AK gleich LM zusammen mit NO ist, ist das ergänzende AB gleich ST.
Es ist ST das Quadrat über LN und damit ist das Quadrat über LN gleich AB.

Ich sage sodann, LN ist eine apotomische Strecke.
Denn da sowohl AI wie FK rational sind, da AI gleich LM und da FK gleich NO ist, sind die 
Quadrate über LP, PN rational. Damit sind LP, PN rational.

Da DH quadriert rational ist und DH gleich LO ist, ist auch LO quadriert rational und zu NO 
inkommensurabel. Es verhält sich LO zu NO wie LP zu NP, womit LP, NP der Länge nach 
inkommensurabel sind, jedoch im Quadrat kommensurabel.
Also ist das Quadrat über der apotomischen Strecke LN gleich dem Rechteck AB.

Deshalb ist das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke erster 
Art eingeschlossene Rechteck gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel 
apotomischen Strecke, was zu zeigen war.

Anmerkung:     (a  –  b)²  =  p  –  2q    wenn   p = a² + b²   und   q = 2ab   

       wobei hier  a = AG,  b = DG.

Beispiel:   AD = 6 – 4 · 2½ = (2 – 2½)2.  

X.93. [X.92]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke zweiter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer apotomisch primär 
irrationalen Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke zweiter Art AD [wie X.87.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem Quadrat,
dessen Seite apotomisch primär irrational
ist [wie X.75.].

Denn da AD eine quadriert apotomische
Strecke zweiter Art ist, die durch DG
ergänzt wird, sind AG, GD im Quadrat
kommensurabel, ist die rationale Strecke
AC zu DG kommensurabel und ist das
Quadrat über AG um ein Quadrat, dessen
Seite zu AG kommensurabel ist, größer
als das Quadrat über GD.

Da das Quadrat über AG um ein Quadrat,
dessen Seite zu AG kommensurabel ist,
größer ist als das Quadrat über GD wird
durch Abteilen eines Quadrats über der
anderen Seite des Rechteck auf  AG, das
verringert um das abgeteilte Quadrat
einem Viertel des Quadrats über GD
gleich ist, die geteilte Strecke in der Länge nach kommensurable Teile geteilt [wie X.18.].
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Wird also DG im Punkt E in zwei gleiche Teile geteilt und auf  AG ein Rechteck errichtet, das 
verringert um das Quadrat über AF dem Quadrat über EG gleich ist, dann sind die Seiten des 
Rechtecks AF mit FG zueinander der Länge nach kommensurabel. 
Von den Punkten E, F, G sind dann die zu AC parallelen EH, FI, GK zu ziehen.
Es ist damit AG sowohl zu AF wie zu FG der Länge nach kommensurabel [wie X.16.].

AG ist quadriert rational und zu AC der Länge nach inkommensurabel, somit sind AF, FG 
quadriert rational und zu AC der Länge nach inkommensurabel. 
Damit sind die Rechtecke AI, FK quadriert
rational.
DE, EG sind kommensurabel und DG ist sowohl
zu DE wie zu EG kommensurabel. 
Da DG, AC der Länge nach kommensurabel sind,
sind DH, EK rational.

Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist, zu
errichten und das dem Rechteck FK gleiche
Quadrat NO im Winkel LPM abzuteilen. Die
Quadrate LM, NO liegen dann auf  der
Diagonalen RP [wie VI.26.].

Da AI, FK quadriert rational sind, da AI gleich dem Quadrat über LP und da FK gleich dem 
Quadrat über NP ist, sind die Quadrate über LP, NP quadriert rational und sind LP, NP 
biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel.

Das Rechteck aus AF mit FG ist gleich dem Quadrat über EG, weshalb sich AF zu EG verhält 
wie EG zu FG. Da sich AF zu EG verhält wie AI zu EK und da sich EG zu FG verhält wie 
EK zu FK, verhält sich EK zu AI, FK wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher 
Proportion.
Es verhält sich MN zu LM, NO wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion, 
wobei AI gleich LM und FK gleich NO sind, und damit ist MN gleich EK.

Da DH gleich EK und da LO gleich MN ist, ist DK gleich dem Gnomon LPMQ und NO 
zusammen. Das ergänzende TS ist deshalb gleich AB.
TS ist gleich dem Quadrat über LN, somit ist das Quadrat über LN gleich AB.

Ich sage sodann, LN ist eine apotomisch primär irrationale Strecke.
Da EK rational ist und da EK gleich LO ist, ist auch das Rechteck LO aus LP mit PN rational. 
Wie gezeigt, ist NO quadriert rational, weshalb LO, NO inkommensurabel sind.
Es verhält sich LO zu NO wie LP zu PN, somit sind LP, PN der Länge nach inkommensurabel.

Da LP, NP biquadriert rational sind und im Quadrat kommensurabel, ergeben sie ein rationales 
Rechteck. Damit ist LN eine apotomisch primär irrationale Strecke, wobei ihr Quadrat gleich 
AB ist.

Deshalb ist das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke zweiter 
Art eingeschlossene Rechteck gleich dem Quadrat über einer apotomisch primär irrationalen 
Strecke, was zu zeigen war.

Beispiel:   AD = 5 · 6½ – 12 = (3½ · 6¼ – 2½ · 6¼)2.



X.94. [X.93]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke dritter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer apotomisch sekundär 
irrationalen Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke dritter Art AD [wie X.88.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem Quadrat, 
dessen Seite apotomisch sekundär irrational ist [wie X.76.].

Denn da AD eine quadriert apotomische Strecke dritter Art ist, die durch DG ergänzt wird, 
sind AG, GD im Quadrat kommensurabel, ist keine der Strecken AG, GD zu AC der Länge 
nach kommensurabel und ist das Quadrat über AG um ein Quadrat, dessen Seite zu AG 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über GD.

Da das Quadrat über AG um ein
Quadrat, dessen Seite zu AG
kommensurabel ist, größer ist als
das Quadrat über GD, wird durch
Abteilen eines Quadrats über der
anderen Seite des Rechteck auf
AG, das verringert um das
abgeteilte Quadrat einem Viertel
des Quadrats über GD gleich ist,
die geteilte Strecke in der Länge
nach kommensurable Teile geteilt 
[wie X.18.].
Wird also DG im Punkt E in zwei
gleiche Teile geteilt und auf  AG
ein Rechteck errichtet, das
verringert um das Quadrat über
AF dem Quadrat über EG gleich
ist, dann sind die Seiten des
Rechtecks AF mit FG zueinander
der Länge nach kommensurabel. 

Von den Punkten E, F, G sind
dann die zu AC parallelen EH, FI, GK zu ziehen.

Da AF, FG kommensurabel sind, sind auch AI, FK kommensurabel. Da AF, FG der Länge 
nach kommensurabel sind, ist AG sowohl zu AF wie zu FG der Länge nach kommensurabel. 
AG ist quadriert rational und zu AC der Länge nach inkommensurabel, damit sind ebenso AF, 
FG zu AC der Länge nach inkommensurabel. Also ist AI wie FK quadriert rational.

Da DE, EG der Länge nach kommensurabel sind, ist DG sowohl zu DE wie EG der Länge 
nach kommensurabel. DG ist quadriert rational und zu AC der Länge nach inkommensurabel. 
Somit sind sowohl DE wie EG zu AC der Länge nach inkommensurabel. 
Damit sind DH, EK quadriert rational. 
AG ist zu GD im Quadrat kommensurabel, der Länge nach aber inkommensurabel. Da AG zu 
AF und da DG zu EG der Länge nach kommensurabel sind, sind somit AF, EG der Länge 
nach inkommensurabel. Es verhält sich AF zu EG wie AI zu EK, also sind AI, EK 
inkommensurabel.
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Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist, zu errichten und das dem Rechteck FK gleiche 
Quadrat NO im Winkel LPM abzuteilen. Die Quadrate LM, NO liegen dann auf  der 
Diagonalen RP [wie VI.27.].

Da das Rechteck aus AF mit FG gleich dem Quadrat
über EG ist, verhält sich AF zu EG wie EG zu FG.

Da sich AF zu EG verhält wie AI zu EK und da sich EG
zu FG verhält wie EK zu FK, verhält sich AI zu EK wie
EK zu FK. EK verhält sich deshalb zu AI, FK wie das
mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion.

Es verhält sich MN zu LM, NO wie das mittlere Glied in
fortlaufend gleicher Proportion.
Da AI gleich LM ist und FK gleich NO ist, ist EK gleich
MN.
Da MN gleich LO und da EK gleich DH ist, ist DK gleich dem Gnomon LPMQ und NO 
zusammen. Damit ist AK gleich LM und NO zusammen.
Das ergänzende ST ist gleich AB, somit ist das Quadrat über LN gleich AB.

Ich sage, LN ist apotomisch sekundär irrational.
Denn, wie gezeigt, sind AI, FK quadriert rational und, da AI gleich dem Quadrat über LP und 
da FK gleich dem Quadrat über PN ist, sind die Quadrate über LP, PN quadriert rational.
Somit sind LP, PN biquadriert rational.

Da AI, FK kommensurabel sind, sind die Quadrate über LP, PN kommensurabel.
Wie gezeigt, sind AI, EK inkommensurabel, womit LM, MN, das ist das Quadrat über LP und 
das Rechteck aus LP mit PN, inkommensurabel sind.
Da LP, PN der Länge nach inkommensurabel sind, sind also LP, PN biquadriert rational und im
Quadrat kommensurabel.

Ich sage sodann, dass LP, PN ein quadriert rationales Rechteck ergeben.
Denn da, wie gezeigt, EK quadriert rational und gleich dem Rechteck aus LP mit PN ist, ist 
auch das Rechteck aus LP mit PN quadriert rational. Damit sind LP, PN biquadriert rational, im
Quadrat kommensurabel und ergeben ein quadriert rationales Rechteck.
Also ist LN eine apotomisch sekundär irrationale Strecke und gleich dem Quadrat über AB.

Deshalb ist das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke dritter 
Art eingeschlossene Rechteck AB gleich dem Quadrat über einer apotomisch sekundär 
irrationalen Strecke, was zu zeigen war.

Beispiel: AD = 24 · 2½ – 4 · 22½ = ((22 · 2½)½ – (2 · 2½)½)2.

X.95. [X.94]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomischen 
Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke vierter Art AD [wie X.89.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem Quadrat, 
dessen Seite konjugiert apotomisch ist [wie X.77.].
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Denn da AD eine quadriert apotomische Strecke vierter Art ist, die durch DG ergänzt wird, 
sind AG, GD im Quadrat kommensurabel, ist AG zu AC der Länge nach kommensurabel und 
ist das Quadrat über AG um ein Quadrat, dessen Seite zu AG inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über GD.

Da das Quadrat über AG um ein
Quadrat, dessen Seite zu AG
inkommensurabel ist, größer ist als das
Quadrat über GD, wird durch Abteilen
eines Quadrats über der anderen Seite des
Rechteck auf  AG, das verringert um das
abgeteilte Quadrat einem Viertel des
Quadrats über GD gleich ist, die geteilte
Strecke in der Länge nach
inkommensurable Teile geteilt 
[wie X.19.].

Wird also DG im Punkt E in zwei gleiche
Teile geteilt und auf  AG ein Rechteck
errichtet, das verringert um das Quadrat
über AF dem Quadrat über EG gleich ist,
dann sind die Seiten des Rechtecks AF
mit FG zueinander der Länge nach inkommensurabel. 

Von den Punkten E, F, G sind dann die zu AC parallelen EH, FI, GK zu ziehen.
AG ist rational und zu AC der Länge nach kommensurabel, also ist AK rational. DG ist zur 
rationalen AC der Länge nach inkommensurabel, damit ist DK quadriert rational. AF, FG sind 
der Länge nach inkommensurabel, also sind AI, FK inkommensurabel.

Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist, zu errichten und das dem Rechteck FK gleiche 
Quadrat NO im Winkel LPM abzuteilen. Die Quadrate LM, NO liegen dann auf  der 
Diagonalen RP [wie VI.27.].

Da das Rechteck aus AF mit FG gleich dem Quadrat
über EG ist, verhält sich AF zu EG wie EG zu FG. Da
sich AF zu EG verhält wie AI zu EK und da sich EG zu
FG verhält wie EK zu FK, verhält sich AI zu EK wie
EK zu FK. EK verhält sich deshalb zu AI, FK wie das
mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion.

Es verhält sich MN zu LM, NO wie das mittlere Glied in
fortlaufend gleicher Proportion.
Da AI gleich LM ist und FK gleich NO ist, ist EK gleich MN.
Da DH gleich EK und da LO gleich MN ist, ist DK gleich dem Gnomon LPMQ und NO 
zusammen. Damit ist AK gleich LM und NO zusammen.
ST ist damit gleich AB, somit ist das Quadrat über LN gleich AB.

Ich sage, LN ist irrational und, wie benannt, konjugiert apotomisch.

Denn da AK rational und gleich der Summe der Quadrate über LP, PN ist, ist die Summe der 
Quadrate über LP, PN rational. Da DK quadriert rational und gleich dem doppelten Rechteck 
aus LP mit PN ist, ist das doppelte Rechteck aus LP mit PN quadriert rational. 



AI ist zu FK, wie gezeigt, inkommensurabel, womit die Quadrate über LP, PN 
inkommensurabel sind.

Also sind LP, PN im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer Quadrate ist rational und das
doppelte Rechteck, das sie ergeben, ist quadriert rational. 
Damit ist LN irrational, konjugiert apotomisch, wie benannt, und sein Quadrat ist gleich AB.

Deshalb ist das Rechteck AB gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomischen Strecke, 
was zu zeigen war.

Anmerkung: (d – e)½  =  (g + h)½ – (g – h)½   wenn  d = 2g  und   e = 2 · (g² – h²)½.

wobei  (g + h)½,  (g – h)½   konjugierte Terme sind.

Beispiel:   AD = 50 – 10 · 5½ = ((25 + 10 · 5½)½ – (25 – 10 · 5½)½)2.
             

X.96. [X.95]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke fünfter Art 
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch 
primär irrationalen Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke fünfter Art AD [wie X.90.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem Quadrat,
dessen Seite konjugiert apotomisch primär irrational ist [wie X.78.].

Denn da AD eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art ist, die durch DG ergänzt wird, 
sind AG, GD im Quadrat kommensurabel, ist die ergänzende GD zu AC der Länge nach 
kommensurabel und ist das Quadrat über der
ganzen AG um ein Quadrat, dessen Seite zu
AG inkommensurabel ist, größer als das
Quadrat über GD.

Wird auf  AG ein Rechteck errichtet, das
nach Abteilen des Quadrats über seiner
anderen Seite gleich einem Viertel des
Quadrats über DG ist, dann ist AG dadurch
in inkommensurable Teile geteilt [wie X.19.]. 

Wird also DG im Punkt E in zwei gleiche
Teile geteilt und auf  AG ein Rechteck
errichtet, das verringert um das Quadrat über
AF dem Quadrat über EG gleich ist, dann
sind die Seiten des Rechtecks AF mit FG
zueinander der Länge nach
inkommensurabel. 

Da AG zu CA der Länge nach
inkommensurabel und quadriert rational ist, ist AK quadriert rational.

Da DG rational und zu AC der Länge nach kommensurabel ist, ist DK rational.
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Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist, zu errichten und das dem Rechteck FK gleiche 
Quadrat NO im Winkel LPM abzuteilen. Die Quadrate LM, NO liegen dann auf  der 
Diagonalen RP [wie VI.26.]. Auf  gleiche Weise wie vorher ist zu zeigen, dass das Quadrat über 
LN gleich AB ist.

Ich sage, LN ist eine konjugiert
apotomisch primär irrationale Strecke. 

Denn da, wie gezeigt, AK quadriert
rational und gleich den Quadraten über
LP, PN zusammen ist, sind die Quadrate
über LP, PN zusammen quadriert
rational. Da DK rational und gleich dem
doppelten Rechteck aus LP mit PN ist,
ist auch dieses rational.

AI ist zu FK inkommensurabel, somit
ist das Quadrat über LP zum Quadrat
über PN inkommensurabel. 
Damit sind LP, PN im Quadrat inkommensurabel, sind ihre Quadrate zusammen quadriert 
rational und ist das doppelte Rechteck, das sie ergeben, rational.

Also ist LN konjugiert apotomisch primär irrational und ihr Quadrat ist gleich AB.

Deshalb ist das Rechteck AB gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch primär 
irrationalen Strecke, was zu zeigen war.

Beispiel: AD = 4 · 2½ – 2 = ((2 · 2½ + 7½)½ – (2 · 2½ –  7½)½)2.  

X.97. [X.96]
Das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke sechster Art
eingeschlossene Rechteck ist gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch 
sekundär irrationalen Strecke.

Wird ein Rechteck AB von einer rationalen Strecke AC und einer quadriert apotomischen 
Strecke sechster Art AD [wie X.91.] eingeschlossen, dann, sage ich, ist AB gleich einem 
Quadrat, dessen Seite konjugiert apotomisch sekundär irrational ist [wie X.79.].

Denn da AD eine quadriert apotomische Strecke sechster Art ist, die durch DG ergänzt wird, 
sind AG, GD im Quadrat kommensurabel, ist keine der Strecken AG, GD zu AC der Länge 
nach kommensurabel und ist das Quadrat über AG um ein Quadrat, dessen Seite zu AG 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über GD.

Wird auf  AG ein Rechteck errichtet, das nach Abteilen des Quadrat über seiner anderen Seite 
gleich einem Viertel des Quadrats über DG ist, dann ist AG dadurch in inkommensurable Teile 
geteilt [wie X.19.]. 

Wird also DG im Punkt E in zwei gleiche Teile geteilt und auf  AG ein Rechteck errichtet, das 
verringert um das Quadrat über AF dem Quadrat über EG gleich ist, dann sind die Seiten des 
Rechtecks AF mit FG zueinander der Länge nach inkommensurabel und da sich AF zu FG 
verhält wie AI zu FK, sind auch AI, FK inkommensurabel.
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Da AG, AC quadriert rational und im Quadrat kommensurabel sind, ist AK quadriert rational. 
Da auch AC, DG quadriert rational und im Quadrat kommensurabel sind, ist auch DK 
quadriert rational.

AG, GD sind im Quadrat
kommensurabel, jedoch der Länge nach
inkommensurabel.
Es verhält sich AG zu GD wie AK zu
KD, somit sind AK, KD
inkommensurabel.

Es ist das Quadrat LM, das AI gleich ist,
zu errichten und das dem Rechteck FK
gleiche Quadrat NO im gleichen Winkel
abzuteilen. Die Quadrate LM, NO
liegen dann auf  der Diagonalen RP [wie
VI.26.].

Auf  gleiche Weise wie vorher ist zu
zeigen, dass das Quadrat über LN gleich
AB ist.

Ich sage, LN ist eine konjugiert
apotomisch sekundär irrationale Strecke.

Denn da, wie gezeigt, AK quadriert
rational und gleich den Quadraten über LP, PN zusammen ist, sind die Quadrate über LP, PN 
zusammen quadriert rational. 
Da, wie ebenfalls gezeigt, DK quadriert rational und gleich dem doppelten Rechteck aus LP mit
PN ist, ist das doppelte Rechteck aus LP mit PN quadriert rational.

Es wurde auch gezeigt, dass AK zu DK
inkommensurabel sind, damit ist die
Summe der Quadrate über LP, PN zum
doppelten Rechteck aus LP mit PN
inkommensurabel. Da AI, FK
inkommensurabel sind, sind auch die
Quadrate über LP, PN
inkommensurabel. 
Somit sind LP, PN im Quadrat
inkommensurabel, ihre Quadrate
zusammen sind quadriert rational und
das doppelte Rechteck, das sie ergeben,
ist quadriert rational und zur Summe
der Quadrate inkommensurabel.
Also ist LN konjugiert apotomisch sekundär irrational und das Quadrat über LN ist gleich AB.

Deshalb ist das Rechteck AB gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch sekundär 
irrationalen Strecke, was zu zeigen war.

Beispiel: AD = 4 · 3½ –  2 · 6½ = ((2 · 3½ + 6½)½ – (2 · 3½ –  6½)½)2 .  



X.98. [X.97]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
quadriert kommensurabel apotomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine 
quadriert apotomische Strecke erster Art.

Wenn AB apotomisch, CD rational und ein dem Quadrat über AB gleiches Rechteck CE auf  
CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert apotomische Strecke erster Art.

Denn wenn BG die apotomische Strecke AB ergänzt, sind AG, GB im Quadrat 
kommensurabel [wie X.74.].
Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH und daran das dem Quadrat 
über BG gleiche Rechteck KL errichtet, ist das ganze Rechteck CL gleich der Summe der 
Quadrate über AG, GB. Dabei ist CE gleich dem Quadrat über AB und das restliche FL gleich 
dem doppelten Rechteck aus AG mit GB.

Es ist FM im Punkt N in zwei gleiche Teile zu teilen und die zu CD parallele NO zu ziehen.
Somit ist dann FO gleich LN und gleich dem Rechteck aus AG mit GB. Da die Summe der 
Quadrate über AG, GB rational ist und gleich DM ist, ist DM rational. Da DM auf  der 
rationalen Strecke CD errichtet ist, ist CM rational und zu CD der Länge nach kommensurabel.

Das doppelte Rechteck aus AG mit GB ist quadriert rational und gleich FL, somit ist FL 
quadriert rational. Da FL auf  der rationalen Strecke CD errichtet ist, ist FM quadriert rational 
und zu CD der Länge nach inkommensurabel.

Die Summe der Quadrate über AG, GB ist
rational, das doppelte Rechteck aus AG mit GB
aber quadriert rational, damit ist die Summe der
Quadrate über AG, GB zum doppelten Rechteck
aus AG mit GB inkommensurabel. 
Da CL gleich der Summe der Quadrate über AG,
GB und da FL gleich dem doppelten Rechteck aus
AG mit GB ist, sind DM, FL inkommensurabel. 
DM verhält sich zu FL wie CM zu FM, womit
CM, FM der Länge nach inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel sind. 

Damit ist CF apotomisch und, sage ich, eine
quadriert apotomische Strecke erster Art.

Denn da sich das Rechteck aus AG mit GB zu
den Quadraten über AG, GB verhält wie das
mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion. 
Da CH gleich dem Quadrat über AG, da KL
gleich dem Quadrat über BG und da NL gleich dem Rechteck aus AG mit GB ist, verhält sich 
NL zu CH, KL wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion. 
Somit verhält sich CH zu NL wie NL zu KL.

Da sich CH zu NL verhält wie CK zu NM und da sich NL zu KL verhält wie NM zu KM, 
verhält sich CK zu NM wie NM zu KM und ist das Rechteck aus CK mit KM gleich dem 
Quadrat über MN [wie VI.17.], das ein Viertel des Quadrates über FM ist.

Die Quadrate über AG, GB sind kommensurabel, womit CH, KL kommensurabel sind.
Da sich CH zu KL verhält wie CK zu KM, sind CK, KM kommensurabel. 
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Das Viertel des Quadrates über MF teilt vom Rechteck aus CM mit KM das ihm gleiche 
Rechteck aus CK mit KM ab. CM, MF sind somit zwei ungleiche Strecken, wobei das Viertel 
des Quadrats über der kleineren MF gleich dem Rechteck aus CK mit KM ist, das zusammen 
mit dem Quadrat über KM gleich dem Rechteck aus CM mit KM ist. 

Also ist das Quadrat über CM um ein Quadrat, dessen Seite zu CM kommensurabel ist, größer 
als das Quadrat über MF [wie X.18.]. 
CM ist zur rationalen CD kommensurabel und rational. 
Damit ist CF eine quadriert apotomische Strecke erster Art.

Deshalb hat ein Rechteck, das auf  einer rationalen Strecke errichtet und dem Quadrat über 
einer quadriert kommensurabel apotomischen Strecke gleich ist, eine quadriert apotomische 
Seite erster Art, was zu zeigen war.

Beispiel: AB2 = (2 – 2½)²  =  6 – 4 · 2½ = CE.

X.99. [X.98]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
apotomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke zweiter Art.

Wenn AB apotomisch primär irrational, CD rational und ein dem Quadrat über AB gleiches 
Rechteck CE auf  CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert apotomische 
Strecke zweiter Art.

Denn wenn BG die apotomisch primär irrationale Strecke AB ergänzt, sind AG, GB im 
Quadrat kommensurabel und ergeben ein rationales Rechteck [wie X.75.].

Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH mit der Seite CK und daran das 
dem Quadrat über BG gleiche Rechteck KL mit der Seite KM errichtet, ist das ganze Rechteck 
CL gleich der Summe der Quadrate über AG, GB. 

Da CL quadriert rational und auf  der rationalen CD errichtet ist, ist CM quadriert rational und 
zu CD der Länge nach inkommensurabel. Dabei ist CE gleich dem Quadrat über AB und das 
restliche FL gleich dem doppelten Rechteck aus AG mit GB.
Da das doppelte Rechteck aus AG mit GB rational ist, ist FL rational. FL ist an der rationalen 
Strecke FE errichtet, somit ist seine Seite FM rational und zu CD der Länge nach 
kommensurabel. Die Summe der Quadrate über AG, GB, die gleich CL ist, ist quadriert 
rational, das doppelte Rechteck aus AG mit GB, das gleich FL ist, rational, womit CL, FL 
inkommensurabel sind.

Es verhält sich CL zu FL wie CM zu FM, somit sind CM, FM der Länge nach 
inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel. Also ist CF apotomisch und, sage ich, 
eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art.

Denn wird FM in N in zwei gleich Teile geteilt und von N die zu CD parallele Strecke NO 
gezogen, ist FO gleich NL und gleich dem Rechteck aus AG mit GB.

Das Rechteck aus AG mit GB verhält sich zu den Quadraten über AG, GB wie das mittlere 
Glied in fortlaufend gleicher Proportion. Das Quadrat über AG ist gleich CH, das Rechteck aus
AG mit GB ist gleich NL und das Quadrat über GB ist gleich KL. 
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Somit verhält sich NL zu CH, KL wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion und
damit verhält sich CH zu NL wie NL zu KL.
Da sich CH zu NL verhält wie CK zu NM
und da sich NL zu KL verhält wie NM zu
KM, verhält sich CK zu NM wie NM zu KM
und ist das Rechteck aus CK mit KM gleich
dem Quadrat über MN [wie VI.17.], das ein
Viertel des Quadrates über FM ist.

CM, MF sind somit zwei ungleiche Strecken,
wobei das Viertel des Quadrats über der
kleineren MF gleich dem Rechteck aus CK
mit KM ist, das zusammen mit dem Quadrat
über KM gleich dem Rechteck aus CM mit
KM ist. 
Dadurch wird CM in die kommensurablen
Strecken CK, KM geteilt. 
Also ist das Quadrat über CM um ein
Quadrat, dessen Seite zu CM kommensurabel
ist, größer als das Quadrat über MF [wie
X.18.]. 
Die ergänzende Strecke FM ist zur rationalen CD kommensurabel und rational.
Damit ist CF eine quadriert apotomische Strecke zweiter Art.

Deshalb hat ein Rechteck, das auf  einer rationalen Strecke errichtet und dem Quadrat über 
einer apotomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, eine quadriert apotomische Seite zweiter
Art, was zu zeigen war.

Beispiel: AB2 = ((3 · 6½)½  –  (2 · 6½)½)²  =  5 · 6½ – 12 = CE.

X.100. [X.99]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine 
quadriert apotomische Strecke dritter Art.

Wenn AB apotomisch sekundär irrational, CD rational und ein dem Quadrat über AB gleiches 
Rechteck CE auf  CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert apotomische 
Strecke dritter Art.

Denn wenn BG die apotomisch sekundär irrationale Strecke AB ergänzt, sind AG, GB im 
Quadrat kommensurabel und ergeben ein quadriert rationales Rechteck [wie X.76.].

Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH mit der Seite CK und daran das 
dem Quadrat über BG gleiche Rechteck KL mit der Seite KM errichtet, ist das ganze Rechteck 
CL gleich der Summe der Quadrate über AG, GB. 

Da die Summe der Quadrate über AG, GB quadriert rational und gleich CL ist, ist CL quadriert
rational. CL ist auf  der rationalen Strecke CD mit der Seite CM errichtet, somit ist CM 
quadriert rational und zu CD der Länge nach inkommensurabel.
Die Summe der Quadrate über AG, GB ist gleich CL, das Quadrat über AB ist gleich CE, damit
ist das verbleibende LF gleich dem doppelten Rechteck aus AG mit GB.
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Es ist FM im Punkt N in zwei gleiche Teile zu teilen und die zu CD parallele NO zu ziehen.

Somit ist dann FO gleich LN und gleich dem Rechteck aus AG mit GB.
Da das Rechteck aus AG mit GB quadriert rational ist, ist FL quadriert rational.
FL ist auf  der rationalen Strecke EF mit der Seite FM errichtet, womit FM quadriert rational 
und zu CD der Länge nach inkommensurabel ist.

Da AG, GB im Quadrat kommensurabel, der Länge nach aber inkommensurabel sind, ist das 
Quadrat über AG zum Rechteck aus AG mit GB
inkommensurabel.
Das Quadrat über AG ist zur Summe der Quadrate über AG,
GB und das Rechteck aus AG mit GB ist zu seinem doppelten
kommensurabel, also ist die Summe der Quadrate über AG,
GB zum doppelten Rechteck aus AG, GB inkommensurabel.
Da die Summe der Quadrate über AG, GB gleich CL und da
das doppelte Rechteck aus AG mit GB gleich FL ist, sind CL,
FL inkommensurabel.
Es verhält sich CL zu FL wie CM zu FM, womit CM, FM der
Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat
kommensurabel sind.

Damit ist CF apotomisch und, sage ich, eine quadriert
apotomische Strecke dritter Art.
Denn da die Quadrate über AG, GB kommensurabel sind, 
sind CH, KL kommensurabel und sind damit auch CK, KM
kommensurabel.

Da sich das Rechteck aus AG mit GB zu den Quadraten über
AG, GB verhält wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher
Proportion, da CH gleich dem Quadrat über AG, da KL gleich
dem Quadrat über GB und da NL gleich dem Rechteck aus
AG mit GB ist, verhält sich NL zu CH, KL wie das mittlere
Glied in fortlaufend gleicher Proportion. 
Es verhält sich damit CH zu NL wie NL zu KL.

Da sich CH zu NL verhält wie CK zu NM und da sich NL zu KL verhält wie NM zu KM, 
verhält sich CK zu NM wie NM zu KM und ist das Rechteck aus CK mit KM gleich dem 
Quadrat über MN [wie VI.17.], das ein Viertel des Quadrates über FM ist.

CM, MF sind somit zwei ungleiche Strecken, wobei das Viertel des Quadrats über der kleineren
MF gleich dem Rechteck aus CK mit KM ist, das zusammen mit dem Quadrat über KM gleich 
dem Rechteck aus CM mit KM ist. Also ist das Quadrat über CM um ein Quadrat, dessen Seite 
zu CM kommensurabel ist, größer als das Quadrat über MF [wie X.18.]. 
Keine der Strecken CM, MF ist zur rationalen Strecke CD der Länge nach kommensurabel und 
rational. Also ist CF eine quadriert apotomische Strecke dritter Art.

Deshalb hat ein Rechteck, das auf  einer rationalen Strecke errichtet und dem Quadrat über 
einer apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, eine quadriert apotomische Seite 
dritter Art, was zu zeigen war.  

Beispiel:   AB2 = ((22 · 2½)½  –  (2 · 2½)½)²  =  24 · 2½  –  4 · 22½ = CE.



X.101. [X.100]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert apotomischen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine quadriert 
apotomische Strecke vierter Art.

Wenn AB konjugiert apotomisch, CD rational und ein dem Quadrat über AB gleiches Rechteck
CE auf  CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert apotomische Strecke 
vierter Art.

Denn wenn BG die konjugiert apotomische Strecke AB ergänzt,
sind AG, GB im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer
Quadrate ist rational und das doppelte Rechteck, das sie ergeben,
ist quadriert rational [wie X.77.].

Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH mit
der Seite CK und daran das dem Quadrat über BG gleiche
Rechteck KL mit der Seite KM errichtet, ist das ganze Rechteck
CL gleich der Summe der Quadrate über AG, GB. Da die Summe
der Quadrate über AG, GB rational ist, ist CL rational. CL ist an
der rationalen CD mit der Seite CM errichtet, womit CM rational
ist und zu CD der Länge nach kommensurabel.

Das ganze Rechteck CL ist gleich der Summe der Quadrate über
AG, GB, davon ist CE gleich dem Quadrat über AB, somit ist FL
gleich dem doppelten Rechteck aus AG mit GB [wie II.7.].

Es ist FM im Punkt N in zwei gleiche Teile zu teilen und die zu
CD parallele NO zu ziehen. Somit ist dann FO gleich LN und
gleich dem Rechteck aus AG mit GB. 

Da das doppelte Rechteck aus AG mit GB quadriert rational und
gleich FL ist, ist FL quadriert rational. FL ist an der rationalen
Strecke FE mit der Seite FM errichtet, womit FM quadriert
rational und zu CD der Länge nach inkommensurabel ist.

Die Summe der Quadrate über AG, GB ist rational, das doppelte Rechteck aus AG mit GB 
jedoch quadriert rational, somit ist die Summe der Quadrate über AG, GB zum doppelten 
Rechteck aus AG mit GB inkommensurabel. Die Summe der Quadrate über AG, GB ist gleich 
CL und das doppelte Rechteck aus AG mit GB ist gleich FL, weshalb CL, FL inkommensurabel
sind. Es verhält sich CL zu FL wie CM zu MF, also sind CM, MF der Länge nach 
inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel.

Deshalb ist CF apotomisch und, sage ich, eine quadriert apotomische Strecke vierter Art.

Denn da AG, GB im Quadrat inkommensurabel sind, sind die Quadrate über AG, GB 
inkommensurabel. Das Quadrat über AG ist gleich CH und das Quadrat über GB ist gleich KL,
somit sind CH, KL inkommensurabel. Es verhält sich CH zu KL wie CK zu KM, also sind CK,
KM der Länge nach inkommensurabel.

Das Rechteck aus AG mit GB verhält sich zu den Quadraten über AG, GB wie das mittlere 
Glied in fortlaufend gleicher Proportion. Das Quadrat über AG ist gleich CH, das Quadrat 
über GB ist gleich KL und das Rechteck aus AG mit GB ist gleich NL, somit verhält sich NL 
zu CH, KL wie das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion. 
Damit verhält sich CH zu NL wie NL zu KL.
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Da sich CH zu NL verhält wie CK zu NM und da sich NL zu KL verhält wie NM zu KM, 
verhält sich CK zu NM wie NM zu KM und ist das Rechteck aus CK mit KM gleich dem 
Quadrat über MN [wie VI.17.], das ein Viertel des Quadrates über FM ist.

CM, MF sind somit zwei ungleiche Strecken, wobei das Viertel des Quadrats über der kleineren
MF gleich dem Rechteck aus CK mit KM ist, das zusammen mit dem Quadrat über KM gleich 
dem Rechteck aus CM mit KM ist.  Also ist das Quadrat über CM um ein Quadrat, dessen Seite
zu CM inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über MF [wie X.19.]. 
Die ganze Strecke CM ist der Länge kommensurabel zur rationalen CD und damit rational.

Also ist CF eine quadriert apotomische Strecke vierter Art.

Deshalb hat ein Rechteck, das auf  einer rationalen Strecke errichtet und dem Quadrat über 
einer konjugiert apotomischen Strecke gleich ist, eine Seite wie verlangt, was zu zeigen war.

Beispiel: AB2 = ((25 + 10 · 5½)½  –  (25 – 10 · 5½)½)²  =  50 – 10 · 5½ = CE.

X.102. [X.101]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite eine 
quadriert apotomische Strecke fünfter Art.

Wenn AB konjugiert apotomisch primär irrational, CD rational und ein dem Quadrat über AB 
gleiches Rechteck CE auf  CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert 
apotomische Strecke fünfter Art.

Denn wenn BG die konjugiert apotomisch primär irrationale Strecke AB ergänzt, sind AG, GB 
im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer Quadrate ist quadriert rational und das 
doppelte Rechteck, das sie ergeben, ist rational [wie X.78.].

Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH
und daran das dem Quadrat über BG gleiche Rechteck KL
errichtet, ist das ganze Rechteck CL gleich der Summe der
Quadrate über AG, GB. 

Da die Summe der Quadrate über AG, GB quadriert rational ist,
ist CL quadriert rational. CL ist an der rationalen CD mit der
Seite CM errichtet, womit CM quadriert rational ist und zu CD
der Länge nach inkommensurabel.

Das ganze Rechteck CL ist gleich der Summe der Quadrate über
AG, GB, davon ist CE gleich dem Quadrat über AB, somit ist FL
gleich dem doppelten Rechteck aus AG mit GB [wie II.7.].

Es ist FM im Punkt N in zwei gleiche Teile zu teilen und die zu
CD parallele NO zu ziehen. Somit ist dann FO gleich LN und
gleich dem Rechteck aus AG mit GB.

Da das doppelte Rechteck aus AG mit GB rational und gleich
FL ist, ist FL rational. FL ist an der rationalen Strecke FE mit
der Seite FM errichtet, womit FM rational und zu CD der Länge
nach kommensurabel ist.
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CL ist quadriert rational, FL aber rational, somit sind CL, FL inkommensurabel. Es verhält sich 
CL zu FL wie CM zu MF, womit CM, MF der Länge nach inkommensurabel, jedoch im 
Quadrat kommensurabel sind.

Damit ist CF apotomisch und, sage ich, eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art.

Wie vorher gezeigt, ist das Rechteck aus CK mit KM gleich dem Quadrat über MN, das ein 
Viertel des Quadrates über FM ist. Das Quadrat über AG ist gleich CH, das Quadrat über GB 
ist gleich KL und es verhält sich CH zu KL wie CK zu KM, womit CK, KM der Länge nach 
inkommensurabel sind.

CM, MF sind somit zwei ungleiche Strecken, wobei das Viertel des Quadrats über der kleineren
MF gleich dem Rechteck aus CK mit KM ist, das zusammen mit dem Quadrat über KM gleich 
dem Rechteck aus CM mit KM ist. Dadurch wird CM in die inkommensurablen Strecken CK, 
KM geteilt. Also ist das Quadrat über CM um ein Quadrat, dessen Seite zu CM 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über MF [wie X.19.]. 
Die ergänzende FM ist kommensurabel zur rationalen CD und rational.

Deshalb ist CF eine quadriert apotomische Strecke fünfter Art, was zu zeigen war.

Beispiel:   AB2 = ((2 · 2½ + 7½)½  –  (2 · 2½ – 7½)½)²  =  4 · 2½ – 2 = CE.  
      

X.103. [X.102]
Wird auf  einer rationalen Strecke ein Rechteck errichtet, das dem Quadrat über einer 
konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleich ist, ist seine andere Seite 
eine quadriert apotomische Strecke sechster Art.

Wenn AB konjugiert apotomisch sekundär irrational, CD rational und ein dem Quadrat über 
AB gleiches Rechteck CE auf  CD mit CF errichtet ist, dann, sage ich, ist CF eine quadriert 
apotomische Strecke sechster Art.

Denn wenn BG die konjugiert apotomisch primär irrationale Strecke AB ergänzt, sind AG, GB 
im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer Quadrate ist quadriert rational und das 
doppelte Rechteck, das sie ergeben, ist quadriert rational und zur Summe der Quadrate 
inkommensurabel [wie X.79.].

Wird auf  CD das dem Quadrat über AG gleiche Rechteck CH mit der Seite CK und daran das 
dem Quadrat über BG gleiche Rechteck KL mit der Seite KM errichtet, ist das ganze Rechteck 
CL gleich der Summe der Quadrate über AG, GB. Da CL quadriert rational und an der 
rationalen CD mit der Seite CM errichtet ist, ist CM quadriert rational und zu CD der Länge 
nach inkommensurabel. Die Summe der Quadrate über AG, GB ist gleich CL, das Quadrat 
über AB ist gleich CE, womit das verbleibende FL gleich dem doppelten Rechteck aus AG mit 
GB ist [wie II.7.]. 

Da das doppelte Rechteck aus AG mit GB quadriert rational ist, ist FL quadriert rational. 
FL ist an der rationalen FE mit der Seite FM errichtet, damit ist FM quadriert rational und zu 
CD der Länge nach inkommensurabel.

Die Summe der Quadrate über AG, GB ist gleich CL und zum doppelten Rechteck aus AG mit 
GB, das gleich FL ist,  inkommensurabel. Somit sind CL, FL inkommensurabel. Es verhält sich 
CL zu FL wie CM zu MF, womit CM, MF der Länge nach inkommensurabel sind, jedoch im 
Quadrat kommensurabel.
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Also ist CF apotomisch und, sage ich, eine quadriert apotomische Strecke sechster Art.

Denn da FL gleich dem doppelten Rechteck aus AG
mit GB ist, ist dann, nachdem FM in N in zwei
gleiche Teile geteilt und von N die zu CD parallele
NO gezogen ist, FO gleich NL und gleich dem
Rechteck aus AG mit GB.

Da AG, GB im Quadrat inkommensurabel sind, sind
die Quadrate über AG, GB inkommensurabel. Das
Quadrat über AG ist gleich CH, das Quadrat über
GB ist gleich KL, somit sind CH, KL
inkommensurabel. CH verhält sich zu KL wie CK zu
KM, womit CK, KM inkommensurabel sind.

Da sich das Rechteck aus AG mit GB zu den
Quadraten über AG, GB verhält wie das mittlere
Glied in fortlaufend gleicher Proportion, da CH
gleich dem Quadrat über AG, da KL gleich dem
Quadrat über GB und da NL gleich dem Rechteck
aus AG mit GB ist, verhält sich NL zu CH, KL wie
das mittlere Glied in fortlaufend gleicher Proportion. 
Es verhält sich damit CH zu NL wie NL zu KL.

Aus den gleichen Gründen wie vorher ist das
Quadrat über CM um ein Quadrat, dessen Seite zu
CM inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über MF [wie X.19.].
Keine der Strecken CM, FM ist zur rationalen CD kommensurabel und rational.

Deshalb ist CF eine quadriert apotomische Strecke sechster Art, was zu zeigen war.

Beispiel: AB2 = ((2 · 3½ + 6½)½  –  (2 · 3½ – 6½)½)²  =  4 · 3½ – 2 · 6½ = CE.   

X.104. [X.103]
Eine Strecke, die zu einer quadriert kommensurabel apotomischen Strecke der Länge 
nach kommensurabel ist, ist eine quadriert kommensurabel apotomische Strecke.

Wenn AB eine quadriert kommensurabel apotomische Strecke ist, zu der CD kommensurabel 
ist, dann, sage ich, ist auch CD eine quadriert kommensurabel apotomische Strecke wie AB.

Denn wenn AB eine apotomische Strecke ist, die von BE ergänzt wird, sind
AE, EB im Quadrat kommensurabel [wie X.74.].

Verhält sich BE zu DF wie AB zu CD, dann verhält sich AE zu CF wie AB
zu CD, denn wenn mehrere Größen in Proportion stehen, dann verhalten
sich die Vorderglieder zusammen zu den Hintergliedern zusammen wie eines
der Vorderglieder zum Hinterglied [wie V.12.]. Da AB, CD der Länge nach
kommensurabel sind, ist AE zu CF und ist BE zu DF kommensurabel [wie
X.10.]. AE, EB sind im Quadrat kommensurabel, somit sind CF, FD im
Quadrat kommensurabel [wie X.14.].
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Da sich AE zu CF verhält wie BE zu DF, verhält sich nach Umordnung AE zu EB wie CF zu 
FD [wie V.16.]. 

Das Quadrat über AE ist um ein Quadrat, dessen Seite zu AE entweder kommensurabel oder 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über EB.

Ist das Quadrat über AE um ein Quadrat, dessen Seite zu AE kommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über EB, dann ist das Quadrat über CF um ein Quadrat, dessen Seite zu CF 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über FD [wie X.15.].
Ist dabei AE rational, dann auch CF und ist BE rational, dann auch DF, wenn aber keine von 
AE, EB, dann auch keine von CF, FD.

Ist das Quadrat über AE um ein Quadrat, dessen Seite zu AE inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über EB, dann ist das Quadrat über CF um ein Quadrat, dessen Seite zu CF 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über FD [wie X.15.].
Ist dabei AE rational, dann auch CF und ist BE rational, dann auch DF, wenn aber keine von 
AE, EB, dann auch keine von CF, FD.

Deshalb ist CD eine quadriert kommensurabel apotomische Strecke, was zu zeigen war.

X.105. [X.104]
Eine Strecke, die entweder zu einer apotomisch primär oder zu einer apotomisch 
sekundär irrationalen Strecke kommensurabel ist, ist ebenfalls entweder apotomisch 
primär oder apotomisch sekundär irrational.

Wenn AB entweder eine apotomisch primär oder eine sekundär irrationale Strecke ist, zu der 
CD kommensurabel ist, dann, sage ich, ist CD ebenfalls entweder apotomisch primär oder 
sekundär irrational.

Denn wenn AB eine apotomisch primär oder sekundär irrationale Strecke und durch EB 
ergänzt wird, dann sind AE, EB biquadriert rational und im Quadrat
kommensurabel [wie X.75, X.76.].
Verhält sich AB zu CD wie BE zu DF, dann ist AE zu CF und ist BE zu
DF kommensurabel.
Da AE, EB biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel sind, sind
CF, FD biquadriert rational und im Quadrat kommensurabel.

Damit ist CD eine apotomische Strecke und, sage ich, ebenfalls entweder
apotomisch primär oder sekundär irrational.

Da sich AE zu EB verhält wie CF zu FD, verhält sich das Quadrat über AE
zum Rechteck aus AE mit EB wie das Quadrat über CF zum Rechteck aus
CF mit FD. Da die Quadrate über AE, CF kommensurabel sind, ist das
Rechteck aus AE mit EB kommensurabel zum Rechteck aus CF mit FD.

Wenn das Rechteck aus AE mit EB rational ist, dann auch das Rechteck aus CF mit FD, wenn 
das Rechteck aus AE mit EB quadriert rational ist, dann auch das Rechteck aus CF mit FD.

Deshalb ist CD wie AB apotomisch primär oder sekundär irrational, was zu zeigen war. 
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X.106. [X.105]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomischen Strecke kommensurabel ist, ist 
konjugiert apotomisch.

Wenn AB eine konjugiert apotomische Strecke ist, zu der CD kommensurabel ist, dann, sage 
ich, ist CD konjugiert apotomisch.

Denn sind AB, CD so gegeben, dann sind AE, EB im Quadrat
inkommensurabel [wie X.77.]. Damit sind auch CF, FD im Quadrat
inkommensurabel. Da sich AE zu EB verhält wie CF zu FD, verhält
sich das Quadrat über AE zum Quadrat über EB wie das Quadrat über
CF zum Quadrat über FD [wie VI.22.] und verhält sich in den
vergrößerten Verhältnissen [wie V.18.] die Summe der Quadrate über
AE, EB zum Quadrat über EB wie die Summe der Quadrate über CF,
FD zum Quadrat über FD.
Da die Quadrate über BE, DF kommensurabel sind, ist die Summe der
Quadrate über AE, BE zur Summe der Quadrate über CF, FD
kommensurabel. Die Summe der Quadrate über AE, BE ist rational,
somit ist die Summe der Quadrate über CF, FD rational.

Da das Quadrat über AE sich zum Rechteck aus AE mit EB verhält
wie das Quadrat über CF zum Rechteck aus CF mit FD und da die
Quadrate über AE, CF kommensurabel sind, ist das Rechteck aus AE mit EB kommensurabel 
zum Rechteck aus CF mit FD.
Das Rechteck aus AE mit EB ist quadriert rational, somit ist das Rechteck aus CF mit FD 
quadriert rational. Damit sind CF, FD im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer 
Quadrate ist rational und sie ergeben ein quadriert rationales Rechteck.

Deshalb ist CD konjugiert apotomisch, was zu zeigen war.

X.107. [X.106]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke 
kommensurabel ist, ist konjugiert apotomisch primär irrational.

Wenn AB eine konjugiert apotomisch primär irrationale Strecke und CD zu
ihr kommensurabel ist, dann, sage ich, ist auch CD eine konjugiert
apotomisch primär irrationale Strecke.

Denn, ergänzt BE die Strecke AB, sind AE, EB im Quadrat
inkommensurabel, ist die Summe ihrer Quadrate quadriert rational und das
Rechteck, das sie ergeben, rational [wie X.78.]. Die Strecken sind wie vorher
zu vergleichen. Es verhält sich CF zu FD wie AE zu EB, womit die Summe
der Quadrate über AE, EB zur Summe der Quadrate über CF, FD
kommensurabel und auch das Rechteck aus AE mit EB zum Rechteck aus
CF mit FD kommensurabel ist.

Somit sind CF, FD im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer
Quadrate ist quadriert rational und das Rechteck, das sie ergeben, ist
rational.

Deshalb ist CD eine konjugiert apotomisch primär irrationale Strecke, was zu zeigen war.
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X.108. [X.107]
Eine Strecke, die zu einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke 
kommensurabel ist, ist konjugiert apotomisch sekundär irrational.

Wenn AB eine konjugiert apotomisch sekundär irrationale Strecke und CD zu ihr 
kommensurabel ist, dann, sage ich, ist auch CD eine konjugiert apotomisch sekundär irrationale
Strecke.

Ist BE die Strecke, die AB ergänzt, dann sind, wie in den Vergleichen
vorher, AE, EB im Quadrat inkommensurabel, ist die Summe ihrer
Quadrate quadriert rational und ist das Rechteck, das sie ergeben, quadriert
rational und zur Summe der Quadrate inkommensurabel [wie X.79.].

Es ist dann, wie vorher gezeigt, AE zu CF kommensurabel und BE, FD
kommensurabel. Ebenso ist die Summe der Quadrate über AE, EB zur
Summe der Quadrate über CF, FD kommensurabel und ist das Rechteck
aus AE mit EB zum Rechteck aus CF mit FD kommensurabel.

Damit sind CF, FD im Quadrat inkommensurabel, die Summe ihrer
Quadrate ist quadriert rational und sie ergeben ein quadriert rationales
Rechteck, das zur Summe der Quadrate inkommensurabel ist.

Deshalb ist CD eine konjugiert apotomisch sekundär irrationale Strecke, was zu zeigen war.

X.109. [X.108]
Wird von einem rationalen Rechteck ein quadriert rationales Rechteck weggenommen, 
ist das restliche Rechteck irrational und gleich dem Quadrat entweder über einer 
quadriert kommensurabel apotomischen oder über einer konjugiert apotomischen 
Strecke.

Wenn vom rationalen Rechteck BC das quadriert rationale BD weggenommen wird, dann, sage 
ich, ist das restliche Rechteck EC gleich dem Quadrat entweder über einer apotomischen [wie 
X.74.] oder über einer konjugiert apotomischen Strecke [wie X.77.].

Wird auf  der rationalen Strecke FG das dem Rechteck BC
gleiche Rechteck GH mit der Seite FH errichtet und von
diesem das dem Rechteck DB gleiche Rechteck GK abgeteilt,
ist das verbleibende Rechteck EC gleich LH.

Da BC rational, BD aber quadriert rational ist, da BC gleich
GH und BD gleich GK ist, ist das an der rationalen FG
errichtete Rechteck GH rational, jedoch GK
quadriert rational. 

Damit ist FH rational und zu FG der Länge
nach kommensurabel, jedoch FK quadriert
rational und zu FG der Länge nach
inkommensurabel. Somit sind FH, FK der Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat 
kommensurabel. Also ist KH eine apotomische Strecke, die durch KF ergänzt wird, wobei das 
Quadrat über HF um ein Quadrat, dessen Seite zu HF kommensurabel oder inkommensurabel 
ist, größer als das Quadrat über FK ist.
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Ist diese Seite kommensurabel zu KH, dann ist, da HF zu FG der Länge nach kommensurabel 
und rational ist, KH eine quadriert apotomische Strecke erster Art. Da das von einer rationalen 
Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke erster Art eingeschlossene Rechteck gleich 
dem Quadrat über einer apotomischen Strecke ist [wie X.92.], ist das Rechteck LH, das gleich 
EC ist, gleich dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel apotomischen Strecke.

Ist das Quadrat über KH um ein Quadrat, dessen Seite zu HK inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über FK, dann ist, da FH zu FG der Länge nach kommensurabel und rational ist, 
KH eine quadriert apotomische Strecke vierter Art. Da das von einer rationalen Strecke und 
einer quadriert apotomischen Strecke vierter Art eingeschlossene Rechteck gleich dem Quadrat 
über einer konjugiert apotomischen Strecke ist [wie X.95.], ist dann LH, das gleich EC ist, 
gleich dem Quadrat über einer konjugiert apotomischen Strecke. Was zu zeigen war.

Beispiele: mit quadriert kommensurabel apotomischen:  6 – 4 · 2½ = (2 – 2½)2;    

mit konjugiert apotomischen:      50 – 10 · 5½ = ((25 + 10 · 5½)½ – (25 – 10 · 5½)½)2.

X.110. [X.109]
Wird von einem quadriert rationalen Rechteck ein rationales Rechteck weggenommen, 
dann ist das restliche Rechteck irrational und gleich dem Quadrat entweder über einer 
apotomisch primär irrationalen oder über einer konjugiert apotomisch primär 
irrationalen Strecke.

Wenn vom quadriert rationalen Rechteck BC das rationale Rechteck BD weggenommen wird, 
dann, sage ich, ist das restliche Rechteck EC gleich dem Quadrat entweder über einer 
apotomisch primär irrationalen [wie X.75.] oder über einer konjugiert apotomisch primär 
irrationalen Strecke [wie X.78.].

Es sind auf  der rationalen Strecke FG die Rechtecke wie vorher zu
errichten. Auf  gleiche Weise ist dann zu zeigen, dass FH, da
quadriert rational, zu FG der Länge nach inkommensurabel, KF
jedoch rational und zu FG der Länge nach kommensurabel ist.
FH, FK sind somit der Länge nach inkommensurabel, jedoch im
Quadrat kommensurabel.

KH ist damit eine apotomische Strecke, die
durch FK ergänzt wird, wobei das Quadrat
über HF um ein Quadrat, dessen Seite zu HF
kommensurabel oder inkommensurabel ist,
größer als das Quadrat über FK ist. 

Ist das Quadrat über HF um ein Quadrat, dessen Seite zu HF kommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über FK, dann ist, da die ergänzende FK rational ist, KH eine quadriert 
apotomische Strecke zweiter Art. Also ist LH, das gleich EC ist, gleich dem Quadrat über einer 
apotomisch primär irrationalen Strecke [wie X.93.].

Ist das Quadrat über HF um ein Quadrat, dessen Seite zu HF inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über FK, dann ist, da die ergänzende FK irrational ist, KH eine quadriert 
apotomische Strecke fünfter Art. Damit ist das Rechteck EC gleich dem Quadrat über einer 
konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke [wie X.96.]. Was zu zeigen war.

Beispiele:      mit apotomisch primär irrationalen:  5 · 6½ – 12  =  ((3 · 6½)½  –  (2 · 6½)½)²;    

       mit konjugiert apotomisch primär irrationalen:  4 · 2½ – 2  =  ((2 · 2½ + 7½)½  –  (2 · 2½ – 7½)½)². 
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X.111. [X.110]
Wird von einem quadriert rationalen Rechteck ein dazu inkommensurables, quadriert 
rationales Rechteck weggenommen, dann ist das restliche Rechteck irrational und 
gleich dem Quadrat entweder über einer apotomisch sekundär irrationalen oder über 
einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke.

Wenn die Rechtecke wie vorher angelegt und vom quadriert rationalen BC das dazu 
inkommensurable, quadriert rationale Rechteck BD weggenommen wird, dann, sage ich, ist EC
gleich dem Quadrat entweder über einer apotomisch sekundär irrationalen [wie X.76.] oder 
über einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke [wie X.79.].

Dann, da sowohl BC wie BD quadriert rational und
inkommensurabel sind, sind beide zu FG der Länge nach
inkommensurabel.
Da BC, BD, die GH, GK gleich sind, inkommensurabel sind,
sind GH, GK inkommensurabel.
Somit sind FH, FK der Länge nach inkommensurabel,
jedoch im Quadrat kommensurabel.
KH ist damit eine apotomische Strecke.

Ist das Quadrat über FH um ein
Quadrat, dessen Seite zu FH
kommensurabel ist, größer als das
Quadrat über FK, dann ist, da weder
FH noch FK rational ist, KH eine
quadriert apotomische Strecke dritter Art.

Da KL rational ist und das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen 
Strecke dritter Art eingeschlossene Rechteck gleich dem Quadrat über einer, so benannten, 
apotomisch sekundär irrationalen Strecke ist, ist LH, das gleich EC ist, gleich dem Quadrat über
einer apotomisch sekundär irrationalen Strecke [wie X.94.].

Ist das Quadrat über FH um ein Quadrat, dessen Seite zu FH inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über FK, dann ist, da weder FH noch FK rational ist, KH eine quadriert 
apotomische Strecke sechster Art.

Da KL rational ist und das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen 
Strecke sechster Art eingeschlossene Rechteck gleich dem Quadrat über einer, so benannten, 
konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke ist, ist LH, das gleich EC ist, gleich dem 
Quadrat über einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke [wie X.97.].

Was zu zeigen war.

Beispiele: mit apotomisch sekundär irrationalen:  24 · 2½ – 4 · 22½  =  ((22 · 2½)½ – (2 · 2½)½)²;    

mit konjugiert apotomisch sekundär irrationalen:  

4 · 3½ – 2 · 6½  =  ((2 · 3½ + 6½)½  –  (2 · 3½ – 6½)½)².

http://opera-platonis.de/euklid/B10g/B10_111.htm


X.112. [X.111]
Eine apotomische Strecke ist keiner binomischen Strecke gleich.

Wenn AB eine apotomische Strecke ist, dann, sage ich, ist AB keiner binomischen Strecke 
gleich.

Denn wenn doch, werde an der rationalen Strecke DC das dem Quadrat über AB gleiche 
Rechteck CE mit der Seite DE errichtet. Da AB apotomisch ist, ist DE eine quadriert 
apotomische Strecke erster Art [X.98.].

Wird DE durch EF ergänzt, sind DF, FE im Quadrat kommensurabel, das Quadrat über DF ist
um ein Quadrat, dessen Seite zu DF kommensurabel ist, größer als das Quadrat über FE, wobei
DF rational ist.

Ist nun AB auch eine binomische Strecke, dann ist DE eine
quadriert binomische Strecke erster Art [wie X.61.], die in G
so zu teilen ist, dass DG, GE im Quadrat kommensurabel
sind, wobei DG die größere Strecke ist.

Das Quadrat über DG ist dann um ein Quadrat, dessen Seite
zu DG kommensurabel ist, größer als das Quadrat über GE,
wobei DG der Länge nach zu DC kommensurabel und rational ist.

Damit ist dann DF zu DG der Länge nach kommensurabel und somit GF zu DF der Länge 
nach kommensurabel. DF, EF sind dann der Länge nach inkommensurabel, wobei FG, EF der 
Länge nach inkommensurabel, jedoch im Quadrat kommensurabel sind.
Damit ist dann EG eine apotomische Strecke, was nicht möglich ist, denn EG ist rational.

Deshalb ist eine apotomische Strecke keiner binomischen Strecke gleich, was zu zeigen war.

X.112,   Corollar:

Keine der benannten apotomischen und irrationalen Strecken kann eine Strecke der 
anderen Benennungen sein.

Denn das dem Quadrat über einer biquadriert rationalen Strecke gleiche Rechteck rationaler 
Länge hat eine, zu ihr inkommensurable, quadriert rationale Breite [wie X.23.];

das dem Quadrat über einer quadriert kommensurabel apotomischen Strecke gleiche Rechteck 
rationaler Länge hat eine quadriert apotomische Breite erster Art [wie X.98.];

das dem Quadrat über einer apotomisch primär irrationalen Strecke gleiche Rechteck rationaler 
Länge hat eine quadriert apotomische Breite zweiter Art [wie X.99.];

das dem Quadrat über einer apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleiche Rechteck 
rationaler Länge hat eine quadriert apotomische Breite dritter Art [wie X.100.];

das dem Quadrat über einer konjugiert apotomischen Strecke gleiche Rechteck rationaler Länge
hat eine quadriert apotomische Breite vierter Art [wie X.101.];

das dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch primär irrationalen Strecke gleiche Rechteck
rationaler Länge hat eine quadriert apotomische Breite fünfter Art [wie X.102.];

das dem Quadrat über einer konjugiert apotomisch sekundär irrationalen Strecke gleiche 
Rechteck rationaler Länge hat eine quadriert apotomische Breite sechster Art [wie X.103.].
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Da sich die aufgeführten quadriert apotomischen Breiten von einer quadriert rationalen Größe 
und unter sich der Art nach unterscheiden, kann offensichtlich keine der benannten 
apotomischen und irrationalen Strecken eine Strecke der anderen Benennungen sein.

Wie gezeigt, ist eine apotomische Strecke keiner binomischen Strecke gleich [wie X.112.].
Die Quadrate der verschiedenen apotomischen Strecken sind Rechtecken aus rationalen Seiten 
mit den quadriert apotomischen Strecken der verschiedenen Arten gleich, wie die Quadrate der 
verschiedenen binomischen Strecken den Rechtecken aus rationalen Seiten mit den quadriert 
binomischen Strecken der verschiedenen Arten gleich sind, deshalb kann keine der unter den 
apotomischen und keine der unter den binomischen benannten irrationalen Strecken eine 
Strecke der anderen Benennungen sein.

X.113. [X.112]
Ist die eine Seite eines rationales Rechtecks eine binomische Strecke, dann ist die 
andere Seite eine apotomische Strecke, die als quadriert apotomische Strecke von der 
gleichen Art ist wie die andere als quadriert binomische Strecke, wobei ihre 
Teilstrecken zueinander kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis stehen.

Wenn BC eine binomische Strecke, deren größere Teilstrecke DC [wie X.43.] und das Rechteck 
aus BC mit EF gleich dem rationalen Quadrat über A ist, dann, sage ich, ist EF eine 
apotomische Strecke [wie X.80.], wobei die Teilstrecke CD zu KF und die Teilstrecke DB zu 
EK kommensurabel sind und BC als quadriert binomische [wie X.67.] und EF als quadriert 
apotomische Strecken [wie X.104.] von gleicher Art sind.

Ist das Quadrat über A gleich dem Rechteck aus BD
mit G, dann, da das Rechteck aus BC mit EF gleich
dem Rechteck aus BD mit G ist, verhält sich CB zu
BD wie G zu EF [wie VI.16.].

Da CB größer als BD ist, ist G größer als EF.

Ist G gleich EH, dann, da sich CB zu BD verhält wie
HE zu EF, verhält sich im verkleinerten Verhältnis
[wie V.17.] CD zu BD wie HF zu FE. 

Verhält sich HF zu FE wie FK zu KE, dann verhält
sich HK zu KF wie FK zu KE, denn wenn mehrere
Größen in Proportion stehen, dann verhalten sich die
Vorderglieder zusammen zu den Hintergliedern
zusammen wie eines der Vorderglieder zum
Hinterglied [wie V.12.]. Da sich somit FK zu KE
verhält wie CD zu DB, verhält sich HK zu KF wie CD zu DB.

Da die Quadrate über CD, DB kommensurabel sind, sind auch die Quadrate über HK, KF 
kommensurabel. Da sich das Quadrat über HK zum Quadrat über KF verhält wie HK zu KE 
und da HK, KF, KE in fortlaufend gleicher Proportion stehen [wie V. Erklärung 9.], sind HK, 
KE der Länge nach kommensurabel [wie X.10.] und damit sind HE, EK der Länge nach 
kommensurabel.
Das Quadrat über A ist gleich dem Rechteck aus EH mit BD und ist rational, somit ist das 
Rechteck aus EH mit BD rational und, da auf  der quadriert rationalen Strecke BD errichtet, ist 
EH quadriert rational und zu BD der Länge nach kommensurabel. 
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Somit ist auch EK, die zu EH kommensurabel ist, quadriert rational und zu BD der Länge nach
kommensurabel.

Da sich CD zu DB verhält wie FK zu KE und CD, DB im Quadrat kommensurabel sind, sind 
FK, KE im Quadrat kommensurabel. KE ist quadriert rational, somit ist FK quadriert rational.
Also ist EF eine apotomische Strecke [wie X.74.].

Das Quadrat über CD ist um ein Quadrat, dessen Seite zu CD entweder kommensurabel oder 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über DB.

Ist das Quadrat über CD um ein Quadrat, dessen Seite zu CD kommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über DB, dann ist auch das Quadrat über FK um ein Quadrat, dessen Seite zu FK 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über KE. Ist dann CD rational, dann auch FK, ist 
BD rational, dann auch KE, wenn aber keine der CD, BD, dann auch keine der FK, KE.

Ist das Quadrat über CD um ein Quadrat, dessen Seite zu CD inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über DB, dann ist auch das Quadrat über FK um ein Quadrat, dessen Seite zu FK 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über KE. Ist dann CD rational, dann auch FK, ist 
BD rational, dann auch KE, wenn aber keine der CD, BD, dann auch keine der FK, KE.

Also ist FE eine apotomische Strecke, deren Teilstrecken FK, KE zu den Teilstrecken CD, DB 
der binomischen Strecke BC kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis stehen, wobei FE
als quadriert apotomische Strecke von gleicher Art ist wie BC als quadriert binomische Strecke, 
was zu zeigen war.

X.114. [X.113]
Ist die eine Seite eines rationales Rechtecks eine apotomische Strecke, dann ist die 
andere Seite eine binomische Strecke, die als quadriert binomische Strecke von der 
gleichen Art ist wie die andere als quadriert apotomische Strecke, wobei ihre 
Teilstrecken zueinander kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis stehen.

Wenn BD eine apotomische Strecke und das Rechteck aus BD mit KH gleich dem rationalen 
Quadrat über A ist, dann, sage ich, ist KH eine binomische Strecke deren Teilstrecken [wie 
X.43.] denen der BD [wie X.80.] kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis stehen.

Denn wenn DC die apotomische Strecke BD ergänzt, dann sind BC, CD im Quadrat 
kommensurabel [wie X.74.].

Ist das Quadrat über A gleich dem Rechteck aus BC mit G, dann, da A rational ist, ist das 
Rechteck aus BC mit G rational und ist auf  der rationalen BC errichtet. Somit ist G rational 
und zu BC der Länge nach kommensurabel.

Da das Rechteck aus BC mit G gleich dem Rechteck aus BD mit KH ist, verhält sich CB zu BD
wie KH zu G. 
BC ist größer als BD und damit ist KH größer als G.

Ist KE gleich G, dann sind KE, BC der Länge nach kommensurabel.

Da sich CB zu BD verhält wie HK zu KE, verhält sich BC zu CD wie KH zu HE.
Verhält sich KH zu HE wie HF zu FE, dann verhält sich KF zu FH wie KH zu HE und wie 
BC zu CD. Da BC, CD im Quadrat kommensurabel sind, sind KF, FH im Quadrat 
kommensurabel.
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Es verhält sich KH zu HE wie KF zu FH und es
verhält sich KH zu HE wie HF zu FE, somit
verhält sich KF zu FH wie HF zu FE.
Da sich in fortlaufend gleicher Proportion die
erste Größe zur dritten verhält wie das Quadrat
über der ersten zum Quadrat über der zweiten
[wie VI.19. Zusatz], verhält sich KF zu FE wie
das Quadrat über KF zum Quadrat über FH. Da
die Quadrate über KF, FH kommensurabel sind,
sind KF, FH im Quadrat kommensurabel.
KF, FE sind der Länge nach kommensurabel,
somit sind KF, KE der Länge nach
kommensurabel. KE ist rational und zu BC der
Länge nach kommensurabel, damit ist KF
rational und zu BC der Länge nach kommensurabel 

Es verhält sich BC zu CD wie KF zu FH und, nach Umordnung, BC zu KF wie DC zu FH 
[wie V.16.]. Da BC, KF kommensurabel sind, sind FH, DC kommensurabel.
BC, CD sind quadriert rational und im Quadrat kommensurabel, womit KF, FH quadriert 
rational und im Quadrat kommensurabel sind.
Damit ist KH eine binomische Strecke [wie X.74.].

Ist das Quadrat über BC um ein Quadrat, dessen Seite zu BC kommensurabel ist, größer als das
Quadrat über CD, dann ist auch das Quadrat über KF um ein Quadrat, dessen Seite zu KF 
kommensurabel ist, größer als das Quadrat über FH.
Ist dann BC rational, dann auch KF. Ist aber CD rational, dann auch FH.
Ist jedoch keine der BC, CD rational, dann auch keine der KF, FH.

Ist das Quadrat über BC um ein Quadrat, dessen Seite zu BC inkommensurabel ist, größer als 
das Quadrat über CD, dann ist auch das Quadrat über KF um ein Quadrat, dessen Seite zu KF 
inkommensurabel ist, größer als das Quadrat über FH.
Ist dann BC rational, dann auch KF. Ist aber CD rational, dann auch FH.
Ist jedoch keine der BC, CD rational, dann auch keine der KF, FH.

Ist die eine Seite eines rationales Rechtecks eine apotomische Strecke, dann ist deshalb die 
andere Seite eine binomische Strecke, die als quadriert binomische Strecke von der gleichen Art 
ist wie die andere als quadriert apotomische Strecke ist, wobei ihre Teilstrecken zueinander 
kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis stehen, was zu zeigen war.

Beispiel: (2 – 2½) · (2 + 2½)  =  2.



X.115. [X.114]
Ein Rechteck aus einer apotomischen Strecke mit einer binomischen Strecke, deren 
eine Teilstrecken kommensurabel zu den Teilstrecken der anderen sind und in gleichen
Verhältnissen stehen, ist rational.

Wenn von den Seiten des Rechtecks aus AB mit CD die Strecke AB apotomisch und die Strecke
CD binomisch ist, wobei CE die größere Teilstrecke ist und die Teilstrecken CE, ED der 
binomischen zu den Strecken AF, FB der apotomischen Strecke kommensurabel sind und im 
gleichen Verhältnis stehen, dann, sage ich, ist das Rechteck aus AB mit CD rational.

Denn wenn auf  der Strecke CD das dem rationalen Quadrat über H gleiche Rechteck errichtet 
wird, ist seine andere Seite KL eine apotomische Strecke. 
Das Quadrat über G sei gleich dem Rechteck aus AB mit CD.
Die Teilstrecken KM, ML von KL [wie X.80.] sind dann zu CE, ED kommensurabel und 
stehen im gleichen Verhältnis.

Da CE, ED zu den Teilstrecken AF, FB
kommensurabel sind und im gleichen Verhältnis
stehen, verhält sich AF zu FB wie KM zu ML und,
nach Umordnung [wie V.16.], AF zu KM wie BF 
zu LM und verhält sich AB zu KL wie AF zu KM 
[wie V.19.].
Da AF, KM kommensurabel sind, sind AB, KL
kommensurabel.

Es verhält sich AB zu KL wie das Rechteck aus CD
mit AB zum Rechteck aus CD mit KL.
Da das Rechteck aus CD mit AB zum Rechteck aus
CD mit KL kommensurabel und da das Rechteck
aus CD mit KL gleich dem Quadrat über H ist, ist
das Rechteck aus CD mit KL zum Quadrat über H kommensurabel.
Das Rechteck aus CD mit AB ist gleich dem Quadrat über G, womit die Quadrate über G, H 
kommensurabel sind.
Damit ist das Rechteck aus CD mit AB, das gleich dem Quadrat über G ist, rational.

Deshalb ist ein Rechteck aus einer apotomischen Strecke mit einer binomischen Strecke, deren 
eine Teilstrecken kommensurabel zu den Teilstrecken der anderen sind und in gleichen 
Verhältnissen stehen, rational, was zu zeigen war.

Zusatz:
Nach dem, das ausgeführt wurde, kann offensichtlich ein Rechteck mit irrationalen Seiten 
rational sein.
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X.116. [X.115]
Von einer quadriert rationalen Strecke ausgehend können unbegrenzt viele irrationale 
Strecken gebildet werden, die ihr und einander nicht gleichen.

Wenn A eine quadriert rationale Strecke ist, dann, sage ich, können von A ausgehend 
unbegrenzt viele irrationale Strecken gebildet werden, die ihr und einander nicht gleichen.

Denn wenn B eine rationale Strecke ist, die zu A nur im Quadrat kommensurabel ist, und das 
Rechteck aus B mit A gleich dem Quadrat über C ist, dann ist C irrational
[wie X.22.] und inkommensurabel zu A, denn das Quadrat, das dem
Rechteck aus einer rationalen mit einer irrationalen Strecke gleich ist, ist
irrational und ein Rechteck, das diesem Quadrat gleich ist, kann aus der
Seite dieses Quadrats mit einer rationalen Strecke nicht gebildet werden. 

Ist dann das Rechteck aus B mit C gleich dem Quadrat über D, dann ist
D irrational und keiner der vorausgehenden irrationalen Strecken gleich,
denn ein Rechteck, das einem der genannten Quadrate gleich ist, kann
aus D mit einer rationalen Strecke nicht gebildet werden.

Da diese Vorgehensweise offensichtlich unbegrenzt fortgesetzt werden kann, können 
unbegrenzt viele irrationale Strecken gebildet werden, die einander nicht gleichen, was zu zeigen
war.

X.117. [Heiberg Appendix 27]
Die Diagonale eines Quadrats ist zu seiner Seite der Länge nach inkommensurabel.

Im Quadrat ABCD mit der Diagonalen AC, sage ich, ist AC der Länge nach inkommensurabel 
zur Seite AB.

Denn wenn nicht und sie kommensurabel sind, dann ist, da sich
kommensurable Größen verhalten wie Zahlen [wie X.5.], das
doppelte Quadrat über AB, das gleich dem Quadrat über AC ist
[wie I.47.], kommensurabel zum Quadrat über AB. Es ist dann
auch AC kommensurabel zu AB und sie stehen in einem
Verhältnis wie Zahlen [wie X.9.].

Wenn die Zahlen EF, G im gleichen Verhältnis wie AC, AB
stehen und die kleinsten der Zahlen sind, die in diesem
Verhältnis stehen, dann sind sie teilerfremd [wie VII.24.].

Da das Quadrat über AC gleich dem doppelten Quadrat über
AB ist, ist die Quadratzahl aus EF gleich der doppelten Quadratzahl aus G. Die Quadratzahl 
aus EF ist dann gerade. Also ist dann auch EF gerade und kann in H in zwei gleiche Teile 
geteilt werden. Damit ist die doppelte Quadratzahl aus G gleich der vierfachen Quadratzahl aus
EH. Da somit die Quadratzahl aus G gleich der doppelten Quadratzahl aus EH ist, ist dann 
auch G gerade, was nicht möglich ist, denn EF, G sind teilerfremd. Also sind AB, AC, da sie 
nicht im Verhältnis wie Zahlen stehen, inkommensurabel.

Deshalb ist im Quadrat die Diagonale zu seiner Seite der Länge nach inkommensurabel, was zu
zeigen war.
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Euklid Stoicheia.  Buch XI.

Über eingefügte Hypertextverknüpfungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

Erklärungen.

 1. Ein Körper hat Länge, Breite und Höhe.

 2. An den Grenzen eines Körpers liegen Flächen.

 3. Eine zu einer ebenen Fläche senkrecht stehende
Gerade bildet mit allen Geraden der Ebene durch ihren
Schnittpunkt rechte Winkel.

 4. Eine zu einer Ebene senkrecht stehende Ebene
bildet mit alle Senkrechten zur Schnittgeraden in
der einen Ebene mit denen in der anderen Ebene
durch den gleichen Schnittpunkt rechte Winkel.

 5. Der Winkel einer Geraden mit einer Ebene ist der,
den sie mit der Geraden von ihrem Schnittpunkt
mit der Ebene zum Schnittpunkt der Senkrechten
bildet, die von einem Punkt der Geraden auf  der
Ebene zu errichten ist.

 6. Der Winkel einer Ebene mit einer Ebene ist der,
den die Senkrechten auf  der Schnittgeraden in
der einen Ebene mit denen in der anderen Ebene
bilden, die im gleichen Schnittpunkt errichtet
sind.

 7. Sind zwei Ebenen gleich zu einer Ebene geneigt, dann sind ihre Neigungswinkel zu ihr 
gleich.

 8. Parallele Gerade einer Ebene treffen sich nicht.

 9. Ein Körper ist einem anderen ähnlich, wenn er von gleich vielen ähnlichen Flächen begrenzt
wird.
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10. Ein Körper ist einem anderen ähnlich und gleich, wenn er von ähnlichen Flächen begrenzt 
wird, die dem des anderen nach Größe und Anzahl gleich sind.

11. Ein Raumwinkel wird von mehr als zwei sich in
einem Punkt schneidenden Linien gebildet, die
nicht alle in der gleichen Ebene liegen und die an
einem Punkt ebene Winkel bilden, die nicht in den
gleichen Ebenen liegen.

12. Eine Pyramide wird von ebenen Flächen zwischen 
den Begrenzungen einer Fläche und einem Punkt begrenzt.

13. Ein Prisma wird von zwei gegenüberliegenden ähnlichen und gleichen Dreiecken und drei 
Parallelogrammen begrenzt.

14. Eine Kugel wird von einem Halbkreises erzeugt, der um seinen festgehaltenen 
Durchmesser einmal bis zur Ausgangslage gedreht wird,

15. sein Durchmesser ist die Achse der Kugel,

16. und der Mittelpunkt des Halbkreises ist auch der Mittelpunkt der Kugel.

17. Der Durchmesser einer Kugel ist eine Strecke durch ihren Mittelpunkt, die durch die 
Schnittpunkte mit der Oberfläche der Kugel begrenzt wird.

18. Ein Kegel wird von einem rechtwinkligen Dreieck erzeugt, das um eine, der den rechten 
Winkel bildenden, festgehaltene Seite einmal bis zur Ausgangslage gedreht wird. 

     Ist die festgehaltene Seite gleich der anderen, mit der sie den rechten Winkel bildet, dann ist 
der Kegel rechtwinklig, ist sie kleiner, dann ist der Kegel stumpfwinklig, ist sie größer, dann 
ist der Kegel spitzwinklig.

19. Die Achse des Kegels ist die bei der Drehung festgehaltene Seite des Dreiecks;

20. seine Grundfläche ist der Kreis, der von der herumgedrehten Seite erzeugt wird.

21. Ein Zylinder wird von einem Rechteck erzeugt, das um eine festgehaltene Seite bis zur 
Ausgangslage gedreht wird;

22. seine Achse ist die bei der Drehung festgehaltene Seite,

23. seine Grundflächen sind die Kreise, die von den beiden, an der festgehaltenen Seite 
liegenden, herumgedrehten Seiten erzeugt werden.

24. Kegel und Zylinder sind ähnlich, wenn ihre Achsen und die Durchmesser ihrer Grundseiten
in Proportion stehen.

25. Ein Würfel wird von sechs gleichen Quadraten begrenzt.

26. Ein Tetraeder wird von vier gleichen gleichseitigen Dreiecken begrenzt.

27. Ein Oktaeder wird von acht gleichen gleichseitigen Dreiecken begrenzt.

28. Ein Ikosaeder wird von zwanzig gleichen gleichseitigen Dreiecken begrenzt.

29. Ein Dodekaeder wird von zwölf  gleichen, gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfecken 
begrenzt.



XI.1.
Eine Gerade liegt in einer Ebene und nicht zum Teil nicht in ihr.

Denn wenn doch, liege der Teil AB der Geraden
ABC in einer Ebene und der Teil BC nicht in ihr.

Wird AB um BD verlängert, dann gibt es zwei
Gerade ABC, ABD, die den Teil AB gemeinsam
haben, was nicht möglich ist, denn
unterschiedliche Gerade können sich nicht in
mehr als einem Punkt treffen.

Deshalb liegt eine Gerade in einer Ebene und nicht zum Teil nicht in ihr, was zu zeigen war.

XI.2.
Zwei Gerade, deren eine die andere schneidet, liegen in einer Ebene und es liegen alle 
Dreiecke jeweils in einer Ebene.

Wenn sich zwei Gerade AB, CD im Punkt E schneiden, dann, sage ich, liegen AB, CD in ein 
und derselben Ebene und es liegen alle Dreiecke jeweils in einer Ebene.

Es ist CB und vom Punkt F auf  EC zum Punkt G auf  EB die Strecke FG zu ziehen.

Ich sage, das ganze Dreieck ECB liegt in ein und derselben Ebene. 

Denn wenn vom Dreieck ECB das Dreieck EFG in der Ebene liegt, das übrigen FCBG aber 
nicht in ihr, oder umgekehrt, dann liegen auch
Teile der Geraden EC, EB nicht in der Ebene
und die übrigen in ihr, was nicht möglich ist [wie
XI.1.].
Also liegt das Dreieck ECB in derselben Ebene,
in der auch EC, EB und damit auch AB, CD
liegen.

Deshalb liegen die Geraden AB, CD in einer
Ebene und liegen alle Dreiecke jeweils in einer
Ebene, was zu zeigen war. 
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XI.3.
Zwei Ebenen, deren eine die andere schneidet, schneiden sich in einer Geraden, die 
beiden gemeinsam ist.

Wenn sich die Ebenen AB, BC entlang der Linie DB schneiden, dann, sage ich, ist DB eine 
Gerade.

Denn wenn nicht, sei durch D und B in der Ebene AB die Gerade DEB und in der Ebene BC 
die Gerade DFB gezogen.

Da die beiden geraden Strecken DEB, DFB durch
dieselben Punkte begrenzt werden, schließen sie dann eine
Fläche ein, was nicht möglich ist.
Also sind DEB, DFB keine geraden Strecken.
Ebenso ist zu zeigen, dass von durch D und B gezogenen
Linien keine andere als DB gerade ist, wobei sich die
Ebenen AB, BC in DB schneiden.

Deshalb schneiden sich zwei Ebenen in einer Geraden,
die beiden gemeinsam ist, was zu zeigen war.

XI.4.
Bildet eine Gerade mit zwei Geraden in ihrem Schnittpunkt rechte Winkel, dann steht 
sie senkrecht zur Ebene, in der die Geraden liegen.

Wenn die Gerade EF senkrecht zu den Geraden AB, CD in ihren Schnittpunkt E ist, dann, sage
ich, steht EF senkrecht zur Ebene, in der AB, CD liegen.

Es seien gleiche Strecken AE, EB, CE, ED abgetragen. 
Es ist durch E eine Gerade GEH, die in der Ebene der AB, CD liegt, zu legen. 
Es sind dann die Strecken AD, CB, die
GEH in G und H schneiden, und die
Strecken FA, FG, FD, FC, FH, FB zu
ziehen.

Da die beiden Strecken AE, ED den
Strecken CE, EB gleich sind und den
gleichen Winkel bilden, sind die
Grundseiten AD, CB und die Dreiecke
AED, CEB gleich und damit auch die
Winkel DAE und EBC. 

Es sind die Winkel AEG und BEH
gleich und da somit in den beiden
Dreiecken AGE, BEH zwei Winkel und
eine Seite gleich sind, denn AE ist gleich EB, sind auch alle übrigen Seiten jeweils gleich. 

Damit ist GE gleich EH und ist AG gleich BH.
Da AE gleich EB ist und EF senkrecht dazu, ist FA gleich FB.

Aus den gleichen Gründen ist FC gleich FD.
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Es ist AD gleich CB und ist FA gleich FB, womit die beiden Strecken FA, AD den beiden 
Strecken FB, BC gleich sind. 

Wie gezeigt, ist FD gleich FC und somit sind auch die Winkel FAD, FBC gleich.
Da auch, wie gezeigt, AG gleich BH und FA gleich FB ist, wobei die beiden Strecken FA, AG 
den beiden Strecken FB, BH gleich sind, sind die Winkel FAG, FBH gleich. 
Damit ist FG gleich FH.

Wie gezeigt, ist EG gleich EH, womit, wegen der gemeinsamen FE, die beiden Strecken GE, 
EF den beiden Strecken HE, EF gleich sind und, da FG gleich FH ist, ist der Winkel GEF 
gleich dem Winkel HEF.
Also sind die Winkel GEF, HEF rechte Winkel. Damit ist FE im Punkt E senkrecht zu GH.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass FE zu jeder Geraden, die FE in E schneidet und in der 
Ebene der AB, CD liegt, senkrecht ist; auch zu dieser Ebene ist FE senkrecht, denn eine 
Senkrechte zu einer Ebene bildet mit allen durch ihren Schnittpunkt gezogenen Geraden der 
Ebene rechte Winkel [wie XI. 3. Erklärung].

Deshalb steht eine Gerade, die mit zwei Geraden in ihrem Schnittpunkt rechte Winkel bildet, 
senkrecht zur Ebene, in der die Geraden liegen, was zu zeigen war.

XI.5.
Drei Gerade, in deren gemeinsamen Schnittpunkt eine Senkrechte errichtet ist, liegen 
in derselben Ebene.

Wenn im Schnittpunkt B der drei Geraden BC, BD, BE die Senkrechte AB errichtet ist, dann, 
sage ich, liegen BC, BD, BE in derselben Ebene.

Denn wenn nicht, so liege BC nicht in der Ebene der BD, BE.
Die Ebene der AB, BC schneide dann die Ebene der BD, BE in der Geraden BF.
Damit liegen die drei Geraden AB, BC, BF in der Ebene der AB, BC.

Da AB zu BD, BE senkrecht ist, ist AB
auch senkrecht zur Ebene der BD, BE.
Die senkrechte AB bildet mit allen
Geraden dieser Ebene rechte Winkel und
damit auch mit BF. Der Winkel ABF ist
dann ein rechter Winkel.

Da auch ABC ein rechter Winkel ist, ist
dann ABF gleich ABC. 
Es liegt damit BC in der Ebene der BD,
BE, was aber dann nicht möglich ist.
Also liegt BC in keiner anderen Ebene als in der Ebene der BC, BD.

Deshalb liegen drei Gerade, in deren Schnittpunkt eine Senkrechte errichtet ist, in derselben 
Ebene, was zu zeigen war.
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XI.6.
Zwei zur selben Ebene senkrechte Gerade sind parallel.

Wenn die Geraden AB, CD senkrecht zur selben Ebene sind, dann, sage ich, ist AB parallel zu 
CD.

Schneiden die Geraden die gegebene Ebene in den Punkten B, D, dann ist BD zu ziehen und 
die, in der Ebene liegende, zu BD senkrechte Strecke DE so zu errichten, dass DE gleich der 
mit dem Punkt A auf  AB gegebenen Strecke AB ist. Es sind dann BE, AE, AD zu ziehen.

Da AB senkrecht zur gegebenen Ebene steht,
bildet sie mit allen Geraden der Ebene durch
ihren Schnittpunkt rechte Winkel. 
BD, BE liegen in der Ebene und verlaufen
durch den Schnittpunkt von AB mit der
gegebenen Ebene, somit sind ABD, ABE
rechte Winkel.
Aus den gleichen Gründen sind CDB, CDE
rechte Winkel.

Die Strecken AB, DE sind gleich und schneiden BD, damit sind die beiden Strecken AB, BD 
gleich den beiden Strecken ED, DB. 
Da sie jeweils einen gleichen rechten Winkel bilden ist AD gleich BE.
Die Strecken AB, DE und die Strecken AD, BE sind gleich und schneiden AE, womit die 
Winkel ABE und EDA gleich sind. Da ABE ein rechter Winkel ist, ist auch EDA ein rechter 
Winkel.  Damit ist ED senkrecht zu DA, aber auch senkrecht zu BD, DC.

Da ED senkrecht zu den drei Geraden BD, DA, DC in ihrem Schnittpunkt D errichtet ist, 
liegen BD, DA, DC in einer Ebene [wie XI.5.]. 
In der Ebene der DB, DA liegt auch AB. Da alle Dreiecke in einer Ebene liegen, liegen AB, BD,
DC in einer Ebene. Die Winkel ABD, BDC sind rechte Winkel, also ist AB parallel zu CD.

Deshalb sind zwei zur selben Ebene senkrechte Gerade parallel, was zu zeigen war.

XI.7.
Die Gerade durch zwei beliebige Punkte auf  Parallelen liegt in der Ebene der 
Parallelen.

Wenn auf  den parallelen Geraden AB, CD beliebige Punkte E, F liegen, dann, sage ich, liegt die
Gerade durch E, F in der Ebene der Parallelen.

Denn wenn nun EGF nicht in der Ebene der
Parallelen liegt, dann liegt EGF in einer Ebene, die
die Ebene der Parallelen in EF schneidet.
Es schließen dann die beiden Geraden EGF und
EF eine Fläche ein, was nicht möglich ist.
Also liegt die Gerade durch E, F in der Ebene der
parallelen AB, CD.

Deshalb liegt die Gerade durch zwei beliebige Punkte auf  Parallelen in der Ebene der 
Parallelen, was zu zeigen war. 
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XI.8.
Steht eine von zwei Parallelen senkrecht zu einer Ebene, dann steht auch die andere 
senkrecht zu derselben Ebene.

Wenn die Geraden AB, CD parallel sind und AB senkrecht zu einer Ebene steht, dann, sage ich,
steht auch CD senkrecht zu derselben Ebene.

Denn wenn AB, CD die Ebene in den Punkten B, D schneiden und BD gezogen ist, dann 
liegen AB, CD, BD in einer Ebene.

Es ist dann die zu BD senkrechte, in der Ebene liegende, DE so zu errichten, dass DE gleich 
der mit dem Punkt A auf  AB gegebenen Strecke AB ist. Es sind dann BE, AE, AD zu ziehen.

Da AB senkrecht auf  der gegebenen Ebene steht, bildet sie mit allen Geraden der Ebene durch
ihren Schnittpunkt rechte Winkel. Somit sind ABD, ABE rechte Winkel.

Die parallelen AB, CD schneiden BD, also sind die Winkel ABD, CDB zusammen gleich zwei 
rechten Winkeln. Da ABD ein rechter Winkel ist, ist auch CDB ein rechter Winkel, womit CD 
senkrecht auf  BD steht.

Es sind die Strecken AB, DE gleich und liegen an der Strecke BD. Damit sind die beiden 
Strecken AB, BD den beiden Strecken ED, DB gleich. Da die Winkel ABD, EDB gleich sind, 
denn beide sind rechte Winkel, ist AD gleich
BE.

Es ist nun AB gleich DE und ist BE gleich
AD, womit die beiden Strecken AB, BE
gleich den beiden Strecken ED, DA sind,
wobei sie jeweils mit AE ein Dreieck bilden.
Somit sind die Winkel ABE, EDA gleich.
Da ABE ein rechter Winkel ist, ist auch
EDA ein rechter Winkel, womit ED auf
AD senkrecht steht.

Da ED auch auf  DB senkrecht steht, ist ED senkrecht zur Ebene der BD, DA und bildet mit 
allen Geraden dieser Ebene durch ihren Schnittpunkt rechte Winkel.
In der Ebene der BD, DA liegt auch CD, das somit senkrecht zu ED ist.
CD steht auch senkrecht auf  BD und ist damit senkrecht im Schnittpunkt D der Geraden DE, 
DB errichtet, womit CD senkrecht zu der Ebene der DE, DB steht. 
Also steht CD senkrecht zu der gegebenen Ebene.

Deshalb ist eine Gerade, deren Parallele senkrecht zu einer Ebene steht, ebenfalls senkrecht zu 
derselben Ebene, was zu zeigen war.
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XI.9.
Gerade sind parallel, die einer anderen parallel sind, auch wenn sie nicht mit ihr in 
derselben Ebene liegen. 

Wenn die Geraden AB, CD der EF parallel sind, jedoch nicht mit ihr in derselben Ebene liegen,
dann, sage ich, sind AB, CD parallel.

Es ist auf  EF in einem beliebigen Punkt G
die in der Ebene der EF, AB liegende
Senkrechte GH und die in der Ebene der EF,
CD liegende Senkrechte GK zu errichten.

Da dann EF zu jeder der GH, GK senkrecht
ist, steht EF zu der Ebene der GH, GK
senkrecht.

EF ist zu AB parallel, somit steht auch AB zu
der Ebene der GH, GK senkrecht.
Aus den gleichen Gründen steht auch CD zu
der Ebene der GH, GK senkrecht. 
Damit steht jede der AB, CD zu der Ebene der GH, GK senkrecht.
Zwei zu derselben Ebene senkrecht stehende Gerade sind parallel [wie XI.6.]. 

Deshalb sind AB, CD parallel, was zu zeigen war.

XI.10.
Zwei sich schneidende Gerade, die schneidenden Geraden einer anderen Ebene 
parallel sind, bilden gleiche Winkel.

Wenn die sich schneidenden Geraden AB,
BC den sich schneidenden Geraden DE,
EF parallel sind, dann, sage ich, ist der
Winkel ABC gleich dem Winkel DEF.

Es sind gleiche Strecken BA, BC, ED, EF
abzutragen und es sind AD, CF, BE, AC,
DF zu ziehen.

Da dann BA der Strecke ED gleich und
parallel ist, ist auch AD der BE gleich und
parallel [wie I.33.].
Aus den gleichen Gründen ist auch CF der
BE gleich und parallel. Damit ist sowohl AD wie CF der Strecke BE gleich und parallel.
Da Gerade parallel sind, die einer anderen Geraden parallel sind, auch wenn sie nicht in der 
gleichen Ebene liegen, ist AD der Strecke CF gleich und parallel. 

Auch die verbindenden Strecken der Endpunkte AC, DF sind damit gleich und parallel.
Da die beiden Strecken AB, BC den beiden Strecken DE, EF gleich sind und auch AC gleich 
DF ist, sind die Winkel ABC, DEF gleich [wie I.8.].

Deshalb bilden zwei sich schneidende Gerade, die schneidenden Geraden einer anderen Ebene 
parallel sind, gleiche Winkel, was zu zeigen war. 
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XI.11.
Auf  einer Ebene die Senkrechte durch einen nicht in ihr liegenden Punkt errichten.

Es sei ein Punkt A und eine Ebene gegeben, in der der Punkt nicht liegt. Zur gegebenen Ebene
soll die Senkrechte errichtet werden, die durch den Punkt A geht.

Es ist in der gegebenen Ebene eine beliebige Gerade BC zu ziehen und auf  BC zum Punkt A 
die zu ihr Senkrechte AD zu errichten [wie
I.12.].

Steht AD senkrecht auf  der Ebene, ist das
Aufgegebene ausgeführt.
Wenn nicht, ist vom Punkt D in der Ebene die
zu BC senkrechte DE zu ziehen [wie I.11.], 
und die zu DE senkrechte AF durch den 
Punkt A zu errichten [wie I.12.].
Durch den Punkt F ist die zu BC parallele 
GH zu ziehen [wie I.31.].

Da BC sowohl zu DA wie DE senkrecht ist,
steht BC senkrecht zur Ebene der DA, DE. Es ist GH parallel zu BC. 

Steht eine von zwei Parallelen senkrecht auf  einer Ebene, dann steht auch die andere senkrecht 
auf  derselben Ebene [wie XI.8.]. Somit ist GH senkrecht zur Ebene der ED, DA.
Da eine Senkrechte mit allen Geraden der Ebene rechte Winkel bildet und GH senkrecht auf  
der Ebene ED, DA steht, in der auch AF liegt, ist GH senkrecht zu AF.

AF ist sowohl zu GH wie zu DE senkrecht.
Da die Senkrechte zu zwei Geraden in ihrem Schnittpunkt senkrecht zur Ebene ist, in der die 
Geraden liegen [wie XI.4.], steht AF senkrecht zur Ebene der ED, GH.
Die Ebene der ED, GH ist die gegebene Ebene und zu ihr steht AF senkrecht.

Damit ist zur gegebenen Ebene die Senkrechte AF durch den Punkt A errichtet, was 
auszuführen war.

XI.12.
An einem Punkt einer Ebene die Senkrechte errichten.

Es sei eine Ebene gegeben und ein Punkt A in ihr. Es soll in A die Senkrechte errichtet werden.

Es ist auf  der Ebene durch einen beliebigen Punkt B, der nicht in ihr liegt, die Senkrechte BC 
zu errichten [wie XI.11.] und durch A die zu BC parallele AD zu ziehen.

Da AD, CB parallel sind und dann, wenn eine von zwei
Parallelen senkrecht auf  einer Ebene steht, auch die 
andere senkrecht auf  derselben Ebene steht [wie XI.8.] 
und mit ihr rechte Winkel bildet, schließt AD mit der
gegebenen Ebene rechte Winkel ein.

Damit ist auf  der gegebenen Ebene im gegebenen Punkt
A die Senkrechte AD errichtet, was auszuführen war.
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XI.13.
Durch denselben Punkt einer Ebene können nicht zwei Senkrechte gezogen werden.

Wenn aber möglich, dann seien im Punkt A einer gegebenen Ebene die beiden Senkrechten AB,
AC errichtet.

Die Geraden BA, AC liegen dann in einer Ebene, die die gegebene Ebene in einer Geraden 
DAE schneidet [wie XI.3.].
Somit liegen dann AB, AC, DAE in einer Ebene.

Da CA senkrecht auf  der gegebenen Ebene steht,
bildet CA mit allen Geraden dieser Ebene durch
ihren Schnittpunkt rechte Winkel, damit auch mit
DAE.
Damit ist dann CAE ein rechter Winkel.
Aus den gleichen Gründen ist auch BAE ein 
rechter Winkel. 
Es sind dann die in derselben Ebene liegenden
Winkel CAE, BAE gleich, was aber nicht möglich ist.

Deshalb können in einem Punkt einer Ebene keine zwei Senkrechte errichtet werden, was zu 
zeigen war.

XI.14.
Ebenen, zu denen dieselbe Gerade senkrecht steht, sind parallel.

Wenn die Gerade AB zu den Ebenen CD, EF senkrecht steht, dann, sage ich, sind diese 
Ebenen parallel.

Denn wenn nicht, werden sie sich, genügend
verlängert, in einer Geraden schneiden.
Diese Gerade sei GH.
Von einem beliebigen Punkt K auf  GH sind die
Geraden AK, BK zu ziehen.

Da AB auf  der Ebene EF senkrecht steht und 
die Gerade BK in der Ebene EF liegt, ist EF 
senkrecht zu AB. 
Damit ist dann der Winkel ABK ein rechter
Winkel.

Aus den gleichen Gründen ist dann auch BAK ein
rechter Winkel.

Im Dreieck ABK sind dann die beiden Winkel
ABK und BAK zusammen gleich zwei rechten
Winkeln, was nicht möglich ist [wie I.17.].
Also werden sich die Ebenen CD, EF nicht
schneiden und sind somit parallel.

Deshalb sind Ebenen parallel, zu denen dieselbe Gerade senkrecht steht, was zu zeigen war.
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XI.15.
Sind zwei sich schneidende Gerade einer Ebene den Geraden einer anderen Ebene 
parallel, dann sind die Ebenen parallel.

Wenn die Geraden AB, BC sich schneiden und den Geraden DE, EF, die in einer anderen 
Ebene liegen, parallel sind, dann, sage ich, ist die Ebene der AB, BC der Ebene der DE, EF 
parallel.

Es ist auf  der Ebene der DE, EF die Senkrechte BG durch den Punkt B zu errichten und 
durch G die zu ED parallele GH und die zu EF
parallele GK zu ziehen.

Da BG auf  der Ebene der DE, EF senkrecht steht,
bildet BG mit allen Geraden durch ihren
Schnittpunkt in der Ebene der DE, EF rechte Winkel.
Dieser Schnittpunkt liegt auf  den Geraden GH, GK
in der Ebene der DE, EF. 
Somit sind BGH, BGK rechte Winkel.

Da BA der Geraden GH parallel ist, sind die Winkel
GBA und BGH zusammen gleich zwei rechten
Winkeln.
BGH ist ein rechter Winkel, also ist auch GBA ein
rechter Winkel. Damit steht GB senkrecht auf  BA.
Aus den gleichen Gründen steht GB senkrecht auf
BC.

Da GB senkrecht zu BA, BC in ihrem Schnittpunkt errichtet ist, steht GB senkrecht auf  der 
Ebene der BA, BC. Da Ebenen, auf  denen dieselbe Gerade senkrecht steht, parallel sind, ist die
Ebene der AB, BC der Ebene der DE, EF parallel.

Deshalb sind dann, wenn zwei sich schneidende Gerade einer Ebene den Geraden einer 
anderen Ebene parallel sind, die Ebenen parallel, was zu zeigen war.
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XI.16.
Die Schnittgeraden in parallelen Ebenen, die von einer Ebene geschnitten werden, sind
parallel.

Wenn die parallelen Ebenen AB, CD von der Ebene EFGH in den Schnittgeraden EF, GH 
geschnitten werden, dann, sage ich, sind EF, GH parallel.

Denn wenn nicht, schneiden sich EF, GH bei genügender Verlängerung über die Punkte F, H 
hinaus im Punkt K.
Da dann EFK in der Ebene AB liegt, liegen alle Punkte der Geraden EFK in der Ebene AB, 
also auch der Punkt K.
Aus den gleichen Gründen liegt dann K auch
in der Ebene CD.
Damit schneiden sich dann die Ebenen AB,
CD bei genügender Verlängerung in einer
Geraden, auf  der K liegt, was nicht möglich
ist, denn AB, CD sind parallel.

Also schneiden sich EF, GH, wie auch immer
über F, H hinaus verlängert, nicht.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass sich EF,
GH nicht schneiden, wenn sie über E, G
hinaus, wie auch immer, verlängert werden.

Da sich EF, GH in keinem Punkt schneiden,
sind sie parallel.

Deshalb sind die Schnittgeraden parallel, wenn
parallele Ebenen von einer Ebene geschnitten
werden, was zu zeigen war.

XI.17.
Die Abschnitte der Geraden, die von parallelen Ebenen geschnitten werden, stehen im 
gleichen Verhältnis.

Wenn die Geraden AB, CD von den parallelen Ebenen GH, KL, MN in den Punkten A, E, B 
und C, F, D geschnitten werden, dann, sage
ich, verhält sich AE zu EB wie CF zu FD.

Es sind AC, BD, AD und, da AD die Ebene
KL im Punkt O schneidet, EO, OF zu
ziehen.
Da die parallelen Ebenen KL, MN von der
Ebene EBDO geschnitten werden, sind die
Schnittgeraden EO, BD parallel.

Aus den gleichen Gründen sind, da die
parallelen Ebenen GH, KL von der Ebene
AOFC geschnitten werden, die
Schnittgeraden AC, OF parallel.
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Im Dreieck ABD ist die Seite BD parallel zu EO, somit verhält sich AE zu EB wie AO zu OD 
[wie VI.2.].
Im Dreieck ADC ist die Seite AC parallel zu OF, womit sich AO zu OD verhält wie CF zu FD.
Damit verhält sich AE zu EB wie CF zu FD.

Deshalb stehen die Abschnitte der Geraden, die von parallelen Ebenen geschnitten werden, im 
gleichen Verhältnis, was zu zeigen war.

XI.18.
Die Ebenen, in denen eine Senkrechte zu einer Ebene liegt, stehen senkrecht zu dieser 
Ebene.

Wenn die Gerade AB senkrecht zu einer gegebenen Ebene steht, dann, sage ich, stehen alle 
Ebenen, in denen AB liegt, senkrecht zu dieser gegebenen Ebene.

Es liege AB in der Ebene DE, die die gegebene Ebene in der Geraden CE schneidet.
Es ist vom beliebigen Punkt F auf  CE die Senkrechte FG zu errichten, die in DE liegt.

Da AB zur gegebenen Ebene senkrecht steht, steht AB senkrecht zu allen Geraden der 
gegebenen Ebene und damit senkrecht zu CE.
Damit ist der Winkel ABF ein rechter Winkel, ebenso ist der Winkel GFB ein rechter Winkel.
Also ist AB parallel zu FG.
Da AB senkrecht zur gegebenen Ebene steht,
steht auch FG senkrecht zur gegebenen
Ebene [wie XI.8.]. 

Eine zu einer Ebene senkrecht stehende
Ebene bildet mit alle Senkrechten zur
Schnittgeraden in der einen Ebene mit denen
in der anderen Ebene durch den gleichen
Schnittpunkt rechte Winkel, weshalb die
Ebene DE, in der AB, FG liegen, mit allen
Senkrechten zur Schnittgeraden CE in der
gegebenen Ebene im jeweils gleichen Schnittpunkt rechte Winkel bildet.
Damit steht die Ebene DE senkrecht zur gegebenen Ebene.

Ebenso ist für jede andere Ebene, in der AB liegt, zu zeigen, dass sie senkrecht zur gegebenen 
Ebene steht.

Deshalb stehen die Ebenen, in denen eine Senkrechte zu einer Ebene liegt, senkrecht zu dieser 
Ebene, was zu zeigen war.
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XI.19.
Die Schnittgerade von Ebenen, die senkrecht zu einer Ebene stehen, steht senkrecht zu
dieser Ebene.

Wenn die beiden Ebenen AB, BC mit der Schnittgeraden BD zu einer gegebenen Ebene 
senkrecht stehen, dann, sage ich, ist BD senkrecht zur gegebenen Ebene.

Denn wenn nicht, ist vom Punkt D in der Ebene AB die zu AD senkrechte DE und von D in 
der Ebene BC die zu CD senkrechte DF zu errichten.

Da AB zur gegebenen Ebene senkrecht ist und auf  deren Schnittgeraden AD in der Ebene AB 
die Senkrechte DE errichtet ist, steht dann
DE senkrecht zur gegebenen Ebene.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass dann DF
zur gegebenen Ebene senkrecht ist.
Damit sind dann im Punkt D auf  der
gegebenen Ebene zwei Senkrechte errichtet,
was nicht möglich ist [wie XI.13.].

Also ist im Punkt D keine andere Senkrechte
zu errichten als DB, die Schnittgerade der
Ebenen AB, BC ist.

Deshalb steht die Schnittgerade von Ebenen, die senkrecht zu einer Ebene stehen, senkrecht zu
dieser Ebene, was zu zeigen war.

XI.20.
Im Raumwinkel, der von drei ebenen Winkeln gebildet wird, sind je zwei Winkel 
zusammen größer als der dritte.

Wenn der Raumwinkel im Punkt A von den drei ebenen Winkeln BAC, CAD, DAB gebildet 
wird, dann, sage ich, sind je zwei der drei Winkel BAC, CAD, DAB zusammen größer als der 
dritte. 

Denn wenn die drei Winkel BAC, CAD, DAB gleich
sind, dann sind offensichtlich je zwei größer als der
dritte.

Wenn aber nicht, dann sei BAC der größte.
Im Punkt A der Ebene der BA, AC ist dann der Winkel
BAE, der gleich dem Winkel DAB ist, anzulegen, wobei
AE gleich AD sei.
Durch den Punkt E ist dann BEC zu legen und es sind
DB, DC zu ziehen. Da die gleichen DA, AE an AB
liegen und mit ihr die gleichen Winkel DAB, BAE
bilden, ist DB gleich BE [wie I.4.].

BD und DC zusammen sind größer als BC [wie I.20.] und da DB gleich BE ist, ist DC größer 
als EC. 

Da die gleichen DA, AE an AC liegen und da DC größer als EC ist, ist der Winkel DAC größer
als der Winkel EAC [wie I.25.].
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Wie gezeigt, sind die Winkel DAB, BAE gleich und damit die Winkel DAB und DAC 
zusammen größer als BAC.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass von den übrigen Winkeln je zwei größer als der dritte sind.

Deshalb sind im Raumwinkel, der von drei ebenen Winkeln gebildet wird, je zwei Winkel 
zusammen größer als der dritte, was zu zeigen war.

XI.21.
Die ebenen Winkel, die einen Raumwinkel bilden, sind zusammen kleiner als vier 
rechte Winkel.

Wenn der Raumwinkel im Punkt A von den ebenen Winkeln  BAC, CAD, DAB gebildet wird, 
dann, sage ich, sind BAC, CAD, DAB zusammen kleiner als vier rechte Winkel.

Denn wenn auf  den Geraden AB, AC, AD durch beliebige Punkte B, C, D die Geraden BC, 
CD, DB gezogen werden, sind von den ebenen Winkeln CBA, ABD, CBD, die den Raumwinkel
im Punkt B bilden, je zwei zusammen größer als der dritte [wie XI.20.].
Somit sind die Winkel CBA, ABD zusammen größer als der Winkel CBD.

Aus den gleichen Gründen sind die Winkel BCA, ACD
zusammen größer als der Winkel BCD und sind die
Winkel CDA, ADB zusammen größer als der Winkel
CDB.
Damit sind die Winkel CBA, ABD, BCA, ACD, CDA,
ADB zusammen größer als die Winkel CBD, BCD,
CDB zusammen.

Da die drei Winkel CBD, BDC, BCD zusammen gleich
zwei rechten Winkeln sind, sind die sechs Winkel CBA,
ABD, BCA, ACD, CDA, ADB zusammen größer als
zwei rechte Winkel.

In jedem der Dreiecke ABC, ACD, ADB sind jeweils die drei Innenwinkel zusammen gleich 
zwei rechten Winkeln, also sind die neun Winkel CBA, ACB, BAC, ACD, CDA, CAD, ADB, 
DBA, BAD zusammen gleich sechs rechten Winkeln. 
Davon sind die sechs Winkel CBA, DBA, ACB, ACD, CDA, ADB zusammen größer als zwei 
rechte Winkel, also sind die übrigen drei Winkel BAC, CAD, DAB, die den Raumwinkel im 
Punkt A bilden, zusammen kleiner als vier rechte Winkel.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass die ebenen Winkel, die den Raumwinkel bilden, 
zusammen kleiner als vier rechte Winkel sind, wenn der Raumwinkel von mehr als drei ebenen 
Winkeln gebildet wird.

Deshalb sind die ebenen Winkel, den einen Raumwinkel bilden, zusammen kleiner als vier 
rechte Winkel, was zu zeigen war.
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XI.22.
Drei Strecken über denen ebene Winkel errichtet sind, von denen je zwei zusammen 
größer sind als der dritte und die jeweils von gleichen Strecken eingeschlossen werden, 
sind den Seiten eines Dreiecks gleich. 

Wenn die drei ebenen Winkel ABC, DEF, GHK, von denen je zwei zusammen größer sind als 
der dritte, also ABC, DEF zusammen größer sind als GHK, auch DEF, GHK zusammen 
größer sind als ABC und auch GHK, ABC zusammen größer sind als DEF, von den gleichen 
Strecken AB, BC, DE, EF, GH, HK eingeschlossen werden und damit die Strecken AC, DF, 
GK gegeben sind, dann, sage ich, sind die Strecken, die AC, DF, GK gleich sind, gleich den 
Seiten eines Dreiecks, denn je zwei dieser Strecken sind größer als die dritte.

Denn wenn die Winkel ABC, DEF, GHK gleich sind, sind offensichtlich auch AC, DF, GK 
gleich und es kann aus ihnen ein gleichseitiges Dreieck errichtet werden.

Sind ABC, DEF, GHK nicht gleich, ist an HK im Punkt H der dem Winkel ABC gleiche 
Winkel KHL anzulegen und ist die den Strecken AB, BC, DE, EF, GH, HK gleiche Strecke HL
und sind die Strecken KL, GL zu ziehen.

Da die beiden Strecken AB, BC den beiden Strecken KH, HL gleich sind und der Winkel im 
Punkt B dem Winkel KHL gleich ist, ist die Strecke AC gleich der Strecke KL.

Nun sind zwei der Winkel ABC,
DEF, GHK zusammen entweder
kleiner, gleich oder größer als zwei
rechte Winkel 4.

Sind die Winkel ABC, GHK
kleiner als zwei rechte Winkel, so
sind die Winkel ABC, GHK
zusammen größer als der Winkel
DEF, wobei der Winkel ABC
gleich KHL ist, somit ist der
Winkel GHL größer als der Winkel DEF.
Die beiden Strecken GH, HL sind den beiden Strecken DE, EF gleich, der Winkel GHL ist 
größer als DEF, damit ist die Strecke GL größer
als DF [wie I.24.].
Da die Strecken GK, KL zusammen größer als
GL sind, sind GK, KL zusammen umso mehr
größer als DF.
Die Strecke KL ist gleich AC, somit sind AC,
GK zusammen größer als DF.

Sind die Winkel ABC, GHK zusammen gleich
zwei rechten Winkeln, dann liegen GH, HL auf
derselben Geraden.

Es sind dann GK, KL zusammen größer als
GL, das gleich DE, EF zusammen ist. 
DE, EF sind zusammen größer als DF, somit sind GK, KL zusammen größer als DF. 

4 So bei Clavius und bei Ratdolt
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Da KL gleich AC ist, sind AC, GK zusammen größer als DF.

Sind die Winkel ABC, GHK zusammen größer als
zwei rechte Winkel, dann sind KG, KL zusammen
größer als KH, HL zusammen, denn KG ist größer als
KH und KL ist größer als HL.
Die Strecken KH, HL sind gleich den Strecken DE,
EF, somit sind KG, KL zusammen größer als DE, EF
zusammen. 
DE, EF sind zusammen größer als DF, also sind KG,
KL zusammen größer als DF.
Da KL gleich AC ist, sind AC, GK zusammen größer
als DF.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass die Strecken AC,
DF zusammen größer als GK und dass die Strecken
DF, GK zusammen größer als AC sind.

Deshalb sind die Strecken, die den Strecken AC, DF,
GK gleich sind, gleich den Seiten eines Dreiecks, was
zu zeigen war.

Lemma XI.23.

Zu zwei gegebenen Strecken diejenige finden, die um das Quadrat der einen 
kleiner ist als das Quadrat der anderen.

Es soll die Strecke OR gefunden werden, so dass das Quadrat über OR um das Quadrat über 
der gegebenen LO kleiner ist als das Quadrat über der gegebenen Strecke AB.
Von den Strecken AB, LO sei AB die größere. 

Es ist über AB der Halbkreis ABC zu beschreiben, die
Strecke AC, die gleich LO ist, einzutragen [wie IV.1.]
und CB zu ziehen.

Da im Halbkreis ABC der Winkel ACB ein rechter
Winkel ist, ist das Quadrat über AB gleich den
Quadraten über AC, CB zusammen.
AC ist gleich LO, somit ist das Quadrat über AB um das Quadrat über CB größer als das 
Quadrat über LO.

Die Strecke OR, die gleich CB ist, ist damit die Strecke, die um das Quadrat über LO kleiner ist 
als das Quadrat über AB, was auszuführen war.
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XI.23.
Aus drei ebenen Winkeln, die zusammen kleiner als vier rechte Winkel sind und von 
denen je zwei zusammen größer sind als der dritte, einen Raumwinkel bilden.

Aus den drei ebenen Winkeln ABC, DEF, GHK, die zusammen kleiner als vier rechte Winkel 
sind und von denen je zwei zusammen
größer sind als der dritte, soll ein
Raumwinkel gebildet werden.

Zu gleichen Strecken AB, BC, DE, EF,
GH, HK sind AC, DF, GK zu ziehen
und aus Strecken, die AC, DF, GK
gleich sind ist das Dreieck LMN zu
errichten, wobei AC gleich LM, DF
gleich MN und GK gleich NL sei.
Es ist dann um das Dreieck LMN der Kreis LMN mit Mittelpunkt O zu beschreiben [wie IV.5.]
und sind LO, MO, NO zu ziehen.

Ich sage, die Strecke AB ist größer als die Strecke LO.
Denn wenn nicht, ist AB entweder gleich oder kleiner LO.

Ist AB gleich LO, dann, da AB gleich BC und da OL gleich OM
ist, sind die beiden Seiten AB, BC den beiden Seiten LO, OM
gleich. Da AC gleich LM ist, ist dann der Winkel ABC gleich
dem Winkel LOM.

Aus gleichen Gründen ist dann der Winkel DEF gleich MON
und ist der Winkel GHK gleich NOL.
Damit sind dann die Winkel ABC, DEF, GHK zusammen gleich den Winkeln LOM, MON, 
NOL zusammen. 
Da die Winkel LOM, MON, NOL zusammen gleich vier rechten Winkeln sind, sind dann auch 
die Winkel ABC, DEF, GHK zusammen gleich vier rechten Winkeln, was, da sie nach 
Voraussetzung kleiner als vier rechte Winkel sind, nicht möglich ist.
Also ist AB nicht gleich LO.

Die Strecke AB ist aber auch nicht kleiner als LO. 
Denn ist sie kleiner, dann ist OP gleich AB und ist OQ gleich BC
einzutragen und PQ zu ziehen.

Da AB gleich BC ist, ist dann OP gleich OQ.
Da LP gleich QM ist, sind LM, PQ parallel.
In den Dreiecken LMO, PQO liegen somit gleiche Winkel und es
verhält sich OL zu LM wie OP zu PQ [wie VI.4.], und, nach
Umordnung, verhält sich LO zu OP wie LM zu OQ.

Da LO größer als OP ist, ist LM größer als PQ.
Damit sind die beiden Strecken AB, BC gleich den beiden Strecken PO, OQ und ist AC größer 
als PQ. Der Winkel ABC ist dann größer als POQ [wie I.25.].

Ebenso ist zu zeigen, dass dann der Winkel DEF größer als MON und dass der Winkel GHK 
größer als NOL ist.
Damit sind die Winkel ABC, DEF, GHK zusammen größer als die Winkel LOM, MON, NOL 
zusammen.
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Da nach Voraussetzung die Winkel ABC, DEF, GHK zusammen kleiner als vier rechte Winkel 
sind, sind dann die Winkel LOM, MON, NOL zusammen noch kleiner als vier rechte Winkel;
da sie aber gleich vier rechten Winkeln sind, ist dies nicht möglich.
Also ist AB nicht kleiner als LO.

Wie gezeigt, ist AB weder kleiner, noch gleich LO,
sondern somit größer LO.

Es ist schließlich zur Ebene des Kreises LMN im
Punkt O die Senkrechte OR zu errichten, wobei das
Quadrat über OR um das Quadrat über LO kleiner
sei, als das Quadrat über AB.
Es sind dann RL, RM, RN zu ziehen.

Da RO zur Ebene des Kreises LMN senkrecht steht und da LO gleich OM ist, wobei OR in 
ihrem Schnittpunkt zu ihnen senkrecht ist, ist RL gleich RM.
Aus den gleichen Gründen sind RN, RL, RM gleich.

Das Quadrat über AB ist nach Voraussetzung gleich den Quadraten über LO, OR zusammen.
Da LOR ein rechter Winkel ist, ist das Quadrat über LR gleich den Quadraten über LO, OR 
zusammen [wie I.47.]. 
Somit ist das Quadrat über AB gleich dem Quadrat über RL und ist AB gleich RL.
Da die Strecken AB, BC, DE, EF, GH, HK gleich sind, sind damit diesen auch die Strecken RL,
RM, RN gleich.

Die beiden Strecken LR, RM sind gleich den beiden Strecken AB, BC und, da LM gleich AC ist,
sind die Winkel LRM, ABC gleich. Aus den gleichen Gründen sind die Winkel MRN, DEF und
sind die Winkel LRN, GHK gleich.

Damit sind die drei ebenen Winkel LRM, MRN, LRN gleich den ebenen Winkeln ABC, DEF, 
GHK und bilden im Punkt R den Raumwinkel aus LRM, MRN, LRN, was auszuführen war. 

XI.24.
Die gegenüberliegenden Flächen eines Körpers, der in Länge, Breite und Höhe 
zwischen parallelen Ebenen liegt, sind gleiche Parallelogramme.

Wenn der Körper CDHG zwischen den parallelen Ebenen AC, GF, AH, DF, BF, AE liegt, 
dann, sage ich, sind gegenüberliegende
Flächen gleiche Parallelogramme.

Denn da die parallelen Ebenen BG, CE
die Ebene AC schneiden, sind ihre
Schnittgeraden parallel [wie XI.16.]. 
Somit sind die Strecken AB, DC parallel.

Da die parallelen Ebenen BF, AE die
Ebene AC schneiden, sind BC, AD
parallel.
Da, wie gezeigt, auch AB, DC parallel sind,
ist AC ein Parallelogramm.
Ebenso ist zu zeigen, dass DF, FG, GB, BF, AE Parallelogramme sind.
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Es ist dann AH, DF zu ziehen.
Da jeweils die Geraden AB, DC und die Geraden BH, CF parallel sind, schneiden die Geraden 
AB, BH die Geraden DC, CF in derselben Ebene.
Damit sind die Winkel, die sie bilden, gleich. Also ist der Winkel ABH gleich dem Winkel DCF.

Da die beiden Strecken AB, BH den beiden Strecken DC, CF gleich sind und da die Winkel 
ABH, DCF gleich sind, ist AH gleich DF und das Dreieck ABH gleich dem Dreieck DCF.

Das Parallelogramm BG ist das Doppelte des Dreiecks ABH und das Parallelogramm CE ist 
das Doppelte des Dreiecks DCF, somit ist BG gleich CE.
Ebenso ist zu zeigen, dass AC gleich GF und dass AE gleich BF ist.

Also sind die gegenüberliegenden Flächen eines Körpers, der in Länge, Breite und Höhe 
zwischen parallelen Ebenen liegt, gleiche Parallelogramme, was zu zeigen war. 

XI.25.
Von den durch eine, zu einer der gegenüberliegenden Flächen eines parallelepipeden 
Körpers parallelen, schneidende Ebene abgeteilten Körpern verhält sich einer zum 
andern wie seine Grundfläche zur andern.

Wenn der parallelepipede Körper ABCD von einer zu RA parallelen Ebene FG geschnitten 
wird, dann, sage ich, steht die Grundfläche AEFV im gleichen Verhältnis zur Grundfläche 
EHCF wie der Körper ABFU zum Körper EGCD.

Denn wenn AH nach der einen Seite
um AK und KL, die AE gleich sind,
und nach der anderen Seite um HM
und MN, die EH gleich sind,
verlängert wird, sind die
Parallelogramme LP, KV, HW, MS
und sind die Körper LQ, KR, DM,
MT zu vervollständigen.

Da LK gleich KA und gleich AE ist,
ist LP gleich KV und gleich AF und
ist KO gleich KB und gleich AG,
somit ist LX gleich KQ und gleich AR, denn diese Flächen liegen sich gegenüber [wie XI.24.].

Aus den gleichen Gründen ist EC gleich HW und gleich MS, ist HG gleich HI und gleich IN 
und ist DH gleich MZ und gleich NT.

Damit sind jeweils drei gegenüberliegende Flächen jeder der Körper LQ, KR, AU gleich drei 
Flächen der jeweils anderen, also sind LQ, KR, AU gleich [wie XI.24.].
Aus den gleichen Gründen ist ED gleich HZ und gleich MT.

Die Grundfläche LZ ist das gleiche Vielfache der Grundfläche AF wie der Körper LU das 
Vielfache des Körpers AU ist.

Aus den gleichen Gründen ist die Grundfläche NF das gleiche Vielfache der Grundfläche HF 
wie der Körper NU das Vielfache des Körpers HU ist.

Ist LF gleich NF, dann ist LU gleich NU, ist jedoch LF größer als NF, ist auch LU größer als 
NU, ist aber LF kleiner als NF, dann ist auch LU kleiner als NU.
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Da die vier Größen, nämlich die Grundflächen LF, FN und die Körper LU, NU, gleiche 
Vielfache der beiden Grundflächen AF, FH und der beiden Körper AU, UH sind, ist dann, wie 
gezeigt, LU größer als NU, wenn LF größer als FN ist, ist LU gleich NU, wenn LF gleich FN 
und ist LU kleiner als NU, wenn LF kleiner als FN ist.

Deshalb verhält sich AF zu FH wie AU zu UH [wie V. Erklärung 5.], was zu zeigen war.

XI.26.
An einer Geraden in einem gegebenen Punkt einen Raumwinkel anlegen, der einem 
gegebenen gleich ist.

An der gegebenen Geraden AB soll im gegebenen Punkt A ein Raumwinkel angelegt werden, 
der dem Raumwinkel im Punkt D, der von den ebenen Winkeln EDC, EDF, FDC gebildet 
wird, gleich ist.

Es ist die Senkrechte FG auf  der Ebene der ED, DC durch einen beliebigen Punkt F auf  der 
Geraden DF zu errichten und DG zu ziehen.
Dann sind an der Geraden AB im Punkt A die Winkel BAL, der gleich EDC ist, und davon der 
Winkel BAK, der gleich EDG ist, abzuteilen und es ist die Strecke AK, die gleich DG ist, zu 
ziehen, es ist die Senkrechte KH, die gleich FG ist, auf  der Ebene der BA, AL durch den Punkt
K zu errichten und es ist HA zu ziehen.

Ich sage, der Raumwinkel im Punkt A, der von den Winkeln BAL, BAH, HAL gebildet wird, ist
gleich dem Raumwinkel, der im Punkt D von den Winkeln EDC, EDF, FDC gebildet wird.

Denn wenn die Strecken AB, DE gleich sind und HB, KB, FE, GE gezogen werden, dann sind 
alle Winkel der FG, da sie auf  der Ebene der DE, DC senkrecht steht, mit Geraden dieser 
Ebene durch ihren Schnittpunkt rechte Winkel. Also sind FGD, EGF rechte Winkel.
Aus den gleichen Gründen sind HKA, BKH rechte Winkel.

Da von den beiden Strecken KA, AB den beiden
Strecken GD, DE eine der anderen gleich ist und
die Winkel BAK, EDG, die sie einschließen,
gleich sind, ist KB gleich GE.
Es ist HK gleich FG und ist KB gleich GE und
es sind die Winkel, die sie einschließen, gleich,
somit ist HB gleich FE.
Da die beiden Strecken AK, KH den beiden
Strecken DG, GF gleich sind und die Winkel, die
sie einschließen, gleich sind, sind die Strecken
AH, DF gleich.

Es ist AB gleich DE, somit sind die beiden
Strecken HA, AB den beiden Strecken FD, DE
gleich und, da auch HB, FE gleich sind, ist der
Winkel BAH gleich dem Winkel EDF [wie I.8.].

Aus den gleichen Gründen sind die Winkel HAL,
FDC und sind die Winkel BAL, EDC gleich.

Damit ist an der Geraden AB im Punkt A der Raumwinkel angelegt, der dem im Punkt D 
gegebenen gleich ist, was auszuführen war.
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XI.27.
An einer Strecke ein Parallelepiped, das einem gegebenen ähnlich ist, gleich errichten.

An der gegebenen Strecke AB soll ein Parallelepiped gleich errichtet werden, das dem 
gegebenen Parallelepiped CD ähnlich ist.

Es ist an der Strecke AB im Punkt A ein Raumwinkel anzulegen, der dem in C gleich ist und 
von den Winkeln BAH, HAK, KAB gebildet wird. 

Es ist dann der Winkel BAH gleich dem Winkel ECF, der Winkel BAK gleich dem Winkel 
ECG und der Winkel KAH gleich dem Winkel GCF.
Es verhält sich somit EC zu CG wie BA zu AK und verhält sich GC zu CF wie KA zu AH.
Damit verhält sich aufgrund Gleichheit EC zu CF wie BA zu AH [wie V.22.].

Es ist dann das Parallelogramm BM und das
Parallelepiped AL zu vervollständigen.

Da sich EC zu CG verhält wie BA zu AK
und da diese Seiten, die die gleichen Winkel
ECG, BAK einschließen, im gleichen
Verhältnis stehen, ist das Parallelogramm GF
ähnlich dem Parallelogramm KH.

Aus den gleichen Gründen ist das
Parallelogramm KA ähnlich dem
Parallelogramm GC und ist das
Parallelogramm FC ähnlich dem
Parallelogramm HA.

Damit sind drei Parallelogramme des
Körpers CD ähnlich den drei
Parallelogrammen des Körpers AL.

Da jeweils drei parallel gegenüberliegende Parallelogramme ähnlich zu drei parallel 
gegenüberliegenden Parallelogrammen gleich errichtet sind, ist das Parallelepiped AL ähnlich 
dem Parallelepiped CD.

Damit ist an der Strecke AB ein dem gegebenen Parallelepiped CD ähnliches Parallelepiped AL 
gleich errichtet, was auszuführen war.
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XI.28.
Ein Parallelepiped, das von einer Ebene geschnitten wird, in der die Diagonalen zweier
gegenüberliegender Flächen liegen, wird dadurch in zwei gleiche Teile geteilt.

Wenn das Parallelepiped AB von der Ebene CDEF, in der die Diagonalen CF, DE zweier 
gegenüberliegenden Flächen liegen, geschnitten
wird, dann, sage ich, wird das Parallelepiped
AB durch CDEF in zwei gleiche Teile geteilt.

Da das Dreieck CGF dem Dreieck CFB gleich
ist, da das Dreieck ADE dem Dreieck DEH
gleich ist, da zudem das Parallelogramm GE
dem Parallelogramm CH gleich ist, ist das
Prisma mit den beiden Dreiecken CGF, ADE
und den drei Parallelogrammen GE, AC, CE
gleich dem Prisma mit den beiden Dreiecken
CFB, DEH und den drei Parallelogrammen CH, BE, CE.

Da die Flächen des einen Prismas den Flächen des anderen Prismas an Größe und Anzahl 
gleich sind, wird der Körper AB durch CDEF in zwei gleiche Teile geteilt, was zu zeigen war.

XI.29.
Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten dieselben Geraden 
schneiden, sind gleich.

Wenn die Parallelepipede CM, CN die gleiche Höhe und dieselbe Grundfläche AB haben und 
ihre Kanten AF, AG, LM, LN die Gerade FN und die Kanten CD, CE, BH, BK die Gerade 
DK schneiden, dann, sage ich, ist der Körper CM dem Körper CN gleich.

Denn da CH, CK Parallelogramme sind,
ist CB sowohl gleich DH wie gleich EK,
somit ist die Strecke DH gleich der Strecke
EK und, da diese auf  der gleichen
Geraden liegen, ist DE gleich HK.

Da damit das Dreieck DCE gleich dem
Dreieck HBK ist und da DG gleich HN
ist, ist aus den gleichen Gründen das
Dreieck AFG gleich dem Dreieck MLN.
Das Parallelogramm CF ist gleich BM und
das Parallelogramm CG gleich BN, wobei sie jeweils gegenüberliegen. 

Damit ist das Prisma mit den beiden Dreiecken AFG, DCE und den drei Parallelogrammen 
AD, DG, CG gleich dem Prisma mit den beiden Dreiecken MLN, HBK und den drei 
Parallelogrammen BM, HN, BN. 
Da sich die Parallelepipede zwischen der gemeinsamen Grundfläche AB und der Ebene 
GEHM durch diese Prismen unterscheiden, von denen eines hinzukommt und das andere 
weggenommen wird, ist der Körper CM gleich dem Körper CN.

Deshalb sind Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten dieselben 
Geraden schneiden, gleich, was zu zeigen war. 
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XI.30.
Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten nicht dieselben 
Geraden schneiden, sind gleich.

Wenn die Parallelepipede CM, CN die gleiche Höhe und dieselbe Grundfläche AB haben und 
obwohl ihre Kanten AF, AG, LM, LN, CD, CE, BH, BK nicht dieselben Geraden schneiden, 
dann, sage ich, ist der Körper CM doch dem Körper CN gleich.

Denn die verlängerte Kante NK
schneidet die verlängerten Kanten
DH, FM in den Punkten R, P und die
verlängerten Kanten FM, GE
schneiden sich in den Punkten O, Q.
Es ist dann AO, LP, CQ, BR zu
ziehen.

Der Körper CM, dessen Grundfläche
das Parallelogramm ACBL ist, das
dem das Parallelogramm FDHM
gegenüber liegt, ist gleich dem Körper
CP ist, dessen Grundfläche ebenso das Parallelogramm ACBL ist, dem das Parallelogramm 
OQRP gegenüber liegt, denn sie haben dieselbe Grundfläche und die gleiche Höhe und ihre 
Kanten AF, AO, LM, LP, CD, CQ, BH, BR schneiden dieselben Geraden FP, DR [wie XI.29.].

Da der Körper CP, dessen Grundfläche das Parallelogramm ACBL ist, dem das Parallelogramm
OQRP gegenüber liegt, auch gleich dem Körper CN ist, dessen Grundfläche das 
Parallelogramm ACBL ist, das dem Parallelogramm GEKN gegenüber liegt, denn diese Körper
haben dieselbe Grundfläche ACBL und die gleiche Höhe und ihre Kanten AG, AO, CE, CQ, 
LN, LP, BK, BR schneiden dieselben Geraden GQ, NR, ist der Körper CM gleich dem Körper 
CN.

Deshalb sind Parallelepipede derselben Grundfläche und Höhe, deren Kanten nicht dieselben 
Geraden schneiden, gleich, was zu zeigen war.

XI.31.
Parallelepipede gleicher Grundfläche und Höhe sind gleich.

Wenn die Parallelepipede AE, CF auf  den gleichen Grundflächen AB, CD errichtet sind und 
die gleiche Höhe haben, dann, sage ich, ist der Körper AE gleich dem Körper CF.

Wenn die Kanten HK, BE, AG, LM, OP, DF, CN, RS senkrecht auf  den Grundflächen AB, CD
stehen, ist der Winkel ALB ist entweder gleich oder ungleich dem Winkel CRD.

Wenn die Winkel ALB, CRD ungleich sind und die Kanten HK, BE, AG, LM, OP, DF, CN, RS 
stehen senkrecht auf  den Grundflächen AB, CD, ist die Strecke CR um RT, die gleich AL ist, zu
verlängern und im Punkt R der dem Winkel ALB gleiche Winkel TRQ anzulegen, wobei RQ 
gleich LB ist. Es sind dann die Grundfläche RW und der Körper QX zu vervollständigen.

Da dann die beiden Strecken TR, RQ den beiden Strecken AL, LB gleich sind und sie den 
gleichen Winkel einschließen, ist das Parallelogramm RW gleich und ähnlich dem 
Parallelogramm HL.
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Da AL gleich RQ und da LM gleich RS ist, wobei sie jeweils rechte Winkel bilden, ist das 
Parallelogramm RU gleich und
ähnlich dem Parallelogramm 
AM. 

Aus den gleichen Gründen 
sind die Parallelogramme 
LE, WU ähnlich und gleich.

Damit sind drei 
Parallelogramme des 
Körpers AE gleich und 
ähnlich den drei Parallelogrammen 
des Körpers QX.

Da diese Parallelogramme jeweils
gleichen und ähnlichen
Parallelogrammen gegenüberliegen, 
ist das Parallelepiped AE gleich dem
Parallelepiped QX. 

Stehen die Kanten HK, BE, AG,
LM, OP, DF, CN, RS senkrecht auf
den Grundflächen AB, CD und ist
aber der Winkel ALB gleich dem Winkel CRD, sind die Strecken DR, WQ bis zu ihrem 
Schnittpunkt Z zu verlängern, ist durch T die zu DZ parallele VTY zu ziehen und OD bis V zu
verlängern. 
Es sind dann die Körper ZX, VS zu vervollständigen.

Der Körper XZ, dessen Grundfläche das Parallelogramm ZT ist und SI gegenüberliegt, ist 
gleich dem Körper XQ ist, dessen Grundfläche RW ein Parallelogramm ist und UX 
gegenüberliegt, denn beide haben eine dem ZT gleiche Grundfläche und die gleiche Höhe und 
ihre Kanten RZ, RQ, TY, TW, SÄ, SU, XI, XÖ schneiden dieselben Geraden ZW, ÄÖ [wie 
XI.29.]. 
Da der Körper XQ gleich dem Körper AE ist, ist somit der Körper XZ gleich AE.

Da das Parallelogramm RQWT gleich ZT ist, denn sie sind auf  derselben Strecke RT errichtet 
und liegen zwischen den Parallelen RT, ZW, und da das Parallelogramm RQWT gleich dem 
Parallelogramm CD ist, ist das Parallelogramm ZT gleich dem Parallelogramm CD.

Die Parallelogramme ZT, CD liegen am Parallelogramm DT, also verhält sich CD zu DT wie 
ZT zu DT. Da die Grundflächen der Parallelepipede CF, DX von der Ebene CV abgeteilt sind, 
verhält sich damit CD zu DT wie CF zu DX [wie XI.25.].

Ebenso, da die Grundflächen der Parallelepipede ZX, DX von der gegenüberliegenden Ebene 
DY abgeteilt sind, verhält sich ZT zu TD wie ZX zu DX.
Da sich CD zu DT verhält wie ZT zu DT, verhält sich somit CF zu DX wie ZX zu DX.
Somit stehen CF, ZX im gleichen Verhältnis zu DX und es ist deshalb CF gleich ZX.

Wie gezeigt, ist der Körper XZ gleich dem Körper AE und damit der Körper AE gleich dem 
Körper CF.

Stehen die Kanten HK, BE, AG, LM, OP, DF, CN, RS nicht senkrecht auf  den Grundflächen 
AB, CD, dann, sage ich, ist der Körper AE dennoch gleich dem Körper CF.



Denn werden durch die Punkte K, E, G, M, P, F, N, S die Senkrechten KQ, ET, GU, MV, PW, 
FZ, NX, SY auf  der Ebene der
Grundflächen errichtet, die die Ebene
in den Punkten Q, T, U, V, W, Z, X, Y
schneiden, sind TQ, QU, UV, VT, XW,
WZ, ZY, YX zu ziehen.

Der Körper KV ist gleich dem Körper 
PY, denn diese sind auf  den gleichen
Grundflächen KM, PS errichtet und
haben die gleiche Höhe, wobei ihre
Kanten auf  den Grundflächen
senkrecht stehen.

Der Körper KV ist gleich dem Körper
AE und der Körper PY gleich dem
Körper CF, denn diese sind auf  den
gleichen Grundflächen errichtet und
haben die gleiche Höhe, wenn auch
ihre Kanten nicht dieselben Geraden
schneiden [wie XI.30.].

Also ist das Parallelepiped AE gleich dem Parallelepiped CF.

Deshalb sind Parallelepipede gleicher Grundfläche und Höhe gleich, was zu zeigen war.

XI.32.
Gleich hohe Parallelepipede stehen im gleichen Verhältnis wie ihre Grundflächen.

Wenn die Parallelepipede AB, CD die gleiche Höhe haben, dann, sage ich, stehen sie im 
gleichen Verhältnis wie ihre Grundflächen, es verhält sich also AE zu CF wie AB zu CD.

Denn wenn an die Strecke FG ein dem Parallelogramm AE gleiches Parallelogramm FH 
angelegt wird, ist über FH das
Parallelepiped GK mit der
Höhe des Parallelepipeds CD
zu errichten. 

Damit ist GK gleich AB, denn
sie sind auf  den gleichen
Grundflächen AE, FH mit
gleicher Höhe errichtet.
Da das Parallelepiped CK
durch die Ebene DG geteilt
wird, verhält sich CF zu FH wie CD zu DH [wie XI.25.].

Das Parallelogramm FH ist gleich dem Parallelogramm AE und das Parallelepiped GK ist 
gleich dem Parallelepiped AB. Also verhält sich AE zu CF wie AB zu CD.

Deshalb stehen gleich hohe Parallelepipede im gleichen Verhältnis wie ihre Grundflächen, was 
zu zeigen war.

http://opera-platonis.de/euklid/B11g/B11_32.htm


XI.33.
Ähnliche Parallelepipede stehen im gleichen Verhältnis wie die Kuben über 
entsprechenden Kanten.

Wenn das Parallelepiped AB dem Parallelepiped CD ähnlich ist und die Kante AE der Kante 
CF entspricht, dann, sage ich, verhält sich der Körper AB zum Körper CD wie der Kubus über 
der Kante AE zum Kubus über der Kante CF.

Es ist AE, GE, HE bis EK, EL, EM zu verlängern, wobei EK gleich CF, EL gleich FN und 
EM gleich FR ist, und das Parallelogramm KL und der Körper KP zu vervollständigen.

Da die beiden Kanten KE, EL den
beiden Kanten CF, FN gleich sind, ist
der Winkel KEL gleich dem Winkel
CFN, denn die Körper AB, CD sind
ähnlich, womit die Winkel AEG, CFN
gleich sind.
Damit sind die Parallelogramme KL,
CN gleich und ähnlich.

Aus den gleichen Gründen sind die
Parallelogramme KM, CR gleich und
ähnlich, ebenso auch die
Parallelogramme EP, DF.
Also sind die drei Parallelogramme des
Körpers KP den drei Parallelogrammen
des Körpers CD gleich und ähnlich.

Da jeweils die drei der gegenüber liegenden Fläche bei jedem Körper gleiche und ähnliche
Parallelogramme sind, ist der ganze Körper KP dem ganzen Körper CD gleich und ähnlich.

Es ist nun das Parallelogramm GK und es sind auf  den Parallelogrammen GK, KL mit der
Höhe, die der des AB gleich ist, die Körper EO, LQ zu vervollständigen.

Da die Körper AB, CD ähnlich sind, verhalten sich die Kanten AE zu CF wie EG zu FN und
wie EH zu FR. Dabei ist CF gleich EK, FN gleich EL und FR gleich EM.
Somit verhalten sich die Kanten AE zu EK wie GE zu EL und wie HE zu EM.
Da sich die Kante AE zur Kante EK verhält wie das Parallelogramm AG zum Parallelogramm
GK, da sich die Kante GE zur Kante EL verhält wie das Parallelogramm GK zum
Parallelogramm KL und da sich die Kante HE zur Kante EM verhält wie das Parallelogramm
QE zum Parallelogramm KM, verhalten sich die Parallelogramme AG zu GK wie GK zu KL
und wie QE zu KM.

Es verhält sich das Parallelogramm AG zum Parallelogramm GK wie der Körper AB zum
Körper EO, es verhält sich das Parallelogramm GK zum Parallelogramm KL wie der Körper
OE zum Körper QL und es verhält sich das Parallelogramm QE zum Parallelogramm KM wie
der Körper QL zum Körper KP, also verhalten sich die Körper AB zu EO wie EO zu QL und
wie QL zu KP.

Stehen vier Größen in fortlaufend gleicher Proportion, dann steht die erste zur vierten in dem
Verhältnis wie die erste dreimal als Faktor genommen zur zweiten dreimal als Faktor
genommen [wie V. Erklärung 10.]. Also verhält sich der Körper AB zum Körper KP wie AB
dreimal als Faktor genommen zu EO dreimal als Faktor genommen.

http://opera-platonis.de/euklid/B11g/B11_33.htm


Es verhält sich der Körper AB zum Körper EO wie das Parallelogramm AG zum
Parallelogramm GK und wie die Kante AE zur Kante EK.
Damit verhält sich der Körper AB zum Körper KP wie der Kubus über der Kante AE zum
Kubus über der Kante EK.
Da KP gleich CD und da EK gleich CF ist, verhält sich der Körper AB zum Körper CD wie
der Kubus über der Kante AE zum Kubus über der Kante CF.

Deshalb stehen ähnliche Parallelepipede im gleichen Verhältnis wie Kuben über
entsprechenden ihrer Kanten, was zu zeigen war.

Zusatz:
Offensichtlich verhält sich bei vier Strecken in fortlaufend gleicher Proportion die erste
zur vierten Strecke wie das über der ersten Strecke errichtete Parallelepiped zu dem
über der zweiten Strecke ähnlichen und ähnlich errichteten Parallelepiped, denn es
verhält sich die erste Strecke zur vierten wie der Kubus über der ersten Strecke zum
Kubus über der zweiten.

XI.34.
Die Grundflächen gleicher Parallelepipede stehen im umgekehrten Verhältnis ihrer
Höhen und Parallelepipede, der Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen
stehen, sind gleich.

Wenn die Parallelepipede AB, CD gleich sind, dann, sage ich, stehen die Grundflächen von AB,
CD im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen; es verhält sich also die Grundfläche EH zur
Grundfläche NP wie die Höhe des Körpers CD zur Höhe des Körpers AB.

Wenn nun die Kanten AG, EF, LB, HK, CM, NQ, OD, PR senkrecht auf  den Grundflächen
stehen, dann, sage ich, verhält sich die Grundfläche EH zur Grundfläche NP wie CM zu AG.

Denn wenn die Grundfläche EH gleich der Grundfläche NP ist, dann sind, da die
Parallelepipede AB, CD gleich sind, die Kanten CM, AG gleich, denn Parallelepipede stehen im
gleichen Verhältnis wie ihre Grundflächen [wie XI.32.].
Somit verhält sich dann EH zu
NP wie CM zu AG und damit
stehen die Parallelepipede AB,
CD offenbar im umgekehrten
Verhältnis ihrer Höhen.

Ist aber die die Grundfläche EH
ungleich der Grundfläche NP, sei
EH größer als NP.
Da die Körper AB, CD gleich
sind, ist dann CM größer als AG.
Ist CT gleich AG, dann ist NP die
Grundfläche des Parallelepipeds
SC mit der Höhe CT.

Da AB gleich CD ist, ist dann der Körper CD größer als der Körper CS und es verhält sich AB
zu CS wie der Körper CD zum Körper CS.
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Der Körper AB verhält sich zu CS wie EH zu NP, denn die Körper AB, CS haben die gleiche
Höhe. Damit verhält sich der Körper CD zum Körper CS wie die Fläche MP zur Fläche TP
und wie die Kante CM zur Kante CT.
Die Grundfläche EH verhält sich somit zur Grundfläche NP wie MC zu CT.
Da CT der Kante AG gleich ist, verhält sich damit EH zu NP wie MC zu AG.
Somit stehen dann die Grundflächen der Parallelepipede AB, CD im umgekehrten Verhältnis
ihrer Höhen.

Stehen nun die Grundflächen EH, NP der Parallelepipede AB, CD im umgekehrten Verhältnis
ihrer Höhen, dann, sage ich, ist der Körper AB gleich dem Körper CD.

Denn stehen die auf  den Grundflächen emporragenden Kanten senkrecht auf  den
Grundflächen und sind die Grundflächen EH, NP gleich, dann verhält sich die Grundfläche
EH zur Grundfläche NP wie die Höhe des Körpers CD zur Höhe des Körpers AB.
Da damit diese Parallelepipede auf  den gleichen Grundflächen mit den gleichen Höhen
errichtet sind, ist deshalb der Körper AB gleich dem Körper CD.

Ist die Grundfläche EH ungleich der Grundfläche NP, dann sei EH größer als NP.
Es ist dann die Höhe des Körpers CD größer als die Höhe des Körpers AB, somit ist CM
größer als AG.
Ist CT gleich AG, die Höhe des Körpers CS, verhält sich EH zu NP wie MC zu AG und, da
AG gleich CT ist, verhält sich EH zu NP wie CM zu CT.
Es verhält sich EH zu NP wie AB zu CS, denn die Körper AB, CS haben die gleiche Höhe.
Also verhält sich CM zu CT wie MP zu PT und wie CD zu CS.
Somit verhält sich AB zu CS wie CD zu CS, womit die Körper AB, CD zum Körper CS im
gleichen Verhältnis stehen. Deshalb sind die Körper AB, CD gleich.

Stehen jedoch die auf  den Grundflächen emporragenden Kanten FE, BL, KH, GA, QN, DO,
RP, MC nicht
senkrecht auf  den
Grundflächen,
sind von den
Punkten F, G, B,
K, Q, M, D, R
die Senkrechten
auf  die Ebenen
zu fällen, in
denen die
Grundflächen
EH, NP liegen,
und die sie in den
Punkten S, T, U, V, W, X, Z, Y schneiden.

Werden dann die Körper FV, QY vervollständigt, sage ich, wenn die Körper AB, CD gleich
sind, dann stehen die Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen und es verhält
sich dann die Grundfläche EH zur Grundfläche NP wie der Körper CD zum Körper AB.

Es ist AB gleich CD und der Körper AB gleich dem Körper BT, denn sie sind auf  gleicher
Grundfläche mit gleicher Höhe errichtet.
Aus den gleichen Gründen ist der Körper CD gleich dem Körper DX.
Damit ist der Körper BT gleich dem Körper DX.



Die Grundfläche FK verhält sich somit zur Grundfläche QR wie die Höhe des Körpers DX
zur Höhe des Körpers BT. Da FK gleich EH und da QR gleich NP ist, verhält sich EH zu NP
wie die Höhe des Körpers DX zur Höhe des Körpers BT.

Deshalb stehen die Grundflächen der Parallelepipede AB, CD im umgekehrten Verhältnis ihrer
Höhen.

Stehen nun die Grundflächen der Parallelepipede AB, CD im umgekehrten Verhältnis ihrer
Höhen, verhält sich also die Grundfläche EH zur Grundfläche NP wie die Höhe des Körpers
CD zur Höhe des Körpers AB, dann, sage ich, ist der Körper AB gleich dem Körper CD.

Nach den gleichen Vergleichen wie vorher, wonach sich die Grundfläche EH zur Grundfläche
NP verhält wie die Höhe des Körpers CD zur Höhe des Körpers AB, wobei EH gleich FK und
NP gleich QR ist, verhält sich die Grundfläche FK zur Grundfläche QR wie die Höhe des
Körpers CD zur Höhe des Körpers AB.

Da die Körper AB, CD die gleichen Höhen haben wie die Körper BT, DX, verhält sich die
Grundfläche FK zur Grundfläche QR wie die Höhe des Körpers DX zur Höhe des Körpers
BT. Somit stehen die Grundflächen der Parallelepipede BT, DX im umgekehrten Verhältnis
ihrer Höhen, wobei der Körper BT gleich dem Körper DX ist.

Der Körper BT ist gleich dem Körper BA, der Körper DX ist gleich dem Körper DC, also ist
das Parallelepiped AB gleich dem Parallelepiped CD, was zu zeigen war.

XI.35.
Die Winkel, die von Geraden gebildet werden, die jeweils über zwei einen gleichen
Winkel bildenden Geraden durch deren Schnittpunkt verlaufen und mit ihnen gleiche
Winkel einschließen, mit den Geraden durch ihre Schnittpunkte und die Fußpunkte der
Senkrechten in beliebigen ihrer Punkte zu den Ebenen, in denen jene Geraden liegen,
sind gleich.

Wenn die Geraden mit den gleichen ebenen Winkeln BAC, EDF mit den über ihnen durch A,
D verlaufenden Geraden AG, DM gleiche Winkel bilden und mit ihnen gleiche Winkel
einschließen, also der Winkel MDE gleich dem Winkel GAB und der Winkel MDF gleich dem
Winkel GAC ist, und von beliebigen Punkten G, M auf  AG, DM die Senkrechten mit den
Fußpunkten N, L auf  den Ebenen errichtet werden, in denen BAC, EDF liegen, und LA, ND
gezogen werden, dann, sage ich, ist der Winkel GAL gleich dem Winkel MDN.

Denn wird auf  der Geraden
AG die Strecke AH gleich
der Strecke DM abgetragen
und vom Punkt H die zu GL
parallele HK gezogen, dann
ist, da GL senkrecht auf  der
Ebene steht, in der BAC
liegt, auch HK senkrecht zu
dieser Ebene.

Durch die Punkte K, N sind sodann die zu AB, AC, DF, DE Senkrechten KC, NF, KB, NE zu
errichten und es sind HC, CB, MF, FE zu ziehen.
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Das Quadrat über HA ist gleich den Quadraten über HK, KA zusammen und das Quadrat
über KA ist gleich den Quadraten über KC, CA zusammen.
Somit ist das Quadrat über HA gleich den Quadraten über HK, KC, CA zusammen.
Da das Quadrat über HC gleich den Quadraten über HK, KC zusammen ist, ist das Quadrat
über HA gleich den Quadraten über HC, CA zusammen, womit der Winkel HCA ein rechter
Winkel ist.
Aus den gleichen Gründen ist DFM ein rechter Winkel.
Also sind ACH, DFM gleiche Winkel.

Da auch die Winkel HAC, MDF gleiche Winkel sind, sind in den Dreiecken MDF, HAC zwei
Winkel des einen gleich zwei Winkeln des anderen und ist eine Seite, die einem der gleichen
Winkel gegenüber liegt, der Seite im anderen Dreieck gleich, nämlich HA, die MD gleich ist,
womit auch die übrigen Seiten den übrigen Seiten im anderen Dreieck gleich sind [wie I.26.].
Damit ist AC gleich DF.

Auf  die gleiche Weise ist zu zeigen, dass AB gleich DE ist, womit die beiden Strecken CA, AB
den beiden Strecken FD, DE gleich sind.
Da der Winkel CAB gleich dem Winkel FDE ist und BC gleich EF, sind die Dreiecke CAB,
FDE gleich und damit auch ihre übrigen Winkel.
Somit ist der Winkel ACB gleich dem Winkel DFE.

Da die Winkel ACK, DFN gleich sind, denn beide sind rechte Winkel, ist der Winkel BCK
gleich dem Winkel EFN.
Aus den gleichen Gründen ist der Winkel CBK gleich dem Winkel FEN.
Damit sind in den Dreiecken BCK, EFN zwei Winkel des einen gleich zwei Winkeln des
anderen und ist eine Seite, die einem der gleichen Winkel gegenüber liegt, der Seite im anderen
Dreieck gleich, nämlich BC, die EF gleich ist, womit auch die übrigen Seiten den übrigen Seiten
im anderen Dreieck gleich sind. Also ist CK gleich FN.

Da AC gleich DF ist, sind die beiden Seiten AC, CK den beiden Seiten DF, FN gleich, wobei
sie den gleichen Winkel einschließen, womit AK gleich DN ist.

Das Quadrat über AH ist gleich dem Quadrat über DM, denn AH ist gleich DM.
Das Quadrat über AH ist gleich den Quadraten über AK, KH zusammen, denn AKH ist ein
rechter Winkel, und das Quadrat über DM ist gleich den Quadraten über DN, NM zusammen,
denn DNM ist ein rechter Winkel.

Da die Quadrate über AK, KH zusammen gleich den Quadraten über DN, NM zusammen
sind, denn das Quadrat über AK ist gleich dem Quadrat über DN, ist das Quadrat über KH
gleich dem Quadrat über NM, womit KH gleich NM ist.
In den Dreiecken HAK, MDN sind die beiden Seiten HA, AK den beiden Seiten MD, DN
gleich und da, wie gezeigt, KH gleich NM ist, ist der Winkel HAK gleich dem Winkel MDN
[wie I.8.].

Deshalb schließen die verlangten Geraden gleiche Winkel ein, was zu zeigen war.

Zusatz:

Offensichtlich sind die Senkrechten gleich, die durch gleich weit vom Schnittpunkt
entfernte Punkte auf  Geraden, die jeweils über zwei einen gleichen Winkel bildenden
Geraden durch deren Schnittpunkt verlaufen und mit ihnen gleiche Winkel bilden, auf
den Ebenen errichtet werden, in denen jene Geraden liegen.



XI.36.
Das Parallelepiped, dessen Kanten gleich drei Strecken sind, die in fortlaufend gleicher
Proportion stehen, ist gleich dem gleichseitigen Parallelepiped mit den gleichen
Winkeln, dessen Kanten gleich der mittleren Strecke sind.

Wenn drei Strecken A, B, C in fortlaufend gleicher Proportion stehen, also A zu B sich verhält
wie B zu C, dann, sage ich, der Körper, dessen Kanten gleich A, B, C sind, ist gleich dem
Körper, dessen Kanten gleich B sind, also gleichseitig ist, und mit den gleichen Winkeln wie der
andere Körper errichtet ist.

Denn wenn im Punkt E der Raumwinkel aus den Winkeln DEG, GEF, FED besteht und DE,
GE, EF gleich B sind, damit das Parallelepiped EK vervollständigt wird, wenn die Kante LM
gleich A und an LM im Punkt L der gleiche Raumwinkel wie im Punkt E angelegt wird, damit
also aus NLO, OLM, MLN besteht, wenn die Kante LO gleich B und die Kante LN gleich C
ist, wobei sich A zu B verhält wie B zu C, somit A gleich LM, B gleich LO und C gleich LN ist,
dann verhält sich LM zu EF wie DE zu LN.

Die einander entsprechenden Seiten,
die die gleichen Winkel NLM, DEF
einschließen, stehen im umgekehrten
Verhältnis, somit ist MN gleich DF
[wie VI.14.].

Da die ebenen Winkel DEF, NLM
gleich sind und an ihnen die gleichen
Strecken LO, EG mit den gleichen
Winkeln errichtet sind, sind die
Senkrechten in den Punkten G, O auf
den Ebenen in denen DEF, NLM
liegen, gleich [wie XI.35. Zusatz].
Somit haben die Körper LH, EK die
gleiche Höhe.

Parallelepipede, die auf  gleicher
Grundfläche mit gleicher Höhe
errichtet sind, sind gleich [wie XI.31.]. Also ist der Körper HL dem Körper EK gleich.

Die Kanten des Körpers LH sind den Strecken A, B, C gleich und die Kanten des Körpers EK
sind gleich der Strecke B.

Deshalb ist der Körper, dessen Kanten gleich A, B, C sind, gleich dem Körper, dessen Kanten
gleich B sind, also gleichseitig ist, und mit den gleichen Winkeln wie der andere Körper
errichtet ist, was zu zeigen war.
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XI.37.
Vier ähnliche und ähnlich errichtete parallelepipede Körper, deren Kanten vier
Strecken gleich sind, die in Proportion stehen, stehen in Proportion und die Strecken,
die den Kanten von vier ähnlichen und ähnlich errichteten, in Proportion stehenden
parallelepipeden Körpern gleich sind, stehen in Proportion.

Wenn die vier Strecken AB, CD, EF, GH in Proportion stehen, sich also AB zu CD verhält wie
EF zu GH, und vier ähnliche Parallelepipede KA, LC, ME, NG ähnlich errichtet werden, deren
Kanten gleich den Strecken AB, CD, EF, GH sind,
dann, sage ich, verhalten sich die Körper KA zu LC
wie ME zu NG.

Denn da das Parallelepiped KA dem Parallelepiped
LC ähnlich ist, verhält sich KA zu LC wie der Kubus
über AB zum Kubus über CD [wie XI.33.].
Aus den gleichen Gründen verhält sich das
Parallelepiped ME zum Parallelepiped NG wie der
Kubus über EF zum Kubus über GH.

Da sich AB zu CD verhält wie EF zu GH, verhält
sich deshalb AK zu LC wie ME zu NG.

Wenn sich der Körper AK zum Körper LC verhält
wie der Körper ME zum Körper NG, dann, sage
ich, verhält sich AB zu CD wie EF zu GH.

Denn da sich KA zu LC verhält wie der Kubus über AB zum Kubus über CD und da sich ME
zu NG verhält wie der Kubus über EF zum Kubus über GH [wie XI.33.], und da sich KA zu
LC verhält wie ME zu NG, verhält sich AB zu CD wie EF zu GH.

Deshalb verhalten sich vier ähnliche und ähnlich errichtete parallelepipede Körper wie
gefordert, was zu zeigen war.

XI.38.
Werden die gegenüberliegenden Seiten eines Würfels von schneidenden Ebenen jeweils
in zwei gleiche Teile geteilt, dann wird die Diagonale des Würfels von den Ebenen und 
wird die Schnittgerade der Ebenen von der Diagonalen in zwei gleiche Teile geteilt.

Wenn im Würfel AF mit der Diagonalen DG die
gegenüberliegenden Seiten CF, AH von den Ebenen
KN, OR mit der Schnittgeraden US, die die Kanten
des Würfels in den Punkten K, L, M, N, O, P, Q, R
schneiden, jeweils in zwei gleiche Teile geteilt werden,
dann, sage ich, sind die Abschnitte der
Schnittgeraden UT, TS gleich und sind die
Abschnitte der Diagonalen DT, TG gleich.

Es sind DU, UE, BS, SG zu ziehen.

Die Geraden DO, PE sind parallel, somit sind die
Wechselwinkel DOU, UPE gleich [wie I.29.].
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Die Strecke DO ist gleich der Strecke PE und die Strecke OU ist gleich der Strecke UP, und da
sie gleiche Winkel einschließen, ist DU gleich UE und sind die Winkel DUO, PUE gleich.
Damit sind auch die übrigen Winkel der Dreiecke ODU, PEU gleich, also ist der Winkel OUD
gleich dem Winkel PUE und ist DUE eine Gerade.

Aus den gleichen Gründen ist BSG eine Gerade und die Strecke BS gleich der Strecke SG.
Da CA, DB gleich und parallel sind, da CA, EG gleich und parallel sind, da auch DB, EG
gleich und parallel sind und sie die Geraden DE, BG schneiden, sind DE, BG parallel [wie
I.33.]. Somit sind die Wechselwinkel EDT, BGT gleich, womit auch die Winkel DTU, GTS
gleich sind [wie I.15.].

Da in den beiden Dreiecken DTU, GTS zwei Winkel und eine Seite, die einem der Winkel
gegenüber liegt, gleich sind, denn DU ist gleich GS, weil DE, BG in zwei gleiche Teile geteilt
sind, sind auch ihre übrigen Seiten gleich. Also ist DT gleich TG und ist UT gleich TS.

Deshalb wird dann, wenn die gegenüberliegenden Seiten eines Würfels von Ebenen in zwei
gleiche Teile geteilt werden, die Diagonale des Würfels von den Ebenen und die Schnittgerade
der Ebenen von der Diagonalen in zwei gleiche Teile geteilt, was zu zeigen war.

XI.39.
Zwei Prismen gleicher Höhe, wovon das eine ein Parallelogramm und das andere ein
Dreieck zur Grundfläche hat, wobei das Parallelogramm das Doppelte des Dreiecks ist,
sind gleich.

Wenn die beiden Prismen ABCDEF, GHKLMN die gleiche Höhe haben und die Grundfläche
des einen das Parallelogramm AF, die Grundfläche des anderen das Dreieck GHK ist, wobei
AF dem Doppelten von GHK gleich ist, dann, sage ich, sind die Körper ABCDEF,
GHKLMN gleich.

Denn wenn die Körper AO, GP vervollständigt werden, dann ist, da das Parallelogramm AF
das Doppelte des Dreiecks GHK und da das Parallelogramm HK das Doppelte des Dreiecks
GHK ist, AF gleich HK.

Da die Parallelepipede AO,
GP mit gleicher Höhe auf
gleichen Grundflächen
errichtet sind, sind sie
gleich [wie XI.31.].

Der Körper AO ist das
Doppelte des Prismas
ABCDEF und der Körper
GP ist das Doppelte des
Prismas GHKLMN.
Also ist der prismatische Körper ABCDEF dem prismatischen Körper GHKLMN gleich.

Deshalb sind zwei Prismen gleicher Höhe gleich, wovon das eine ein Parallelogramm und das
andere ein Dreieck zur Grundfläche hat, wobei das Parallelogramm das Doppelte des Dreiecks
ist, was zu zeigen war.

EDITION OPERA-PLATONIS

http://www.opera-platonis.de/
http://opera-platonis.de/euklid/B11g/B11_39.htm


Euklid: Stoicheia.  Buch XII.

Über eingefügte Hypertextverknüpfungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

XII.1.
Ähnliche Polygone, die einem Kreis einbeschrieben sind, stehen im Verhältnis der 
Quadrate über den Durchmessern der Kreise.

Wenn den Kreisen ABC, FGH mit den Durchmessern BM, GN die Polygone ABCDE, 
FGHKL einbeschrieben sind, dann, sage ich, verhält sich das Quadrat über BM zum Quadrat 
über GN wie das Polygon ABCDE zum Polygon FGHKL.

Denn werden BE, AM, GL, FN gezogen, dann, da das Polygon ABCDE dem Polygon 
FGHKL ähnlich ist, ist der Winkel BAE gleich dem Winkel GFL und es verhält sich BA zu AE
wie GF zu FL.

Es ist somit in den Dreiecken BAE, GFL der Winkel BAE dem Winkel GFL gleich und es 
stehen die Seiten, die diese Winkel
einschließen, in Proportion, womit die
beiden Dreiecke ABE, FGL
gleichwinklig sind, wobei die Winkel
AEB, FLG gleich sind, da sie den
entsprechenden Seiten in Proportion
gegenüber liegen [wie VI.6.].

Da die Winkel AEB, AMB gleich sind,
denn sie sind über gleichen Kreisbögen
errichtet [wie III.27.], und ebenso FLG,
FNG gleich sind, ist der Winkel AMB
gleich dem Winkel FNG.
Die Winkel BAM, GFN sind gleich, denn es sind rechte Winkel [wie III.31.]. 
Damit sind die Dreiecke ABM, FGN gleichwinklig und es verhält sich BM zu GN wie BA zu 
GF [wie VI.4.]. Ähnliche Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate über entsprechenden Seiten 
[wie VI.19.], womit sich das Dreieck ABM zum Dreieck FGN verhält wie das Quadrat über BM
zum Quadrat über GN [wie VI.19.]. 

Ähnliche Polygone sind in gleich viele ähnliche und einander entsprechende Dreiecke aufteilbar
[wie VI.20.]. Somit verhält sich das Polygon ABCDE zum Polygon FGHKL wie das Quadrat 
über BA zum Quadrat über GF.

Also verhält sich das Quadrat über BM zum Quadrat über GN wie das Polygon ABCDE zum 
Polygon FGHKL.

Deshalb verhalten sich ähnliche Polygone, die einem Kreis einbeschrieben sind, wie die 
Quadrate über den Durchmessern, was zu zeigen war.
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XII.2.
Kreise stehen im Verhältnis der Quadrate über ihren Durchmessern.

Wenn die Kreise ABCD, EFGH die Durchmesser BD, FH haben, dann, sage ich, verhält sich 
ABCD zu EFGH wie das Quadrat über BD zum Quadrat über FH.

Denn wenn nicht, dann ist das Verhältnis der Quadrate über den Durchmessern gleich dem 
Verhältnis von ABCD zu einer Fläche S, die kleiner oder größer ist als die des Kreises EFGH.

Ist nun die Fläche S kleiner als EFGH, dann ist in den Kreis EFGH das Quadrat EFGH 
einzubeschreiben [wie IV.6.]; dies ist dann größer ist als die Hälfte des Kreises EFGH.

Denn werden in den Punkten E, F,
G, H Tangenten angelegt und wird
damit das Quadrat errichtet, das
dem Kreis EFGH umschrieben ist,
dann ist die Hälfte des Quadrats
das EFGH umschrieben ist, gleich
dem Quadrat, das EFGH
einbeschrieben ist.
Da die Hälfte des Quadrats, das
EFGH umschrieben ist, größer ist
als die Hälfte des Kreises EFGH,
ist das dem Kreis einbeschriebene
Quadrat größer als die Hälfte des
Kreises EFGH.

Werden die Kreisbögen EF, FG, GH, HE in den Punkten K, L, M, N jeweils in zwei gleiche 
Teile geteilt und werden die Sekanten EK, KF, FL, LG, GM. MH, HN, NE gezogen, dann ist 
jedes der Dreiecke EKF, FLG, GMH, HNE größer als die Hälfte des Kreisabschnitts, in dem 
sie liegen.

Denn werden in den Punkten K, L, M, N Tangenten angelegt und werden damit über den 
Strecken EF, FG, GH, HE Parallelogramme vervollständigt, dann sind die Dreiecke EKF, FLG,
GMH, HNE jeweils gleich der Hälfte dieser Parallelogramme. 
Da jedes dieser Parallelogramme größer ist als der Kreisabschnitt, der in ihm liegt, ist auch 
jeweils die Hälfte des Parallelogramms größer als die Hälfte des Kreisabschnitts. 
Jedes der Dreiecke EKF, FLG, GMH, HNE ist damit größer als die Hälfte des Kreisabschnitts, 
in dem es liegt. 

Der Unterschied der Fläche des Kreises zu der des ihm einbeschriebenen Quadrats wird mit 
der Halbierung der Kreisbögen und dem Eintragen der Sekanten um mehr als die Hälfte 
verringert. 

Werden nun die Halbierungen der Kreisbögen und die darauf  folgenden Schritte fortgesetzt, 
dann wird sich als Unterschied der Fläche des Kreises zur Fläche der Polygone, die ihm 
einbeschrieben sind, jeweils ein Rest ergeben, der um mehr als die Hälfte kleiner ist, als der 
jeweils vorhergehende Unterschied.

Dieser Rest wird kleiner werden als der Unterschied der Fläche des Kreises EFGH zur Fläche 
S, denn wird von der größeren von zwei ungleichen Größen mehr als die Hälfte weggenommen
und vom Rest wiederum mehr als die Hälfte und wird dieses fortgesetzt, dann wird sich ein 
Rest ergeben, der kleiner ist als die kleinere der beiden Größen [wie X.1.].
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Ist nun das Polygon EKFLGMHN größer als S, dann ist dem Kreis ABCD ein ähnliches 
Polygon AOBPCQDR einzubeschreiben.

Das Quadrat über BD verhält sich dann zum Quadrat über FH wie das Polygon AOBPCQDR 
zum Polygon EKFLGMHN [wie XII.1.].

Verhält sich das Quadrat über BD
zum Quadrat über FH wie der Kreis
ABCD zur Fläche S, dann verhält
sich der Kreis ABCD zu S wie das
Polygon AOBPCQDR zum Polygon
EKFLGMHN.  
Es verhält sich dann, nach
Umordnung [wie V.16.], der Kreis
ABCD zum Polygon AOBPCQDR
wie S zum Polygon EKFLGMHN.

Da der Kreis ABCD größer ist als
das Polygon AOBPCQDR ist dann
S größer als das Polygon EKFLGMHN, was nicht möglich ist, denn S ist kleiner als das 
Polygon EKFLGMHN.
Also verhält sich das Quadrat über BD zum Quadrat über FH nicht wie der Kreis ABCD zu 
einer Fläche, die kleiner ist als der Kreis EFGH.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass sich das Quadrat über FH zum Quadrat über BD sich 
nicht verhält wie der Kreis EFGH zu einer Fläche, die kleiner ist als der Kreis ABCD.

Es verhält sich auch nicht, sage ich, das Quadrat über BD zum Quadrat über FH wie der Kreis 
ABCD zu einer Fläche, die größer ist als der Kreis EFGH.

Denn, wenn nicht, sei die Fläche S größer als EFGH.
In umgekehrten Verhältnissen [wie V.7. Zusatz] verhält sich dann das Quadrat über FH zum 
Quadrat über BD wie S zum Kreis ABCD.
Es verhält sich dann S zum Kreis ABCD wie der Kreis EFGH zu einer Fläche, die kleiner ist 
als ABCD. 
Das Quadrat über FH verhält sich dann zum Quadrat über BD wie der Kreis EFGH zu einer 
Fläche, die kleiner ist als der Kreis ABCD, was, wie gezeigt, nicht möglich ist.
Also verhält sich das Quadrat über BD zum Quadrat über FH nicht wie der Kreis ABCD zu 
einer Fläche, die größer ist als der Kreis EFGH.

Wie bereits gezeigt, verhält sich das Quadrat über BD zum Quadrat über FH auch nicht wie der
Kreis ABCD zu einer Fläche, die kleiner ist als der Kreis EFGH. Also verhält sich das Quadrat 
über BD zum Quadrat über FH wie der Kreis ABCD zum Kreis EFGH.

Deshalb stehen Kreise im Verhältnis der Quadrate über ihren Durchmessern, was zu zeigen 
war.

Zusatz:

Offensichtlich stehen Kreise im Verhältnis ähnlicher Polygone, die ihnen einbeschrieben sind. 
Denn sowohl Kreise wie ihnen einbeschriebene ähnliche Polygone stehen im Verhältnis der 
Quadrate über den Durchmessern der Kreise.



XII.3.
Jede Pyramide auf  dreieckiger Grundfläche lässt sich in zwei gleiche, der ganzen 
ähnliche Pyramiden und in zwei gleiche Prismen aufteilen, die zusammen größer als 
die Hälfte der Pyramide sind.

Wenn auf  dem Dreieck ABC eine Pyramide mit der Spitze D errichtet ist, dann, sage ich, lässt 
sich diese Pyramide in zwei gleiche, der ganzen ähnliche Pyramiden auf  dreieckigen 
Grundflächen, die der ganzen Grundfläche ähnlich sind, und in zwei gleiche Prismen aufteilen, 
die zusammen größer als die Hälfte der Pyramide sind.

Es sind die Kanten AB, BC, CA, AD, DB, DC in den
Punkten E, F, G, H, K, L jeweils in zwei gleiche Teile zu
teilen und es ist HE, EG, GH, HK, KL, LH, KF, FG zu
ziehen. 

Da dann AE gleich EB und AH gleich DH ist, ist EH
parallel zu DB. Aus den gleichen Gründen ist HK
parallel zu AB. HEBK ist damit ein Parallelogramm.

Da die Strecke HK gleich EB ist und EB gleich EA, ist
EA gleich HK.

Da AH gleich HD ist, sind von den beiden Strecken 
EA, AH jeweils eine der andern der beiden Strecken
KH, HD gleich, wobei die von ihnen eingeschlossenen
Winkel EAH, KHD gleich sind. Damit ist EH gleich KD.
Also ist das Dreieck AEH dem Dreieck HKD gleich und ähnlich.
Aus den gleichen Gründen ist das Dreieck AHG dem Dreieck HLD gleich und ähnlich.

Da die schneidenden Geraden EH, HG den schneidenden Geraden KD, DL parallel sind und 
nicht in der gleichen Ebene liegen, bilden sie gleiche Winkel [wie XI.10.]. 
Also sind die Winkel EHG, KDL gleich. 

Da von den beiden Strecken EH, HG jeweils eine der andern der beiden Strecken KD, DL 
gleich ist und die eingeschlossenen Winkel EHG, KDL gleich sind, ist EG gleich KL. 
Damit ist das Dreieck EHG gleich und ähnlich dem Dreieck KDL.
Aus den gleichen Gründen ist das Dreieck AEG dem Dreieck HKL gleich und ähnlich.

Somit ist die Pyramide mit der Grundfläche AEG und der Spitze H gleich und ähnlich der 
Pyramide mit der Grundfläche HKL und der Spitze D.

Im Dreieck ADB ist HK parallel zur Seite AB gezogen. Also sind die Dreiecke ADB, DHK 
gleichwinklig [wie I.29.]. Da ihre Seiten im gleichen Verhältnis stehen, ist das Dreieck ADB dem
Dreieck DHK ähnlich. 
Aus den gleichen Gründen ist das Dreieck DBC dem Dreieck DKL und ist das Dreieck ADC 
dem Dreieck DLH gleich und ähnlich.

Da die schneidenden Geraden BA, AC den schneidenden Geraden KH, HL parallel sind und 
nicht in der gleichen Ebene liegen, bilden sie gleiche Winkel, womit der Winkel BAC gleich dem
Winkel KHL ist. BA verhält sich zu AC wie KH zu HL. Damit ist das Dreieck ABC dem 
Dreieck HKL ähnlich.

Somit ist die Pyramide mit der dreieckigen Grundfläche ABC und der Spitze D gleich und 
ähnlich der Pyramide mit der dreieckigen Grundfläche HKL und der Spitze D.
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Die Pyramide mit der dreieckigen Grundfläche HKL und der Spitze D ist der Pyramide mit der
dreieckigen Grundfläche AEG und der Spitze H, wie gezeigt, ähnlich. Also sind die Pyramiden 
AEGH, HKLD der ganzen Pyramide ABCD ähnlich.

Da BF gleich FC ist, ist das Parallelogramm EBFG
das Doppelte des Dreiecks GFC.

Da die beiden Prismen EBFGHK, GFCHKL mit der
gleichen Höhe, das eine auf  einem Parallelogramm,
das andere auf  einem Dreieck, errichtet sind und das
Parallelogramm das Doppelte des Dreiecks ist, sind
diese Prismen gleich, wobei das eine von den beiden
Dreiecken BKF, EHG und den drei Parallelogrammen
EBFG, EBKH, HKFG und das andere von den
beiden Dreiecken GFC, HKL und den drei
Parallelogrammen KFCL, LCGH, HKFG begrenzt
wird [wie XI.39.].

Offensichtlich ist jedes der Prismen, das eine, das von dem Parallelogramm EBFG, und der 
Strecke HK, und das andere, das von der dreieckigen Grundfläche GFC, und dem Dreieck 
HKL begrenzt wird, größer als eine der Pyramiden, deren Grundflächen AEG, HKL und deren
Spitzen H, D sind, denn wenn EF, EK gezogen werden, ist das Prisma EBFGHK größer als 
die Pyramide mit der dreieckigen Grundfläche EBF und der Spitze K, und da die Pyramide 
EBFK der Pyramide AEGH gleich und ähnlich ist, ist somit das Prisma EBFGHK größer als 
die Pyramide AEGH. 

Da die Prismen EBFGHK, GFCHKL gleich und da die Pyramiden AEGH, HKLD gleich sind,
ist damit jedes dieser Prismen größer als eine dieser Pyramiden.

Deshalb kann die ganze Pyramide mit der dreieckigen Grundfläche ABC und der Spitze D in 
zwei gleiche Pyramiden und in zwei gleich Prismen aufgeteilt werden, wobei die beiden Prismen
zusammen größer sind als die Hälfte der ganzen Pyramide, was zu zeigen war.

XII.4.
Werden zwei gleich hohe Pyramiden mit dreieckiger Grundfläche jeweils in zwei 
gleiche, der ganzen ähnliche Pyramiden und in zwei gleiche Prismen aufgeteilt, dann 
verhält sich die Grundfläche der einen Pyramide zur Grundfläche der anderen wie alle 
Prismen zusammen in der einen zu allen Prismen zusammen in der anderen Pyramide 
auch dann, wenn die Aufteilung der aufgeteilten Pyramiden auf  gleiche Weise 
fortgesetzt wird.

Wenn zwei gleich hohe Pyramiden mit den dreieckigen Grundflächen ABC, DEF und den 
Spitzen G, H jeweils in zwei gleiche Pyramiden, die der ganzen ähnlich sind, und in zwei gleiche
Prismen aufgeteilt werden, dann, sage ich, verhält sich die Grundfläche ABC zur Grundfläche 
DEF wie alle Prismen in der Pyramide ABCG zusammen zu allen Prismen in der Pyramide 
DEFH zusammen.

Denn da BO gleich OC und da AL gleich LC ist, ist die Strecke LO parallel zur Kante  AB und 
somit das Dreieck ABC ähnlich dem Dreieck LOC.
Aus den gleichen Gründen ist das Dreieck DEF ähnlich dem Dreieck RVF.
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Da die Strecke BC das Doppelte der Strecke CO und da die Strecke EF das Doppelte der 
Strecke FV ist, verhält sich BC zu CO wie EF zu FV.

Auf  den Strecken BC,
CO sind die ähnlichen
Dreiecke ABC, LOC
ähnlich errichtet und auf
den Strecken EF, FV die
ähnlichen Dreiecke DEF,
RFV. Also verhält sich
das Dreieck ABC zum
Dreieck LOC wie das
Dreieck DEF zum
Dreieck RVF und, nach
Umordnung [wie V.16.],
verhält sich das Dreieck
ABC zum Dreieck DEF wie das Dreieck LOC zum Dreieck RVF.

Wie das Dreieck LOC zum Dreieck RVF verhält sich aber auch das Prisma mit der dreieckigen 
Grundfläche LOC, dem das Dreieck PMN gegenüberliegt, zum Prisma mit der dreieckigen 
Grundfläche RVF, dem das Dreieck STW gegenüberliegt, denn das Doppelte der Dreiecke sind
Parallelogramme, die im gleichen Verhältnis stehen wie die über ihnen errichteten 
Parallelepipede [wie XI.32.], womit auch die Dreiecke im gleichen Verhältnis stehen wie die 
über ihnen errichteten Prismen [wie V.15.], denn Verhältnisse sind gleich, die demselben 
Verhältnis gleich sind [wie V.11.] 5.

Wie das Dreieck ABC zum Dreieck DEF verhält sich auch das Prisma mit der dreieckigen 
Grundfläche LOC, dem das Dreieck PMN gegenüberliegt, zum Prisma mit der dreieckigen 
Grundfläche RVF, dem das Dreieck STW gegenüberliegt. 

Da die beiden Prismen in der Pyramide ABCG, wie die beiden Prismen in der Pyramide DEFH
gleich sind, steht im gleichen Verhältnis wie die erwähnten Prismen auch das Prisma mit der 
Grundfläche, dem Parallelogramm KBOL, dem die Strecke PM gegenüberliegt, zum Prisma mit
der Grundfläche, dem Parallelogramm QEVR, dem die Strecke ST gegenüberliegt.

Es verhält sich sowohl das Prisma KBOLPM zum Prisma QEVRST wie auch das Prisma 
LOCPMN zum Prisma RVFSTW wie die dreieckige Grundfläche ABC zur dreieckigen 
Grundfläche DEF und damit verhalten sich die beiden Prismen in der einen Pyramide 
zusammen zu den beiden Prismen in der anderen Pyramide zusammen wie die Grundfläche der
einen zur Grundfläche der anderen Pyramide [wieV.12.].

Werden nun die Pyramiden PMNG, STWH in zwei Pyramiden und zwei Prismen aufgeteilt, 
stehen diese jeweils im Verhältnis der Grundfläche PMN zur Grundfläche STW, somit auch die
beiden Prismen in der Pyramide PMNG zu den beiden Prismen in der Pyramide STWH.

Die Grundfläche PMN verhält sich zur Grundfläche STW wie die Grundfläche ABC zur 
Grundfläche DEF und da die Dreiecke PMN, STW den Dreiecken LOC, RVF gleich sind, 
stehen auch diese im Verhältnis wie ABC zu DEF und ebenso auch die Prismen in der einen zu
den Prismen in der anderen Pyramide.

5 So bei Ratdolt



Auf  dieselbe Weise ist zu zeigen, dass alle Prismen in der einen Pyramide zusammen zu allen 
Prismen in der anderen Pyramide zusammen im Verhältnis wie ABC zu DEF stehen, wenn 
jeweils gleich viele weitere Pyramiden in den aufgeteilten Pyramiden aufgeteilt werden.

Deshalb stehen jeweils gleich viele Prismen in den Pyramiden ABCG, DEFH wie die 
Grundfläche der einen zur Grundfläche der anderen Pyramide, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Sind die Pyramiden A, D der gleichen Höhe, dann ist für ihre Grundflächen ABC, DEF und alle 
natürlichen Zahlen k  (mit XII.7.]:

ABC : DEF  =  (3/4 + 3/4² + 3/4³ +...+ 3/4k) · A : (3/4 + 3/4² + 3/4³ +...+ 3/4k) · D

und es ist   (3/4 + 3/4² + 3/4³ +...+ 3/4k) · A < A.

XII.5.
Gleich hohe Pyramiden auf  dreieckiger Grundfläche stehen im Verhältnis ihrer 
Grundflächen.

Wenn die Dreiecke ABC, DEF die Grundflächen zweier gleich hoher Pyramiden mit den 
Spitzen G, H sind, dann, sage ich, verhält sich die Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie
die Pyramide ABCG zur Pyramide DEFH.

Denn wenn ABCG zu DEFH sich nicht verhält wie ABC zu DEF, dann besteht dieses 
Verhältnis von ABCG zu einem Körper, der kleiner oder größer ist als DEFH.

Ist nun dieser Körper X
kleiner als die Pyramide
DEFH und ist DEFH in
zwei gleiche Pyramiden,
die der ganzen ähnlich
sind, und in zwei gleiche
Prismen aufgeteilt, dann
sind diese beiden
Prismen zusammen
größer als die Hälfte der
ganzen Pyramide.

Es sind dann die durch
die Aufteilungen erstellten Pyramiden ebenso aufzuteilen und es ist dies wiederum solange 
fortzusetzen bis die bei diesem Schritt erstellten Pyramiden zusammen kleiner sind als der 
Unterschied zwischen der Pyramide DEFH und dem Körper X [wie X.1.]. 
Alle Prismen in der Pyramide DEFH zusammen sind dann größer als der Körper X.

Wird die Pyramide ABCG ebenso oft aufgeteilt wie die Pyramide DEFH, dann verhält sich die 
Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie alle Prismen in der Pyramide ABCG zusammen 
zu allen Prismen in der Pyramide DEFH zusammen [wie XII.4.].

Steht die Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF im Verhältnis der Pyramide ABCG zum 
Körper X, dann stehen auch die Prismen in der Pyramide ABCG zusammen zu den Prismen in
der Pyramide DEFH zusammen in diesem Verhältnis und, im umgeordneten Verhältnis, verhält
sich die Pyramide ABCG zu den Prismen in ihr wie der Körper X zu den Prismen in der 
Pyramide DEFH. 
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Da die Pyramide ABCG größer ist als die Prismen in ihr, ist dann auch der Körper X größer als
alle Prismen zusammen in der Pyramide DEFH, was nicht möglich ist, denn er ist kleiner. Also 
steht die Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF nicht in dem Verhältnis, in dem die 
Pyramide ABCG zu einem Körper steht, der kleiner ist als die Pyramide DEFH.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass die Pyramide DEFH zu einem Körper, der kleiner ist als 
die Pyramide ABCG, nicht in dem Verhältnis steht wie die Grundfläche DEF zur Grundfläche 
ABC.

Es steht aber auch, sage ich zudem, kein Körper, der größer ist als die Pyramide DEFH, zur 
Pyramide ABCG im Verhältnis der Grundfläche DEF zur Grundfläche ABC.

Denn wenn doch ein Körper X in diesem Verhältnis steht, dann steht die Grundfläche DEF 
zur Grundfläche ABC im Verhältnis des Körper X zur Pyramide ABCG. Da sich dann die 
Grundfläche DEF zur Grundfläche ABC verhält wie die Pyramide DEFH zu einem Körper, 
der kleiner ist als die Pyramide ABCG, verhält sich dann der Körper X zur Pyramide ABCG 
wie die Pyramide DEFH zu einem Körper der kleiner ist als die Pyramide ABCG.

Die Grundfläche DEF verhält sich dann zur Grundfläche ABC wie die Pyramide DEFH zu 
einem Körper der kleiner ist als die Pyramide ABCG, was wie gezeigt, nicht möglich ist.
Also steht kein Körper, der größer ist als die Pyramide DEFH, im Verhältnis zur Pyramide 
ABCG wie die Grundfläche DEF zur Grundfläche ABC. 

Da, wie gezeigt, auch kein Körper, der kleiner ist, in diesem Verhältnis steht, verhält sich die 
Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie die Pyramide ABCG zur Pyramide DEFH. 

Deshalb stehen gleich hohe Pyramiden auf  dreieckiger Grundfläche im Verhältnis ihrer 
Grundflächen, was zu zeigen war.

XII.6.
Pyramiden gleicher Höhe, deren Grundflächen Polygone sind, stehen im Verhältnis 
ihrer Grundflächen.

Wenn zwei gleich hohe Pyramiden die Polygone ABCDE, FGHKL als Grundflächen und M, N
als Spitzen haben, dann, sage ich, verhält sich die Grundfläche ABCDE zur Grundfläche 
FGHKL wie die Pyramide ABCDEM zur Pyramide FGHKLN.

Denn werden AC, AD, FH,
FK gezogen, dann sind
ABCM, ACDM zwei
Pyramiden gleicher Höhe
mit dreieckiger
Grundfläche, die im
Verhältnis ihrer
Grundflächen stehen [wie
XII.5.]. 

Somit verhält sich das
Dreieck ABC zum Dreieck
ACD wie die Pyramide ABCM zur Pyramide ACDM. Das Viereck ABCD verhält sich deshalb 
zum Dreieck ACD wie die Pyramide ABCDM zur Pyramide ACDM [wie V.18.].
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Da sich das Dreieck ACD zum Dreieck ADE verhält die Pyramide ACDM zur Pyramide 
ADEM, verhält sich aufgrund Gleichheit [wie V.22.] das Viereck ABCD zum Dreieck ADE wie
die Pyramide ABCDM zur Pyramide ADEM und verhält sich deshalb das Polygon ABCDE 
zum Dreieck ADE wie die Pyramide ABCDEM zur Pyramide ADEM.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass das Polygon FGHKL zum Dreieck FGH verhält wie die 
Pyramide FGHKLN zur Pyramide FGHN.

Die Pyramiden ADEM, FGHN haben dreieckige Grundflächen und gleiche Höhen, also 
verhält sich die Grundfläche ADE zur Grundfläche FGH wie die Pyramide ADEM zur 
Pyramide FGHN. Aufgrund Gleichheit [wie V.22.] verhält sich damit das Polygon ABCDE 
zum Dreieck FGH wie die Pyramide ABCDEM zur Pyramide FGHN.

Da sich das Dreieck FGH zum Polygon FGHKL verhält wie die Pyramide FGHN zur 
Pyramide FGHKLN, verhält sich aufgrund Gleichheit das Polygon ABCDE zur Polygon 
FGHKL wie die Pyramide ABCDEM zur Pyramide FGHKLN.

Deshalb stehen Pyramiden gleicher Höhe, deren Grundflächen Polygone sind, im Verhältnis 
ihrer Grundflächen, was zu zeigen war.

XII.7.
Jedes Prisma ist in drei gleiche Pyramiden mit dreieckiger Grundfläche aufteilbar.

Das Prisma ΑΒΓΔΕΖ, dessen Grundfläche das Dreieck ΑΒΓ ist, dem das Dreieck ΔΕΖ 
gegenüberliegt, ist, sage ich, in drei gleiche Pyramiden mit dreieckiger Grundfläche aufteilbar.

Denn werden ΒΔ, ΕΓ, ΓΔ gezogen, dann ist ΒΔ die Diagonale des Parallelogramms ΑΒΕΔ und
ist das Dreieck ΑΒΔ gleich ΕΒΔ. 6

Die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck
ΑΒΔ und deren Spitze der Punkt Γ ist, ist somit
gleich der Pyramide, deren Grundfläche ΔΕΒ
und deren Spitze Γ ist.

Die Pyramide, deren Grundfläche ΔΕΒ und
deren Spitze der Punkt Γ ist, ist dieselbe
Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΕΒΓ
und deren Spitze der Punkt Δ ist. 

Damit ist die Pyramide, deren Grundfläche das
Dreieck ΑΒΔ und deren Spitze der Punkt Γ ist,
gleich der Pyramide, deren Grundfläche das
Dreieck ΕΒΓ und deren Spitze der Punkt Δ ist.

Da ГЕ die Diagonale des Parallelogramms
ΖΓΒΕ ist, ist das Dreieck ΓΕΖ gleich dem Dreieck ΓΒΕ und ist die Pyramide, deren 
Grundfläche das Dreieck ΒΓΕ und deren Spitze der Punkt Δ ist, gleich der Pyramide, deren 
Grundfläche das Dreieck ΕΓΖ und deren Spitze der Punkt Δ ist.

6   Wiedergabe der Zeichnung des Arethas nach der Reproduktion seines Manuskripts.
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Da wie gezeigt, die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΒΓΕ und deren Spitze der Punkt 
Δ ist, gleich der Pyramide ist, deren Grundfläche ΔΕΒ und deren Spitze der Punkt Γ ist, und da
die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΓΕΖ und deren Spitze der Punkt Δ ist, gleich der
Pyramide ist, deren Grundfläche das Dreieck ΑΒΔ und deren Spitze der Punkt Γ ist, deshalb ist
das Prisma ΑΒΓΔΕΖ in drei gleiche Pyramiden aufgeteilt, deren Grundflächen Dreiecke sind.

Die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΑΒΔ und deren Spitze der Punkt Γ ist, ist 
dieselbe Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΓΑΒ und deren Spitze der Punkt Δ ist. 

Also ist gezeigt, dass die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΑΒΔ und deren Spitze der 
Punkt Γ ist, der dritte Teil des Prismas ist, dessen Grundfläche das Dreieck ΑΒΓ ist, dem das 
Dreieck ΔΕΖ gegenüberliegt, und auch dass die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ΑΒΓ
und deren Spitze der Punkt Δ ist, der dritte Teil des Prismas ist, dessen Grundfläche das 
Dreieck ΑΒΓ ist, dem das Dreieck ΔΕΖ gegenüberliegt.

Deshalb ist jede Pyramide der dritte Teil eines Prismas gleicher Grundfläche und Höhe, was zu 
zeigen war.

XII.8.
Ähnliche Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen stehen im Verhältnis der Kuben 
über entsprechenden Kanten.

Wenn zwei ähnliche Pyramiden die dreieckigen Grundflächen ABC, DEF und die Spitzen G, H
haben, dann, sage ich, verhält sich die Pyramide ABCG zur Pyramide DEFH wie der Kubus 
über BC zum Kubus über EF.

Denn wenn die Parallelepipede BGML, EHPQ vervollständigt werden, dann ist, 
da die Pyramiden ABCG, DEFH ähnlich sind, der Winkel ABC gleich dem Winkel DEF, 
ist der Winkel GBC gleich dem Winkel HEF und ist der Winkel ABG gleich dem Winkel DEH.

Somit verhält sich die Kante AB zur Kante DE wie die Kante BC zur Kante EF und wie die 
Kante BG zur Kante EH.

Da sich AB zu DE verhält wie BC zu EF, also die den gleichen Winkel einschließenden 
Strecken im gleichen Verhältnis stehen, ist das Parallelogramm BM dem Parallelogramm EP 
ähnlich. 

Aus den gleichen
Gründen ist das
Parallelogramm BN
dem Parallelogramm
ER ähnlich und ist
das Parallelogramm
BK ähnlich dem
Parallelogramm EO.
Somit sind die drei
Parallelogramme MB,
BK, BN den drei Parallelogrammen EP, EO, ER ähnlich.

Sowohl die drei Parallelogramme MB, BK, BN wie auch die drei Parallelogramme EP, EO, ER 
sind den ihnen gegenüberliegenden Parallelogrammen gleich und ähnlich. 

http://opera-platonis.de/euklid/B12g/B12_8.htm


Somit werden die Körper BGML, EHPQ von gleich vielen ähnlichen ebenen Flächen begrenzt.
Also ist der Körper BGML dem Körper EHPQ ähnlich.

Da ähnliche Parallelepipede im Verhältnis der Kuben über entsprechenden Kanten stehen [wie 
XI.33.], steht der Körper BGML zum Körper EHPQ im Verhältnis des Kubus über BC zum 
Kubus über der entsprechenden Kante EF.

Der Körper BGML verhält sich zum Körper EHPQ wie die Pyramide ABCG zur Pyramide 
DEFH, denn jede der Pyramiden ist einem Sechstel des umgebenden Körpers gleich, weil die 
Hälfte eines der Parallelepipede ein Prisma und damit dem Dreifachen der Pyramide gleich ist.

Deshalb verhält sich die Pyramide ABCG zur Pyramide DEFH wie der Kubus über der Kante 
BC zum Kubus über der Kante EF, was zu zeigen war.

Zusatz:

Offensichtlich stehen auch ähnliche Pyramiden, deren Grundflächen Polygone sind, im
Verhältnis der Kuben über entsprechenden Kanten, denn da die Polygone, deren 
Grundflächen sind, in gleich viele ähnliche und einander entsprechende Dreiecke 
aufteilbar sind [wie VI.20.], sind diese Pyramiden in ebenso viele Pyramiden mit 
dreieckiger Grundfläche aufteilbar.

Da jede der durch Aufteilung der einen Pyramide entstandenen Pyramiden mit dreieckiger 
Grundfläche im gleichen Verhältnis steht zur entsprechenden durch Aufteilung entstandenen 
Pyramide mit dreieckiger Grundfläche der anderen Pyramide, stehen alle Pyramiden mit 
dreieckiger Grundfläche der einen Pyramide zusammen zu allen Pyramiden mit dreieckiger 
Grundfläche der anderen Pyramide zusammen in diesem Verhältnis [wie V.12.] und somit steht 
auch die eine Pyramide mit einem Polygon als Grundfläche zur anderen ähnlichen Pyramide 
mit ähnlichem Polygon als Grundfläche in diesem Verhältnis.

Eine Pyramide mit dreieckiger Grundfläche steht zu einer anderen ähnlichen Pyramide mit 
dreieckiger Grundfläche im Verhältnis der Kuben über entsprechenden Kanten und damit steht
auch eine Pyramide, deren Grundfläche ein Polygon ist, zu einer ähnlichen Pyramide mit 
ähnlicher Grundfläche im Verhältnis der Kuben über entsprechenden Kanten.

XII.9.
Die Grundflächen gleicher Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen stehen im 
umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen und die Pyramiden mit dreieckigen 
Grundflächen, deren Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen, 
sind gleich.

Wenn die Dreiecke ABC, DEF die Grundflächen und die Punkte G, H die Spitzen gleicher 
Pyramiden sind, dann, sage ich, stehen die Grundflächen der Pyramiden ABCG, DEFH im 
umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen, es verhält sich also die Grundfläche ABC zur 
Grundfläche DEF wie die Höhe der Pyramide DEFH zur Höhe der Pyramide ABCG.

Denn wenn die Parallelepipede BGML, EHPQ vervollständigt werden, ist die Pyramide ABCG
gleich der Pyramide DEFH, wobei das Parallelepiped BGML dem Sechsfachen der Pyramide 
ABCG und das Parallelepiped EHPQ dem Sechsfachen der Pyramide DEFH gleich ist. 
Damit ist der Körper BGML gleich dem Körper EHPQ.
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Da die Grundflächen gleicher Parallelepipede im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen 
[wie XI.34.], verhält sich die Grundfläche BM zur Grundfläche EP wie die Höhe des Körpers 
EHPQ zur Höhe des Körpers BGML, wobei sich die Grundfläche BM zur Grundfläche EP 
wie das Dreieck ABC zum Dreieck DEF verhält.
Also verhält sich das Dreieck ABC zum Dreieck DEF wie die Höhe des Körpers EHPQ zur 
Höhe des Körpers BGML.

Da die Höhe des Körpers EHPQ dieselbe ist wie die Höhe der Pyramide DEGH und da die 
Höhe des Körpers BGML dieselbe 
ist wie die der Pyramide ABCG, verhält sich die Grundfläche ABC zur Grundfläche DEF wie 
die Höhe der Pyramide
DEFH zur Höhe der
Pyramide ABCG.

Also stehen die
Grundflächen der
Pyramiden ABCG, DEFH
im umgekehrten Verhältnis
ihrer Höhen.

Stehen nun die
Grundflächen der
Pyramiden ABCG, DEFH
im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen, verhält sich also die Grundfläche ABC zur 
Grundfläche DEF wie die Höhe der Pyramide DEFH zur Höhe der Pyramide ABCG, dann, 
sage ich, ist die Pyramide ABCG gleich der Pyramide DEFH.

Denn, mit denselben Vergleichen wie vorher, verhält sich die Grundfläche ABC zur 
Grundfläche DEF wie die Höhe der Pyramide DEFH zur Höhe der Pyramide ABCG.

Die Grundfläche ABC verhält sich zur Grundfläche DEF wie das Parallelogramm BM zum 
Parallelogramm EP. Somit verhält sich das Parallelogramm BM zum Parallelogramm EP wie die
Höhe der Pyramide DEFH zur Höhe der Pyramide ABCG.

Da die Höhe der Pyramide DEFH dieselbe ist wie die des Parallelepipeds EHPQ und da die 
Höhe der Pyramide ABCG dieselbe ist wie die des Parallelepipeds BGML, verhält sich das 
Parallelogramm BM zum Parallelogramm EP wie die Höhe des Parallelepipeds EHPQ zur 
Höhe des Parallelepipeds BGML. 

Da also die Grundflächen der Parallelepipede im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen 
und damit diese Körper gleich sind, da also der Körper BGML gleich dem Körper EHPQ ist, 
und da die Pyramide ABCG einem Sechstel des Körpers BGML und die Pyramide DEFH 
einem Sechstel des Körpers EHPQ gleich ist, ist die Pyramide ABCG gleich der Pyramide 
DEFH.

Deshalb stehen die Grundflächen gleicher Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen im 
umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen und die Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen, deren 
Grundflächen im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen stehen, sind gleich, was zu zeigen war.



XII.10.
Jeder Kegel ist dem Drittel eines Zylinders mit gleicher Grundfläche und Höhe gleich.

Wenn die Grundfläche eines Kegels, der Kreis ABCD, gleich der Grundfläche eines Zylinders 
mit gleicher Höhe ist, dann, sage ich, ist der Kegel dem Drittel des Zylinders gleich und der 
Zylinder ist gleich dem Dreifachen des Kegels.

Denn wenn der Zylinder nicht dem Dreifachen gleich ist, ist er größer oder kleiner als das 
Dreifache.

Ist er größer und wird in den Kreis ABCD das Quadrat ABCD einbeschrieben {wie IV.6.], 
dann ist das Quadrat ABCD größer als die Hälfte des Kreises ABCD.

Das auf  dem Quadrat ABCD errichtete Parallelepiped gleicher Höhe wie der gegebene 
Zylinder ist damit größer als die Hälfte des Zylinders. 

Denn wenn um den Kreis ein Quadrat beschrieben wird [wie IV.7.], ist das dem Kreis 
einbeschriebene Quadrat gleich der Hälfte des ihm umschriebenen Quadrats, wobei sich die 
über den Quadraten errichteten Parallelepipede gleicher Höhe verhalten wie ihre Grundflächen 
[wie XI.32.], und da der Zylinder kleiner ist als das über dem umschriebenen Quadrat errichtete
Parallelepiped, ist das über dem einbeschriebenen Quadrat errichtete Parallelepiped gleicher 
Höhe größer als die Hälfte des Zylinders.

Werden die Kreisbögen AB, BC, CD, DA in den Punkten E, F, G, H jeweils in zwei gleiche 
Teile geteilt und werden AE, EB, BF, FC, CG. GD, DH, HA gezogen, dann ist, wie gezeigt, 
jedes der Dreiecke AEB, BFC, CGD, DHA größer als die Hälfte des Abschnitts des Kreises 
ABCD in dem sie liegen [wie XII.2.].

Jedes der über den Dreiecken AEB, BFC,
CGD, DHA mit der Höhe des Zylinders
errichteten Prismen ist damit größer als die
Hälfte eines der über einem Kreisabschnitt
mit der Höhe des Zylinders errichteten
Körper. 

Denn wenn durch die Punkte E, F, G, H die
Parallelen zu AB, BC, CD, DA gezogen und
die Parallelogramme vervollständigt werden,
dann auf  ihnen Parallelepipede mit der Höhe
des Zylinders errichtet werden, ist jedes der
Prismen über den Dreiecken AEB, BFC,
CGD, DHA gleich der Hälfte eines dieser
Parallelepipede und da jeder der Körper über
einem der Kreisabschnitte kleiner ist als eines
dieser Parallelepipede ist jedes der Prismen über den Dreiecken AEB, BFC, CGD, DHA größer
als die Hälfte eines der Körper über den Kreisabschnitten. 

Wenn also die jeweiligen Kreisabschnitte in zwei gleiche Teile geteilt, Gerade durch die Punkte 
gezogen, auf  den gebildeten Dreiecken Prismen mit der Höhe des Zylinders errichtet werden 
und diese Aufteilung fortgesetzt wird, werden deshalb Körper über Kreisabschnitten übrig 
bleiben, die zusammen kleiner sind als der Unterschied zwischen Zylinder und dem Dreifachen 
des Kegels [wie X.1.].
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Sind AE, EB, BF, FC, CG. GD, DH, HA die nach genügender Teilung verbleibenden 
Kreisabschnitte, dann ist der über dem Polygon AEBFCGDH mit der Höhe des Zylinders 
errichtete Körper größer als das Dreifache des Kegels. 

Da der Körper, dessen Grundfläche das Polygon AEBFCGDH ist und der die Höhe des 
Zylinders hat, gleich dem Dreifachen einer Pyramide ist, die das Polygon AEBFCGDH zur 
Grundfläche hat und deren Spitze die des Kegels ist, ist diese Pyramide, die das Polygon 
AEBFCGDH zur Grundfläche hat und deren Spitze die des Kegels ist, größer als der Kegel, 
der den Kreis ABCD zur Grundfläche hat; sie ist aber auch kleiner, denn sie wird von ihm 
eingeschlossen, was nicht möglich ist. 

Also ist der Zylinder nicht größer als das Dreifache des Kegels.

Es ist, sage ich, der Zylinder auch nicht kleiner als das Dreifache des Kegels.

Denn wenn es möglich ist, dass der Zylinder kleiner ist als das Dreifache des Kegels, dann ist 
umgekehrt der Kegel größer als ein Drittel des Zylinders.

Wird in den Kreis ABCD das Quadrat ABCD einbeschrieben, dann ist das Quadrat ABCD 
größer als die Hälfte des Kreises ABCD. 

Wird über dem Quadrat ABCD eine Pyramide errichtet mit der gleichen Spitze wie der Kegel, 
dann ist diese Pyramide größer als die Hälfte des Kegels, da, wie im Vorhergehenden gezeigt, 
das dem Kreis einbeschriebene Quadrat ABCD die Hälfte eines um den Kreis beschriebenen 
Quadrates ist und da sich auf  den Quadraten mit der Höhe des Kegels errichtete 
Parallelepipede, die das Doppelte von Prismen gleicher Höhe sind, sich verhalten wie ihre 
Grundflächen und ebenso errichtete Pyramiden, ist der über dem Quadrat ABCD errichtete 
Körper gleich der Hälfte des auf  dem
Kreis umschriebenen Quadrates
errichteten Körpers [wie XI.32.].

Also sind auch die dem Drittel der
Parallelepipede gleichen Pyramiden mit
der gleichen Grundfläche, dem Quadrat
ABCD, gleich der Hälfte derjenigen, die
über dem Quadrat errichtet sind, das dem
Kreis umschrieben ist. 

Die Pyramide über dem Quadrat, das dem
Kreis umschrieben ist, ist größer als der
Kegel, denn sie umschließt ihn. 

Deshalb ist die Pyramide, deren
Grundfläche das Quadrat ABCD ist und
Höhe die des Kegels ist, größer als die
Hälfte des Kegels.

Werden die Kreisbögen AB, BC, CD, DA
in den Punkten E, F, G, H jeweils in zwei gleiche Teile geteilt und werden AE, EB, BF, FC, CG. 
GD, DH, HA gezogen, dann ist jedes der Dreiecke AEB, BFC, CGD, DHA größer als die 
Hälfte des Abschnitts des Kreises ABCD in dem sie liegen [wie XII.2.]. 

Damit sind die über jedem der Dreiecke AEB, BFC, CGD, DHA mit der Spitze des Kegels 
errichteten Pyramiden größer als die Hälfte eines der Abschnitte des Kegels, in denen sie liegen.



Wenn also die jeweiligen Kreisabschnitte in zwei gleiche Teile geteilt, Gerade durch die Punkte 
gezogen, auf  den entstandenen Dreiecken Pyramiden mit der Höhe des Kegels errichtet 
werden und diese Aufteilung fortgesetzt wird, werden deshalb Abschnitte des Kegels über den 
Kreisabschnitten übrig bleiben, die zusammen kleiner sind als der Unterschied zwischen Kegel 
und dem Drittel des Zylinders [wie X.1.].

Sind AE, EB, BF, FC, CG. GD, DH, HA die nach genügender Teilung verbleibenden 
Kreisabschnitte, dann ist die über dem Polygon AEBFCGDH mit der Höhe des Kegels 
errichtete Pyramide größer als ein Drittel des Zylinders. 

Da die Pyramide, deren Grundfläche das Polygon AEBFCGDH ist und die Höhe des Kegels 
hat, gleich dem Drittel eines Körpers ist, der das Polygon AEBFCGDH zur Grundfläche und 
die Höhe des Zylinders hat, ist diese Pyramide, die das Polygon AEBFCGDH zur Grundfläche
hat und deren Spitze die des Kegels ist, größer als der Kegel, der den Kreis ABCD zur 
Grundfläche hat; sie ist aber auch kleiner, denn sie wird von ihm eingeschlossen, was nicht 
möglich ist. 
Also ist der Zylinder nicht kleiner als das Dreifache des Kegels. 

Da, wie gezeigt, der Zylinder auch nicht größer ist als das Dreifache des Kegels, ist der Kegel 
einem Drittel des Zylinders gleich.

Deshalb ist jeder Kegel dem Drittel eines Zylinders mit gleicher Grundfläche und Höhe gleich, 
was zu zeigen war.

Anmerkung:

Das Volumen eines Zylinders, dessen Grundfläche den Radius 1 und der die Höhe 1 hat, ist  p,
denn der Flächeninhalt seiner Grundfläche ist  p.

Der Flächeninhalt eines dem Grundflächenkreis einbeschriebenen Quadrats ist  A4 = 2.

Der Flächeninhalt eines regulären 2n-Ecks mit Umkreisradius 1 ist aus dem Flächeninhalt des n-Ecks mit 
zweimaliger Anwendung von Satz  I.47  zu berechnen:

 A2n  =  n/2 · (2 – 2 · (1 – (2 · An/n)² )½)½  

und es ist damit für die Grundflächen

  8-Eck: A8   =   2 · 2½

16-Eck:  A16  =   4 · (2 – 2½)½

32-Eck: A32  =   8 · (2 – (2 + 2½)½)½ 

64-Eck: A64  = 16 · (2 – (2 + (2 + 2½)½)½)½

. . . . . .

wobei für alle  An  gilt:    A2n > An    und alle   An < p.

Die Flächeninhalte der jeweils durch Teilung der Kreisbögen und Konstruktion der Dreiecke 
hinzukommenden Dreiecke ergeben sich aus den Differenzen zweier in der Konstruktion 
aufeinanderfolgender Polygone.

Wie im Lehrsatz mit anderen Worten gezeigt, gibt es damit für alle e ein k, so dass

A2k – Ak < e   und     p – A2k < e. 

Die Volumina der auf den Grundflächen errichteten Körper verhalten sich, wie im Lehrsatz gezeigt, wie 
die Flächeninhalte der Grundflächen.



XII.11.
Sowohl Kegel wie Zylinder gleicher Höhe stehen im Verhältnis ihrer Grundflächen.

Wenn Kegel und Zylinder die Grundflächen ABCD, EFGH mit den Durchmessern AC, EG 
und die Achsen KL, MN haben, dann, sage ich, verhält sich der Grundflächenkreis ABCD zum
Grundflächenkreis EFGH wie der Kegel AL zum Kegel EN.

Denn wenn nicht, dann verhält sich der Kreis ABCD zum Kreis EFGH wie der Kegel AL zu 
einem Körper kleiner oder größer als der Kegel EN.

Besteht nun das Verhältnis zu einem kleineren Körper X, dann ist ein Körper Z gleich dem 
Kegel EN weniger dem Körper X, da der Kegel EN gleich den Körpern X und Z zusammen 
ist.

Da das Quadrat EFGH, das in den Kreis EFGH einbeschrieben wird, größer ist als die Hälfte 
des Kreises EFGH, ist eine über dem Quadrat EFGH errichtete Pyramide mit der Höhe des 
Kegels größer als die Hälfte des Kegels. 

Denn wenn um den Kreis ein Quadrat beschrieben und auf  ihm eine Pyramide mit der Höhe 
des Kegels errichtet wird, dann ist die Pyramide über dem einbeschriebenen Quadrat gleich der 
Hälfte der
Pyramide über dem
umschriebenen
Quadrat, da die
Pyramiden sich wie
ihre Grundflächen
verhalten [wie
XII.6.]. 

Der Kegel ist
kleiner als die
Pyramide über dem
umschriebenen
Quadrat, deshalb
ist die Pyramide
über dem Quadrat
EFGH größer als
die Hälfte des Kegels.

Werden die Kreisbögen EF, FG, GH, HF in den Punkten P, Q, R, S jeweils in zwei gleiche Teile
geteilt und werden HS, SE, EP, PF, FQ, QG, GR, RH gezogen, dann ist jede der über jedem 
der so entstandenen Dreiecke HSE, EPF, FQG, GRH mit der Höhe des Kegels errichteten 
Pyramiden größer als die Hälfte des Kegelabschnitts in dem sie liegt. 

Wenn also die jeweiligen Kreisabschnitte in zwei gleiche Teile geteilt, Gerade durch die Punkte 
gezogen, auf  den entstandenen Dreiecken Pyramiden mit der Höhe des Kegels errichtet 
werden und diese Aufteilung fortgesetzt wird, werden deshalb Abschnitte des Kegels übrig 
bleiben, die zusammen kleiner sind als der Körper Z [wie X.1.].

Verbleiben nach genügender Teilung die Kegelabschnitte über HS, SE, EP, PF, FQ, QG, GR, 
RH, die zusammen kleiner sind als der Körper Z, dann ist die mit der Höhe des Kegels über 
dem Polygon HSEPFQGR errichtete Pyramide größer als der Körper X. 
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Wird in den Kreis ABCD ein dem Polygon HSEPFQGR ähnliches und ähnlich errichtetes 
Polygon DWATBUCV einbeschrieben, dann verhält sich das Quadrat über AC zum Quadrat 
über EG wie das Polygon DWATBUCV zum Polygon HSEPFQGR [wie XII.1.] und wie der 
Kreis ABCD zum Kreis EFGH [wie XII.2.]. Also verhält sich der Kreis ABCD zum Kreis 
EFGH wie das Polygon DWATBUCV zum Polygon HSEPFQGR.

Da sich der Kreis ABCD zum Kreis EFGH verhält wie das Polygon DWATBUCV zum 
Polygon HSEPFQGR und wie der Kegel AL zum Körper X und da sich das Polygon 
DWATBUCV zum Polygon HSEPFQGR verhält wie die Pyramide, deren Grundfläche das 
Polygon DWATBUCV und deren Spitze L ist, zur Pyramide, deren Grundfläche das Polygon 
HSEPFQGR und deren Spitze N ist, deshalb verhält sich, nach Umordnung der Proportion 
[wie V.16.], der Kegel
AL zur Pyramide, die er
umschließt, wie der
Körper X zur
Pyramide, die vom
Kegel EN umschlossen
wird.

Der Kegel AL ist damit
größer als die
Pyramide, die er
umschließt und der
Körper X ist größer als
die Pyramide, die der
Kegel EN umschließt
[wie V.14.]; er ist aber kleiner, was nicht möglich ist. Also verhält sich der Kreis ABCD zum 
Kreis EFGH nicht wie der Kegel AL zu einem Körper, der kleiner ist als der Kegel EN.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass sich der Kreis EFGH zum Kreis ABCD nicht verhält wie 
der Kegel EN zu einem Körper, der kleiner ist als der Kegel AL 

Es verhält sich auch nicht, sage ich zudem, der Kreis ABCD zum Kreis EFGH wie der Kegel 
AL zu einem Körper, der größer ist als der Kegel EN.

Denn wenn sich ein größerer Körper X doch so verhält, dann verhält sich der Kreis EFGH 
zum Kreis ABCD wie der Körper X zum Kegel AL [wie V.7. Zusatz]. Da sich dann der Körper
X zum Kegel AL verhält wie der Kegel EN zu einem Körper, der kleiner ist als der Kegel AL, 
verhält sich dann der Kreis EFGH zum Kreis ABCD wie der Kegel EN zu einem Körper der 
kleiner ist als der Kegel AL, was, wie gezeigt, nicht möglich ist. Also verhält sich der Kreis 
ABCD zum Kreis EFGH nicht wie der Kegel AL zu einem Körper, der größer ist als der Kegel
EN. Da, wie gezeigt, jener Körper auch nicht kleiner ist, verhält sich der Kreis ABCD zum 
Kreis EFGH wie der Kegel AL zum Kegel EN.

In dem Verhältnis, in dem ein Kegel zum andern steht, steht auch ein Zylinder zum andern, 
denn sie sind jeweils dreimal so groß [wie XII.10.]. Damit verhalten sich die Kreise ABCD, 
EFGH wie die über ihnen mit der Höhe der Kegel errichteten Zylinder.

Deshalb stehen sowohl Kegel wie Zylinder gleicher Höhe im Verhältnis ihrer Grundflächen, 
was zu zeigen war.



XII.12.
Sowohl ähnliche Kegel wie ähnliche Zylinder stehen im Verhältnis der Kuben über den 
Durchmessern ihrer Grundflächen.

Wenn ähnliche Kegel und Zylinder mit den Achsen KL, MN, als Grundflächen die Kreise 
ABCD, EFGH mit den Durchmessern BD, FH haben, dann, sage ich, verhält sich der Kegel, 
dessen Grundfläche der Kreis ABCD und dessen Spitze der Punkt L ist, zum Kegel, dessen 
Grundfläche der Kreis EFGH und dessen Spitze der Punkt N ist, wie der Kubus über BD zum
Kubus über FH.

Denn wenn sich der Kegel ABCDL zum Kegel EFGHN nicht verhält wie der Kubus über BD 
zum Kubus über FH, dann steht der Kegel ABCDL zu einem Körper der entweder kleiner 
oder größer ist als der Kegel EFGHN im Verhältnis der Kuben.

Besteht nun das Verhältnis zu einem kleineren Körper X, dann ist, da ein in den Kreis EFGH 
einbeschriebenes Quadrat größer ist als die Hälfte des Kreises EFGH, die über dem Quadrat 
EFGH mit der Höhe des Kegels errichtete Pyramide größer als die Hälfte des über dem Kreis 
EFGH errichteten Kegels.

Werden die Kreisbögen EF, FG, GH, HF in den Punkten P, Q, R, S jeweils in zwei gleiche Teile
geteilt und werden EP, PF, FQ, QG, GR, RH, HS, SE gezogen, dann ist jedes der so 
entstandenen Dreiecke EPF, FQG, GRH, HSE größer als die Hälfte des Kreisabschnitts in 
dem es liegt. Jede der über jedem der Dreiecke EPF, FQG, GRH, HSE errichteten Pyramiden 
mit der Höhe des Kegels ist deshalb größer als der Kegelabschnitt in dem sie liegt.

Wenn also die jeweiligen Kreisabschnitte in zwei gleiche Teile geteilt, Gerade durch die Punkte 
gezogen, auf  den entstandenen Dreiecken Pyramiden mit der Höhe des Kegels errichtet 
werden und diese Aufteilung fortgesetzt wird, werden deshalb Abschnitte des Kegels übrig 
bleiben, die zusammen kleiner sind als der Unterschied zwischen dem Kegel EFGHN und dem
Körper X [wie X.1.]. Verbleiben nach genügender Teilung die Kegelabschnitte über EP, PF, FQ,
QG, GR, RH, HS, SE, dann ist die mit der Höhe des Kegels über dem Polygon EPFQGRHS 
errichtete Pyramide, deren Spitze der Punkt N ist, größer als der Körper X. 

Wird in den Kreis ABCD ein dem
Polygon EPFQGRHS ähnliches und
ähnlich errichtetes Polygon
ATBUCVDW einbeschrieben und
darüber eine Pyramide mit der Höhe
des Kegels ABCDL errichtet, dann
ist eine der Seitenflächen der
Pyramide, deren Grundfläche das
Polygon ATBUCVDW und deren
Spitze der Punkt L ist, das Dreieck
LBT. Entsprechend ist eine der
Seitenflächen der Pyramide, deren
Grundfläche das Polygon
EPFQGRHS und deren Spitze der
Punkt N ist, das Dreieck NFP. Es sind dann KT, MB zu ziehen.

Da der Kegel ABCDL dem Kegel EFGHN ähnlich ist, verhält sich der Durchmesser BD zum 
Durchmesser FH wie die Achse KL zur Achse MN und wie der Radius BK zum Radius FM. 
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Somit verhält sich der Radius BK zum Radius FM wie die Achse KL zur Achse MN und, nach 
Umordnung, verhält sich der Radius BK zur Achse KL wie der Radius FM zur Achse MN.

Da die Winkel BKL, FMN gleich sind und von Strecken, die im gleichen Verhältnis stehen, 
gebildet werden, ist das Dreieck BKL dem Dreieck FMN ähnlich.

Da sich BK zu KT sich verhält wie FM zu MP, wobei sie gleiche Winkel BKT, FMP 
einschließen, denn diese sind der Hälfte eines von vier rechten Winkeln gleich, die im den 
Kreismittelpunkt liegen, ist das Dreieck BKT dem Dreieck FMP ähnlich.

Wie gezeigt, verhält sich BK zu KL wie FM zu MN, und da BK gleich KT und da FM gleich 
PM ist, verhält sich TK zu KL wie PM zu MN. Da die Strecken, die die Winkel TKL, PMN 
einschließen, im gleichen Verhältnis stehen, ist das Dreieck LKT dem Dreieck NMP ähnlich.

Da das Dreieck LKB dem Dreieck NMF ähnlich ist, verhält sich LB zu BK wie NM zu MF. 
Da das Dreieck BKT dem Dreieck FMP ähnlich ist, verhält sich KB zu BT wie MF zu FP. 
Wegen Gleichheit verhält sich somit LB zu BT wie NF zu FP.

Da das Dreieck LTK dem Dreieck NPM ähnlich ist, verhält sich LT zu TK wie NP zu PM. 
Da das Dreieck TKB dem Dreieck PMF ähnlich ist, verhält sich KT zu TB wie MP zu PF. 
Wegen Gleichheit verhält sich somit LT zu TB wie NP zu PF.

Da, wie gezeigt, sich TB zu BL verhält wie PF zu FN, verhält sich, wegen Gleichheit, TL zu LB 
wie PN zu NF. Entsprechende Seiten der Dreiecke LTB, NPF stehen somit im gleichen 
Verhältnis und da die Dreiecke LTB, NPF gleichwinklig sind, sind sie ähnlich.

Es ist also die Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck BKT und deren Spitze der Punkt L 
ist, ähnlich der Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck FMP und deren Spitze der Punkt N 
ist, denn sie werden von gleich vielen ähnlichen Flächen begrenzt.

Da ähnliche Pyramiden mit dreieckigen Grundflächen im Verhältnis der Kuben über 
entsprechenden Kanten stehen [wie XII.8.], verhält sich die Pyramide BKTL zur Pyramide 
FMPN wie der Kubus über BK zum
Kubus über FM.

Werden von den Punkten A, W, D,
V, C, U Radien zu K und von den
Punkten E, S, H, R, G, Q Radien zu
M gezogen und über jedem der so
entstandenen Dreiecke Pyramiden
mit der Höhe des Kegels errichtet,
dann ist auf  gleiche Weise zu zeigen,
dass jede einzelne der einen
Pyramiden zu jeder der anderen
Pyramiden im Verhältnis des Kubus
über BK zum Kubus über FM steht
und damit wie der Kubus über BD
zum Kubus über FH.

Stehen mehrere Größen in gleicher Proportion, dann verhalten sich die Vorderglieder 
zusammen zu den Hintergliedern zusammen wie eines der Vorderglieder zum Hinterglied [wie 
V.12.], womit sich die Pyramide BKTL zur Pyramide FMPN verhält wie die ganze Pyramide, 
deren Grundfläche das Polygon ATBUCVDW und deren Spitze der Punkt L ist, zur ganzen 
Pyramide, deren Grundfläche das Polygon EPFQGRHS und deren Spitze der Punkt N ist.



Also verhält sich die Pyramide, deren Grundfläche das Polygon ATBUCVDW und deren Spitze
der Punkt L ist, zur Pyramide, deren Grundfläche das Polygon EPFQGRHS und deren Spitze 
der Punkt N ist, wie der Kubus über BD zum Kubus über FH.

Steht der Kegel, dessen Grundfläche der Kreis ABCD und dessen Spitze L ist, zum Körper X 
im Verhältnis des Kubus über BD zum Kubus über FH, dann steht der Kegel, dessen 
Grundfläche der Kreis ABCD und dessen Spitze L ist, zum Körper X im Verhältnis der 
Pyramide, deren Grundfläche das Polygon ATBUCVDW und deren Spitze der Punkt L ist, zur 
Pyramide, deren Grundfläche das Polygon EPFQGRHS und deren Spitze der Punkt N ist. 

Damit verhält sich, nach Umordnung, der Kegel, dessen Grundfläche der Kreis ABCD und 
dessen Spitze L ist, zu der von ihm umschlossenen Pyramide, deren Grundfläche das Polygon 
ATBUCVDW und deren Spitze der Punkt L ist, wie der Körper X zur Pyramide, deren 
Grundfläche das Polygon EPFQGRHS und deren Spitze der Punkt N ist.

Da der Kegel größer ist als die Pyramide, die er umschließt, ist damit der Körper X größer als 
die Pyramide, deren Grundfläche das Polygon EPFQGRHS und deren Spitze der Punkt N ist; 
er ist jedoch kleiner, was nicht möglich ist.

Also verhält sich der Kegel, , dessen Grundfläche der Kreis ABCD und dessen Spitze L ist, zu 
einem Körper, der kleiner ist als der Kegel, dessen Grundfläche der Kreis EFGH und dessen 
Spitze der Punkt N ist, nicht wie der Kubus über BD zum Kubus über FH.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass der Kegel EFGHN zu einem Körper, der kleiner ist als 
der Kegel ABCDL, nicht im Verhältnis steht wie der Kubus über FH zum Kubus über BD.

Es verhält sich, sage ich, der Kegel ABCDL auch zu einem Körper, der größer ist als der Kegel 
EFGHN nicht wie der Kubus über BD zum Kubus über FH.

Denn wenn sich der Kegel ABCDL zu einem Körper X so verhält, dann verhält sich der 
Körper X zum Kegel ABCDL wie der Kubus über FH zum Kubus über BD und damit verhält 
sich der Körper X zum Kegel ABCDL wie der Kegel EFGHN zu einem Körper, der kleiner ist
als der Kegel ABCDL. 

Wie gezeigt, ist es nicht möglich, dass der Kegel EFGHN zu einem Körper, der kleiner ist als 
der Kegel ABCDL, im Verhältnis des Kubus über BD zum Kubus über FH steht. Also steht 
der Kegel ABCDL zu einem Körper, der größer ist als der Kegel EFGHN nicht im Verhältnis 
des Kubus über BD zum Kubus über FH.

Da der Kegel ABCDL, wie gezeigt, auch zu einem Körper, der kleiner ist, nicht in diesem 
Verhältnis steht, verhält sich der Kegel ABCDL zum Kegel EFGHN wie der Kubus über BD 
zum Kubus über FH.

Ebenso wie ein Kegel zu einem anderen, verhält sich ein Zylinder gleicher Grundfläche und 
Höhe zu einem anderen [wie XII.10.]. 

Also steht ein Zylinder zum anderen im Verhältnis des Kubus über BD zum Kubus über FH.

Deshalb stehen sowohl ähnliche Kegel wie ähnliche Zylinder im Verhältnis der Kuben über den
Durchmessern ihrer Grundflächen, was zu zeigen war.



XII.13.
Wird ein Zylinder von einer schneidenden, zu den Grundflächen parallelen Ebene 
geteilt, dann stehen die abgeteilten Achsen im Verhältnis der abgeteilten Zylinder.

Wenn der Zylinder AD von der schneidenden Ebene GH geteilt wird, die zu den seinen 
Grundflächen AB, CD parallel ist, und die Ebene GH seine Achse im Punkt K teilt, dann, sage 
ich, verhält sich der Zylinder BG zum Zylinder GD wie die Achse EK zur Achse KF.

Es ist die Achse EF nach der einen Seite um ein beliebiges Vielfaches der Strecke EK bis zum 
Punkt L, auf  der anderen Seite um ein gleiches
Vielfaches der Strecke KF bis zum Punkt M zu
verlängern, es ist der Zylinder PW mit der Achse LM
und den Grundflächen PQ, VW, die den Kreisen AB,
CD gleich sind, zu errichten, es sind durch die Punkte
N, O zu AB, CD parallele Ebenen zu legen und auf
ihnen um die Mittelpunkte N, O Kreise zu ziehen, die
den Grundflächen des Zylinders PQ gleich sind.

Damit sind die Achsen LN, NE, EK einander gleich,
womit die Zylinder QR, RB, BG im Verhältnis ihrer
Grundflächen stehen [wie XII.11.]. Also sind diese
Zylinder gleich, da ihre Grundflächen gleich sind.

Da die Anzahlen der einander gleichen Achsen LN,
NE, EK und der einander gleichen Zylinder QR, RB,
BG gleich sind, ist die Achse KL das gleiche
Vielfaches der Achse EK wie der Zylinder QG
Vielfaches des Zylinders GB ist.

Aus dem gleichen Grund ist die Achse MK das
gleiche Vielfache der Achse KF wie der Zylinder WG
das Vielfache des Zylinders GD ist. 

Ist also die Achse KL gleich der Achse KM, dann ist auch der Zylinder QG gleich dem 
Zylinder GW; ist die eine Achse größer als die andere, dann ist auch der eine Zylinder größer 
als der andere und wenn kleiner, dann kleiner.

Die vier Größen, die Achsen EK, KF und die Zylinder BG, GD ergeben, gleich vervielfacht, 
die Achse LK und den Zylinder QG einerseits und die Achse KM, den Zylinder GW 
andererseits und, wie gezeigt, wenn die Achse KL größer ist als die Achse KM, dann ist der 
Zylinder QG größer als der Zylinder GW, wenn gleich, dann gleich und wenn kleiner, dann 
kleiner. 

Also steht die Achse EK zur Achse KF im Verhältnis des Zylinder BG zum Zylinder GD [wie 
V. Erklärung 5].

Deshalb stehen die abgeteilten Achsen im Verhältnis der abgeteilten Zylinder, wenn eine 
schneidende, zu den Grundflächen parallele Ebene einen Zylinder teilt, was zu zeigen war.
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XII.14.
Sowohl Kegel wie Zylinder mit gleichen Grundflächen stehen im Verhältnis ihrer 
Höhen.

Wenn die Zylinder EB, FD als Grundflächen die gleichen Kreise AB, CD haben, dann, sage ich,
verhält sich der Zylinder EB zum Zylinder FD wie die Achse GH zur Achse KL.

Es ist die Achse KL bis zum Punkt N so zu verlängern, dass LN gleich GH ist, und es ist der 
Zylinder CM um die Achse LN zu ergänzen.

Die Zylinder EB, CM haben die gleiche Höhe,
sie stehen deshalb im Verhältnis ihrer
Grundflächen [wie XII.11.].
Die Grundflächen sind gleich und damit auch
die Zylinder EB, CM. 

Da der Zylinder FM von der Ebene CD, die
seinen Grundflächen parallel ist, geschnitten
wird, verhält sich der Zylinder CM zum Zylinder
FD wie die Achse LN zur Achse KL [wie
XII.13.].

Die Zylinder CM, EB sind gleich, ebenso die
Achsen LN, GH, also verhält sich der Zylinder
EB zum Zylinder FD wie die Achse GH zur
Achse KL.

Der Zylinder EB verhält sich zum Zylinder FD wie der Kegel ABG zum Kegel CDK [wie 
XII.10 mit V.15.] und damit verhält sich die Achse GH zur Achse KL wie der Kegel ABG zum 
Kegel CDK und wie der Zylinder EB zum Zylinder FD

Deshalb stehen sowohl Kegel wie Zylinder mit gleichen Grundflächen im Verhältnis ihrer 
Höhen, was zu zeigen war.

XII.15.
Die Grundflächen gleicher Kegel und gleicher Zylinder stehen im umgekehrten 
Verhältnis ihrer Höhen und Kegel und Zylinder, deren Grundflächen im umgekehrten 
Verhältnis ihrer Höhen stehen, sind gleich.

Wenn bei zwei gleichen Kegeln und zwei gleichen Zylindern die Grundflächenkreise ABCD, 
EFGH mit den Durchmessern AC, EG und die Achsen KL, MN und damit die Höhen der 
Kegel auch die Höhen der Zylinder AQ, EO sind, dann, sage ich, stehen die Grundflächen der 
Zylinder AQ, EO im umgekehrten Verhältnis ihrer Höhen und es verhält sich die Grundfläche 
ABCD zur Grundfläche EFGH wie die Achse MN zur Achse KL.

Denn die Höhen LK, MN sind entweder gleich oder ungleich.

Sind die Höhen gleich, dann ist der Zylinder AQ gleich dem Zylinder EO. 
Da sowohl Kegel wie Zylinder gleicher Höhe im Verhältnis ihrer Grundflächen stehen [wie 
XII.11.], sind dann die Grundflächen ABCD, EFGH gleich und stehen im umgekehrten 
Verhältnis, womit sich die Grundfläche ABCD zur Grundfläche EFGH verhält wie die Höhe 
MN zur Höhe KL.
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Sind die Höhen LK, MN nicht gleich, dann sei MN größer als LK.
Wird dann von MN die der Höhe KL gleiche Höhe PN abgeteilt, dann teilt die zu den 
Grundflächen EFGH, RO parallele Ebene TPS im Punkt P den Zylinder ES mit der 
Grundfläche EFGH und der Höhe NP ab.

Da der Zylinder AQ gleich dem Zylinder EO
ist, verhält sich dann der Zylinder AQ zum
Zylinder ES wie der Zylinder EO zum
Zylinder ES. Die Höhen der Zylinder AQ, ES
sind gleich und es verhält sich somit der
Zylinder AQ zum Zylinder ES wie die
Grundfläche ABCD zur Grundfläche EFGH.

Der Zylinder EO verhält sich zum Zylinder
ES wie die Höhe MN zur Höhe PN, denn der
Zylinder EO wird von einer zu den
Grundflächen parallelen Ebene geschnitten.
Damit verhält sich die Grundfläche ABCD
zur Grundfläche EFGH wie die Höhe MN
zur Höhe PN.

Da die Höhen PN, KL gleich sind, verhält sich die Grundfläche ABCD zur Grundfläche 
EFGH wie die Höhe MN zur Höhe KL. Also steht der Zylinder AQ zum Zylinder EO im 
umgekehrten Verhältnis der Höhen.

Stehen die Grundflächen der Zylinder AQ, EO im umgekehrten Verhältnis der Höhen und 
verhält sich die Grundfläche ABCD zur Grundfläche EFGH wie die Höhe MN zur Höhe KL, 
dann verhält sich, da die Höhe KL der Höhe PN gleich ist, die Grundfläche ABCD zur 
Grundfläche EFGH wie die Höhe MN zur Höhe PN.

Da sich die Grundfläche ABCD zur Grundfläche EFGH verhält wie der Zylinder AQ zum 
Zylinder ES, denn beide haben gleiche Höhen, verhält sich die Höhe MN zur Höhe PN wie der
Zylinder EO zum Zylinder ES. Der Zylinder AQ verhält sich zum Zylinder ES wie der 
Zylinder EO zum Zylinder ES, also sind die Zylinder AQ, EO gleich.

Die gleichen Verhältnisse gelten für Kegel, was zu zeigen war.



XII.16.
In den größeren von zwei Kreisen um denselben Mittelpunkt ein Polygon gerader 
Seitenzahl einbeschreiben, das den kleineren nicht berührt.

Es sind zwei Kreise ABCD, EFGH um denselben Mittelpunkt K gegeben. In den größeren der 
beiden Kreise ABCD soll ein Polygon mit gerader Seitenzahl einbeschrieben werden, das den 
kleineren Kreis EFGH nicht berührt.

Es ist durch den Punkt K die Gerade BKD zu legen
und im Punkt G die zu BD senkrechte GA zu
errichten und bis C zu verlängern. Damit berührt AC
den Kreis EFGH [wie III.16. Zusatz].

Wird der Kreisbogen BAD in zwei gleiche Teile
geteilt und jedes Teil wiederum in zwei gleiche Teile
geteilt und wird dieses so fortgesetzt, so wird ein
Kreisbogen übrig bleiben, der kleiner ist als der
Kreisbogen AD [wie X.1.].

Ist LD dieser Kreisbogen, ist vom Punkt L aus die zu
BD senkrechte LM zu errichten und bis N zu
verlängern. Es sind dann LD, DN zu ziehen.

Da LD, DN gleich sind und da die Gerade LN zu AC parallel ist [wie I.28.], die den Kreis 
EFGH berührt, berührt LN den Kreis EFGH nicht, noch weniger berühren LD, DN den 
Kreis EFGH.

Indem der Strecke LD gleiche Strecken aneinander rund um den Kreis ABCD gelegt werden, 
wird ein gleichseitiges Polygon geraden Seitenzahl einbeschrieben, das den kleineren Kreis 
EFGH nicht berührt, was auszuführen war.

XII.17.
In die größere von zwei Kugeln um denselben Mittelpunkt ein Polyeder 
einbeschreiben, das die kleinere nicht berührt.

Es sind zwei Kugeln mit demselben Mittelpunkt A gegeben. In die größere der beiden Kugeln 
soll ein Polyeder einbeschrieben werden, das die kleinere Kugel nicht berührt.

Wird die Kugel von einer Ebene durch den Mittelpunkt geschnitten, dann ist die Schnittfläche 
ein Kreis, denn eine Kugel wird von einem Halbkreises erzeugt, der um seinen festgehaltenen 
Durchmesser einmal bis zur Ausgangslage gedreht wird [wie XI. Erklärung 14].  

Wie auch immer die Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt gelegt wird, ist deshalb die 
Schnittfläche ein Kreis. Dieser Kreis ist der größte mögliche, da der Durchmesser der Kugel, 
der auch der Durchmesser des ihn erzeugenden Halbkreises ist, die größte aller Strecken im 
Kreis und in der Kugel ist [wie III.15.]. 

In die beiden Kreise BCDE, FGH sind die Durchmesser BD, CE senkrecht zueinander 
einzutragen und in den größeren Kreis BCDE ein gleichseitiges Polygon mit gerader Seitenzahl
einzubeschreiben, das den kleineren Kreis FGH nicht berührt [wie XII.16.]. 

http://opera-platonis.de/euklid/B12g/B12_17.htm
http://opera-platonis.de/euklid/B12g/B12_16.htm


Sind BK, KL, LM, ME die Seiten dieses Polygons im Kreisviertel BE, dann ist KA zu ziehen 
und bis N zu verlängern. 

Im Punkt A ist auf  der
Kreisfläche BCDE die
senkrechte AO zu errichten
und die Ebene der AO, BD
und die Ebene der AO, KN
durch den Mittelpunkt zu
legen, die, wie vorhin erklärt,
größtmögliche Schnittkreise
ergeben, denn die Halbkreise
BOD, KON liegen über den
Durchmessern BD, KN.

Zur Kreisfläche BCDE ist
OA senkrecht,  womit alle
Ebenen, in denen OA liegt,
senkrecht zur Kreisfläche
BCDE sind [wie XI.18.].
Somit sind die Halbkreise
BOD, KON senkrecht zur
Kreisfläche BCDE. Da die
Halbkreise BED, BOD,
KON gleich sind, denn die
Durchmesser BD, KN sind
gleich, sind die Kreisviertel
BE, BO, KO gleich. 

Ebenso viele Seiten des einbeschriebenen Polygons, wie sie in BE liegen, sind deshalb in die 
Kreisviertel BO, KO einzutragen. Es sind somit die den BK, KL, LM, ME gleichen Strecken 
BP, PR, RT, TO, KQ, QS, SV, VO einzutragen und QP, SR, VT zu ziehen.

Von den Punkten P, Q sind auf  der Kreisfläche BCDE die Senkrechten PW, QX zu errichten, 
die in denselben Ebenen wie BD, KN liegen, denn die Halbkreise BOD, KON stehen 
senkrecht auf  der Kreisfläche BCDE. 

Es ist dann WX zu ziehen.

Von den gleichen Halbkreisbögen BOD, KON sind gleiche Kreisbögen BP, KQ abgeteilt, also 
ist PW gleich QX und ist BW gleich KX [wie III.28.].

Da der ganze Radius BA gleich KA ist, ist somit das abgeteilte WA gleich XA und es verhält 
sich BW zu WA wie KX zu XA. Damit ist WX parallel zu BK [wie VI.2.].
Da sowohl PW wie QX auf  der Kreisfläche BCDE senkrecht stehen, ist PW parallel zu QX 
[wie XI.6.] und da PW, QX gleich sind, ist WX parallel zu PQ [wie I.33.].
Es ist WX parallel zu PQ und es ist WX parallel BK, somit ist PQ parallel BK.

Das mit den Strecken BP, KQ gebildete Viereck KBPQ liegt damit in einer Ebene, denn eine 
Geraden durch zwei Punkte auf  Parallelen liegt in der Ebene der Parallelen [wie XI.7.].

Aus den gleichen Gründen liegen die Vierecke QPRS, SRTV in einer Ebene. In einer Ebene 
liegt auch das Dreieck VTO [wie XI.2.].



Indem Gerade durch die Punkte P, Q, R, S, T, V und den Punkt A gezogen werden, entsteht ein
polyedischer Körper, der zwischen den Kreisbögen BO, KO liegt und aus Pyramiden 
zusammengesetzt ist, deren Grundflächen die Vierecke KBPQ, QPRS, SRTV und das Dreieck 
VTO sind und deren Spitzen der Punkt A ist.

Wird über jeder der Seiten KL, LM, ME ein solcher Körper wie über BK gebildet und wird dies
ebenso in den übrigen drei Kreisvierteln und in der anderen Halbkugel wiederholt, dann wird 
in die Kugel ein Polyeder einbeschrieben, das aus Pyramiden zusammengesetzt ist, deren 
Grundflächen die Vierecke
und Dreiecke sind, die auf
gleiche Weise, wie gezeigt,
gefunden werden und die
alle die Spitze A haben.

Das beschriebene Polyeder,
sage ich, berührt die
kleinere Kugel um den
Kreis FGH nicht.

Denn wenn durch den
Punkt A die Senkrechte AY
auf  dem Viereck KBPQ
errichtet wird, ist ihr
Fußpunkt Y.  

Es sind dann YB, YK zu
ziehen. 

Da AY auf  der Ebene des
Vierecks KBPQ senkrecht
steht, bildet sie mit allen
Geraden dieser Ebene
rechte Winkel. Somit sind
BY, YK senkrecht zu AY.

Die Strecke AB ist gleich der Strecke AK und das Quadrat über AB ist gleich dem Quadrat 
über AK. 

Die Quadrate über AY und über YB zusammen sind gleich dem Quadrat über AB, denn der 
Winkel im Punkt Y ist ein Rechter [wie I.47.].

Da die Quadrate über AY und YK zusammen gleich dem Quadrat über AK sind, sind die 
Quadrate über AY und YB zusammen gleich den Quadraten über AY und YK zusammen. 
Beiden das gemeinsame Quadrat über AY weggenommen, ist dann das Quadrat über YB gleich
dem Quadrat über YK und damit ist BY gleich YK.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass die Strecken, die vom Punkt Y zu den Punkten P, Q 
gezogen werden, gleich den Strecken YB, YK sind, so dass auf  dem Kreis, der um den Punkt Y
mit einem Radius gleich YB, YK geschlagen wird, die Punkte P, Q liegen und dieser Kreis somit
der Umkreis des Vierecks KBPQ ist.

Da die Strecke KB größer als die Strecke XW ist und, da XW gleich PQ ist, ist KB größer als 
PQ. Die Strecke KB ist gleich der Strecke KQ und gleich der Strecke BP, also ist KQ größer als 
QP und ist BP größer als QP. 



Da im Viereck mit dem Umkreis KBPQ die Kreisbögen KB, BP, KQ gleich und größer sind als
der Kreisbogen PQ, ist KYB ein stumpfer Winkel im Kreis mit dem Radius BY. 
Damit ist das Quadrat über KB größer als das Doppelte des Quadrats über BY [wie II.12.].

Es ist durch den Punkt K die Senkrechte KZ auf  BA zu errichten.
Da BD kleiner ist als das Doppelte der DZ und sich BD zu DZ verhält wie das Rechteck aus 
DB mit BZ zum Rechteck
aus DZ mit ZB [wie VI.1.],
ist das Rechteck aus DB mit
BZ kleiner als das Doppelte
des Rechtecks aus DZ mit
BZ.

Es ist KD zu ziehen, das
mit BK einen rechten
Winkel bildet. Damit ist das
Rechteck aus DB mit BZ
gleich dem Quadrat über
BK [wie VI.8. Zusatz]. 

Entsprechend ist das
Rechteck aus DZ mit BZ
gleich dem Quadrat über
KZ  Damit ist das Quadrat
über KB kleiner als das
doppelte Quadrat über KZ.

Da das Quadrat über KB
größer ist als das doppelte
Quadrat über BZ, ist das
Quadrat über KZ größer als
das Quadrat über BY.

Die Radien BA, KA sind gleich, womit das Quadrat über BA gleich dem Quadrat über KA ist. 
Das Quadrat über BA ist gleich dem Quadrat über BY und dem Quadrat über YA zusammen 
und das Quadrat über KA ist gleich dem Quadrat über KZ und dem Quadrat über ZA 
zusammen, also ist das Quadrat über BY und das Quadrat über YA zusammen gleich dem 
Quadrat über KZ und dem Quadrat über ZA zusammen.

Das Quadrat über KZ ist größer als das Quadrat über BY und damit ist das Quadrat über ZA 
kleiner als das Quadrat über YA, somit ist AY größer als AZ und desto größer als AH. 
Da AY die Strecke vom Mittelpunkt an die Oberfläche des Polyeders und AH die Strecke vom 
Mittelpunkt an die Oberfläche der kleineren Kugel ist, berührt das Polyeder die kleinere Kugel 
nicht.

Damit ist in die größere von zwei Kugeln mit demselben Mittelpunkt ein Polyeder 
einbeschrieben, das die kleinere Kugel nicht berührt, was auszuführen war.



Zusatz XII.17   Porisma:

Das Polyeder, das der Kugel BCDE einbeschrieben ist, steht zu einem ähnlichen 
Polyeder, das einer anderen Kugel mit dem Mittelpunkt A einbeschrieben wird, im 
Verhältnis des Kubus über dem Durchmesser der Kugel BCDE zum Kubus über dem 
Durchmesser der anderen Kugel.

Denn wenn die Polyeder in die gleiche Anzahl ähnlich errichteter Pyramiden aufgeteilt werden, 
dann sind diese Pyramiden einander ähnlich. Ähnliche Pyramiden, deren Grundflächen 
Polygone sind, stehen im Verhältnis der Kuben über entsprechenden Kanten [wie XII.8. 
Zusatz]. 

Also steht auch die Pyramide, deren Grundfläche das Viereck KBPQ und deren Spitze der 
Punkt A ist, zur Pyramide im anderen Polyeder im Verhältnis der Kuben über entsprechenden 
Kanten und damit im Verhältnis des Kubus über dem Radius AB zum Kubus über dem Radius 
der anderen Kugel, die denselben Mittelpunkt A hat.

Jede der ähnlich errichteten Pyramiden, deren Spitzen der Mittelpunkt A ist, in den beiden 
Kugeln mit dem Mittelpunkt A steht im Verhältnis des Kubus über dem Radius AB zum Kubus
über dem Radius der anderen Kugel. Stehen mehrere Größen in gleicher Proportion, dann 
verhält sich eines der Vorderglieder zum Hinterglied wie die Vorderglieder zusammen zu den 
Hintergliedern zusammen [wie V.12.]. 

Deshalb steht das ganze Polyeder in der Kugel mit dem Mittelpunkt A zum ganzen Polyeder in 
der anderen Kugel im Verhältnis des Kubus über dem Radius AB zum Kubus über dem Radius
der anderen Kugel und damit im Verhältnis des Kubus über dem Durchmesser BD zum Kubus
über dem Durchmesser der anderen Kugel, was zu zeigen war.

XII.18.
Kugeln stehen im Verhältnis der Kuben über ihren Durchmessern.

Wenn die beiden Kugeln ABC, DEF die Durchmesser BC, EF haben, dann, sage ich, verhält 
sich die Kugel ABC zur Kugel DEF wie der Kubus über dem Durchmesser BC zum Kubus 
über dem Durchmesser EF.

Denn wenn nicht, steht die Kugel ABC zu einer Kugel, die kleiner oder größer ist als DEF im 
Verhältnis des Kubus über dem Durchmesser BC zum Kubus über dem Durchmesser EF.

Besteht nun dieses Verhältnis zu einer kleineren Kugel GHK und liegen DEF, GHK um 
denselben Mittelpunkt, dann ist in die größere Kugel DEF ein Polyeder einzubeschreiben, das 
die kleinere Kugel GHK nicht berührt [wie XII.17.]. 

Wird in die Kugel ABC ein diesem ähnliches Polyeder einbeschrieben, dann verhält sich das in 
die Kugel ABC einbeschriebene Polyeder zu dem in die Kugel DEF einbeschriebenen Polyeder 
wie der Kubus über dem Durchmesser BC zum Kubus über dem Durchmesser EF [wie XII.17.
Zusatz].

Da sich die Kugel ABC zur Kugel GHK verhält wie der Kubus über BC zum Kubus über EF, 
verhält sich die Kugel ABC zur Kugel GHK wie das in die Kugel ABC einbeschriebene 
Polyeder zu dem in die Kugel DEF einbeschriebenen Polyeder und, nach Umordnung [wie 
V.16.], verhält sich die Kugel ABC zu dem in sie einbeschriebenen Polyeder wie die Kugel 
GHK zu dem in die Kugel DEF einbeschriebenen Polyeder.
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Die Kugel ABC ist größer als das in sie
einbeschriebene Polyeder, also ist dann die Kugel
GHK größer als das in die Kugel DEF
einbeschriebene Polyeder; sie ist aber kleiner, denn sie
liegt innerhalb von ihm, was nicht möglich ist. Die
Kugel ABC steht deshalb zur kleineren Kugel DEF
nicht im Verhältnis des Kubus über dem Durchmesser
BC zum Kubus über dem Durchmesser EF.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass die Kugel DEF
auch zu einer Kugel, die kleiner ist als ABC, nicht im
Verhältnis des Kubus über EF zum Kubus über BC
steht.

Die Kugel ABC, sage ich zudem, steht auch zu einer
Kugel, die größer ist als DEF, nicht im Verhältnis des
Kubus über BC zum Kubus über EF.

Denn wenn doch, dann besteht dieses Verhältnis zu
einer größeren Kugel LMN und es verhält sich dann
die Kugel LMN zur Kugel ABC wie der Kubus über
dem Durchmesser EF zum Kubus über dem
Durchmesser BC [wie V.7. Zusatz].

Da sich dann die Kugel LMN zur Kugel ABC verhält
wie die Kugel DEF zu einer Kugel, die kleiner ist als
ABC, und da die Kugel LMN größer ist als die Kugel
DEF, verhält sich dann DEF zu einer Kugel, die
kleiner ist als ABC, wie der Kubus über EF zum
Kubus über BC, was, wie gezeigt, nicht möglich ist. 

Also steht die Kugel ABC zu einer Kugel, die größer
ist als DEF, nicht im Verhältnis des Kubus über BC
zum Kubus über EF. 

Da sie, wie gezeigt, auch zu einer Kugel, die kleiner ist
als DEF, nicht in diesem Verhältnis steht, deshalb steht die Kugel ABC zur Kugel DEF im 
Verhältnis des Kubus über BC zum Kubus über EF, was zu zeigen war.
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Euklid: Stoicheia.  Buch XIII.

Über eingefügte Hypertextverknüpfungen kann der griechische Text in der Fassung von I. L. Heiberg aufgerufen werden.

XIII.1.
Das Quadrat über der Strecke aus dem größeren Teil einer in stetiger Teilung geteilten 
Strecke zusammen mit der Hälfte der Strecke ist gleich dem fünffachen Quadrat über 
der Hälfte der Strecke.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in stetiger Teilung [wie VI. Erklärung 3.] so geteilt ist, dass 
AC der größere Teil ist, der um AD, die der Hälfte von AB
gleich ist, bis D verlängert wird, dann ist, sage ich, das Quadrat über CD gleich dem fünffachen
Quadrat über DA.

Es sind über AB, DC die Quadrate AE, DF zu errichten.
Es ist AK zu verlängern, DF im Schnittpunkt H mit der
Diagonalen DF in vier Parallelogramme aufzuteilen [wie
II. Erklärung 2.] und CF bis G zu verlängern. Es ist
dann, da AB in C in stetiger Teilung geteilt ist, das
Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat über AC
[wie VI.17.]. Das Rechteck aus AB mit BC ist gleich dem
Rechteck CE und das Quadrat über AC ist gleich dem
Quadrat FH, somit ist CE gleich FH. Da BA gleich der
doppelten AD ist, wobei BA gleich KA und AD gleich
AH ist, ist KA gleich dem doppelten AH.

Es verhält sich KA zu AH wie CK zu CH [wie VI.1.],
also ist CK gleich dem doppelten CH. Das doppelte CH
ist gleich den Rechtecken LH, HC zusammen, also ist
das Rechteck KC gleich den Rechtecken LH, HC zusammen. 
Da, wie gezeigt, das Rechteck CE gleich dem Rechteck HF ist, ist damit das Quadrat AE gleich 
dem Gnomon LFCH. 

Es ist BA gleich dem doppelten AD, also ist das Quadrat über BA gleich vier Quadraten über 
AD und ist das Quadrat AE gleich vier Quadraten DH. Das Quadrat AE ist gleich dem 
Gnomon LFCH, das somit gleich vier Quadraten DH ist. Das ganze Quadrat DF ist damit 
gleich fünf  Quadraten DH.

Es ist DF ist das Quadrat über DC und es ist AO das Quadrat über DA, also ist das Quadrat 
über CD gleich fünf  Quadraten über DA.

Deshalb ist das Quadrat über der Strecke aus dem größeren Teil einer in stetiger Teilung 
geteilten Strecke zusammen mit der Hälfte der Strecke gleich dem fünffachen Quadrat über der 
Hälfte der Strecke, was zu zeigen war.
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XIII.2.
Ist das Quadrat über einer Strecke gleich dem fünffachen Quadrat über einem ihrer 
Abschnitte, dann ist der andere Abschnitt gleich dem größerem Teil der in stetiger 
Teilung geteilten doppelten Strecke.

Wenn das Quadrat über der Strecke AB gleich dem fünffachen Quadrat über dem Abschnitt 
AC ist, dann ist, sage ich, der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten doppelten Strecke 
CD gleich dem Abschnitt CB.

Es sind über AB, CD die Quadrate AF, CG zu errichten, es ist CK zu verlängern und AF im 
Schnittpunkt H mit der Diagonalen AF in vier Parallelogramme aufzuteilen und es ist FB bis E 
zu verlängern. Es ist dann das Quadrat über BA das
Fünffache des Quadrats über AC. Somit ist das
Quadrat AF gleich fünf  Quadraten AH und ist das
Gnomon LFBH gleich vier Quadraten AH.

Da DC das Doppelte von CA ist, ist das Quadrat
über DC gleich vier Quadraten über CA, somit ist das
Quadrat CG gleich vier Quadraten AH. 
Damit ist das Gnomon LFBH gleich dem Quadrat
CG.

Da DC gleich dem doppelten CA, da DC gleich CK
und AC gleich CH ist, ist das Rechteck KB gleich dem
doppelten Rechteck BH.

Es sind LH und HB zusammen gleich dem doppelten
HB, also ist das Rechteck KB gleich den Rechtecken
LH und HB zusammen.

Da, wie gezeigt, das Gnomon LFBH gleich dem
Quadrat CG ist, ist das Quadrat HF gleich dem Rechteck BG. 

Es ist BG das Rechteck aus CD mit DB, denn CD ist gleich DG, und es ist HF das Quadrat 
über CB, also ist das Rechteck aus CD mit DB gleich dem Quadrat über CB.
Es verhält sich DC zu CB wie CB zu BD [wie VI.17.]. Da DC größer als CB ist, ist somit CB 
größer als BD. Damit ist CD in stetiger Teilung geteilt, wobei CB der größere Teil ist.

Deshalb ist dann, wenn das Quadrat über einer Strecke gleich dem fünffachen Quadrat über 
einem ihrer Abschnitte ist, der andere Abschnitt gleich dem größeren Teil der in stetiger 
Teilung geteilten doppelten Strecke, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist   CD  = 1,   AC = 1 / 2,   

dann   AB² = 5 · (1 / 2)²,   AB = 5½ / 2

und    CB  =  AB – AC  =  (5½ – 1) / 2    ist der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten CD.
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XIII.3.
Das Quadrat über der Strecke aus dem kleineren Teil einer in stetiger Teilung geteilten 
Strecke und der Hälfte des größeren Teiles zusammen ist gleich dem fünffachen 
Quadrat über der Hälfte des größeren Teils.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in stetiger Teilung geteilt wird, wobei AC der größere Teil ist, 
der in D in zwei gleiche Teile geteilt wird, dann ist, sage ich, das Quadrat über BD gleich fünf  
Quadraten über DC.

Denn wenn über AB das Quadrat AE errichtet und
zweifach in jeweils vier Parallelogramme aufgeteilt wird,
dann ist, da AC gleich dem doppelten DC ist, das
Quadrat über AC gleich vier Quadraten über DC. Somit
ist das Quadrat PS gleich vier Quadraten FG.

Da das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat
über AC [wie VI.17.] und da das Rechteck aus AB mit
BC gleich dem Rechteck CE ist, ist das Rechteck CE
gleich dem Quadrat PS. Das Quadrat PS ist gleich vier
Quadraten FG, also ist das Rechteck CE gleich vier
Quadraten FG.

Es ist AD gleich DC und ist HK gleich KF, somit ist das Quadrat GF gleich dem Quadrat HL.
Es ist GK gleich KL und ist MN gleich NE, somit ist das Rechteck MF gleich dem Rechteck 
FE. Das Rechteck MF ist gleich dem Rechteck CG, also ist das Rechteck CG gleich dem 
Rechteck FE; beiden das gleiche Rechteck CN hinzugefügt ist das Gnomon DBNO gleich dem 
Rechteck CE.

Da, wie gezeigt, das Rechteck CE gleich vier Quadraten GF ist, ist das Gnomon DBNO gleich 
vier Quadraten FG und ist das Gnomon DBNO zusammen mit dem Quadrat FG gleich fünf  
Quadraten FG.

Das Gnomon DBNO zusammen mit dem Quadrat FG ist das Quadrat DN, also das Quadrat 
über DB. Das Quadrat GF ist das Quadrat über DC, damit ist das Quadrat über DB gleich fünf
Quadraten über DC, was zu zeigen war.

XIII.4.
Das Quadrat über einer in stetiger Teilung geteilten Strecke zusammen mit dem 
Quadrat über dem kleineren Teil ist gleich dem dreifachen Quadrat über dem größeren
Teil.

Wenn die Strecke AB in C in stetiger Teilung geteilt ist, wobei AC der größere Teil ist, dann ist, 
sage ich, das Quadrat über AB zusammen mit dem Quadrat über BC gleich drei Quadraten 
über CA.

Es ist über AB das Quadrat ADEB zu errichten und in vier Parallelogramme aufzuteilen [wie 
II. Erklärung 2.].

Da AB in C in stetiger Teilung geteilt und AC der größere Teil ist, ist das Rechteck aus AB mit 
BC gleich dem Quadrat über AC [wie VI.17.], also gleich dem Rechteck AK. Das Quadrat über 
AC ist gleich dem Quadrat HG. Somit ist das Rechteck AK gleich dem Quadrat HG.
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Es ist das Rechteck AF gleich dem Rechteck FE und, beidem das Quadrat CK hinzugefügt, das
Rechteck AK gleich dem Rechteck CE und die Rechtecke
AK, CE zusammen gleich zwei AK.

Damit sind die Rechtecke AK, CE zusammen gleich dem
Gnomon ABEF und dem Quadrat CK zusammen.
Das Gnomon ABEF und das Quadrat CK zusammen
sind somit gleich zwei Rechtecken AK.

Da, wie gezeigt, das Rechteck AK gleich dem Rechteck
HG ist, ist das Gnomon ABEF zusammen mit CK und
einem Quadrat HG gleich drei Quadraten HG.

Das Gnomon ABEF zusammen mit CK und HG ist
gleich dem Quadrat AE zusammen mit dem Quadrat CK,
somit gleich dem Quadrat über AB zusammen mit dem Quadrat über BC.

Es ist GH das Quadrat über AC, also ist das Quadrat über AB zusammen mit dem Quadrat 
über BC gleich drei Quadraten über AC, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Mit  AB = a,  AC = b   ist    a : b  =  b : (a – b)   bei stetiger Teilung, damit   a · (a – b) = b²

und 2 a²  –  2 a b  =  2 b²,   
2 a²  –  2 a b + b²  =  a² + (a – b)²  =  3 b².

XIII.5.
Eine nach stetiger Teilung geteilte Strecke zusammen mit ihrem größeren Teil ist der 
größere Teil der zusammengesetzten Strecke nach stetiger Teilung geteilt.

Wenn die Strecke AB im Punkt C in stetiger Teilung geteilt, wobei AC der größere Teil ist, und 
ihr die der AC gleiche Strecke AD hinzugefügt ist, dann ist, sage ich, DB in A in stetiger 
Teilung geteilt, wobei AB der größere Teil ist.

Denn wenn über AB das Quadrat AE errichtet und dieses in vier Parallelogramme aufgeteilt 
wird, dann ist, da AB in C in stetiger Teilung geteilt ist, das Rechteck aus AB mit BC gleich dem
Quadrat über AC und gleich dem Rechteck CE. Das Quadrat über AC ist das Quadrat CH, also
ist das Rechteck CE dem Quadrat HC gleich.

Das Rechteck HE ist gleich dem Rechteck CE und
das Quadrat DH ist gleich dem Quadrat HC, somit
ist DH gleich HC und gleich HE. Das ganze
Rechteck DK ist damit gleich dem Quadrat AE. Da
DK gleich dem Rechteck aus BD mit DA ist, denn
AD ist gleich DL, und da AE gleich dem Quadrat
über AB ist, ist das Rechteck aus BD mit DA gleich
dem Quadrat über AB.

Es verhält sich DB zu BA wie BA zu AD, wobei DB größer als BA und BA damit größer als 
AD ist. Deshalb ist AB der größere Teil der in A in stetiger Teilung geteilten Strecke DB, was 
zu zeigen war.
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XIII.6.
Die Teile einer Strecke rationaler oder quadriert rationaler Länge, die in stetiger 
Teilung geteilt ist, sind irrational und zwar apotomisch.

Wenn die Strecke rationaler oder quadriert rationaler Länge AB in C in stetiger Teilung geteilt 
ist, wobei AC der größere Teil ist, dann sind, sage ich, die Teile AC, CB irrational und zwar 
apotomisch [wie X.73.].

Denn wenn BA um AD, das dem halben BA gleich ist, verlängert wird, dann, da
AB in C in stetiger Teilung geteilt ist, wobei AC der größere Teil ist, ist das
Quadrat über CD gleich fünf  Quadraten über DA [wie XIII.1.].

Das Quadrat über CD steht zum Quadrat über DA in einem Verhältnis wie eine
Zahl zu einer anderen, also sind die Quadrate über CD, DA kommensurabel [wie
X.6.]. Da das Quadrat über DA rational ist, denn DA ist die Hälfte der rationalen
oder quadriert rationalen Strecke AB, ist auch das Quadrat über CD rational. Also
ist CD quadriert rational. 

Das Quadrat über CD verhält sich zum Quadrat über DA nicht wie eine
Quadratzahl zu einer anderen, somit sind CD, DA der Länge nach
inkommensurabel [wie X.9.]. Damit sind CD, DA nur im Quadrat kommensurabel,
womit AC apotomisch ist [wie X.73.].

Es ist AB in stetiger Teilung geteilt, wobei der größere Teil AC ist, und somit ist
das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat über AC [wie VI.17.]. 
Es ist also das Quadrat über der apotomischen Strecke AC gleich dem Rechteck aus AB mit 
BC. Ist ein Rechteck mit einer rationalen Strecke gleich dem Quadrat über einer apotomischen 
Strecke, dann ist seine andere Seite eine quadriert apotomische Strecke erster Art
[wie X.97.]. Damit ist BC eine quadriert apotomische Strecke erster Art.

Ist nun AB quadriert rational, dann sei eine rationale Strecke DE im Punkt F in
stetiger Teilung geteilt, wobei DF der größere Teil ist. Es verhält sich dann AB zu
DE wie AC zu DF und wie CB zu FE. 
Es ist das Quadrat über AB zum Quadrat über DE kommensurabel, somit ist
auch das Quadrat über CB zum Quadrat über FE kommensurabel [wie X.10.]. 

Wie für rationale AB gezeigt, ist dann FE eine quadriert apotomische Strecke
erster Art. Da damit FE apotomisch ist, ist auch BC apotomisch7.

Also ist CB eine apotomische Strecke. Dass CA apotomisch ist, wurde schon gezeigt.

Deshalb sind die Teile einer Strecke rationaler oder quadriert rationaler Länge, die in stetiger 
Teilung geteilt ist, irrational und zwar apotomisch, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist  AB = 2,     dann ist   AC =  5½ – 1       und   CB = 3 – 5½, 

ist  AB = 2 · 2½,  dann ist   AC = 10½ – 2½    und   CB = 3 · 2½ – 10½ ,  

dabei sind  AC, CB  apotomisch und sind die Quadrate über  AC, CB  apotomisch.

7  So bei Ratdolt.
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XIII.7.
Ein gleichseitiges Fünfeck, in dem drei Winkel, nebeneinanderliegend oder nicht, 
gleich sind, ist gleichwinklig.

Wenn im gleichseitigen Fünfeck ABCDE die drei Winkel A, B, C, zuerst nebeneinanderliegend 
angenommen, gleich sind, dann ist, sage ich, das Fünfeck ABCDE gleichwinklig.

Denn wenn AC, BE, FD gezogen werden, dann sind,
da die Seiten CB, BA den Seiten BA, AE gleich sind
und der Winkel CBA dem Winkel BAE gleich ist, die
Dreiecke ABC, ABE gleich, da damit ihre
Grundseiten AC, BE gleich sind. 

Auch die übrigen Winkel dieser Dreiecke sind gleich,
denn sie liegen gleichen Seiten gegenüber.

Der Winkel BCA ist gleich dem Winkel BEA und der
Winkel ABE ist gleich dem Winkel CAB, also ist der
Abschnitt AF gleich dem Abschnitt BF und, da das
ganze AC gleich dem ganzen BE ist, ist das übrige FC
gleich dem übrigen FE.

Die Seite CD, die gleich der Seite DE ist, und die beiden Seiten FC, CD , die den Seiten FE, 
ED gleich sind, bilden mit der gemeinsamen FD die Dreiecke FCD, FED, die somit gleich sind.

Da, wie gezeigt, der Winkel BCA dem Winkel AEF gleich ist, ist der Winkel BCD dem Winkel 
AED gleich. Da, wie angenommen, der Winkel BCD den Winkeln an A, B gleich ist, und da, 
wie gezeigt, der Winkel CDE den Winkeln an A, B, C gleich ist, ist das Fünfeck ABCDE 
gleichwinklig.

Auch dann, wenn die drei gleichen Winkel nicht nebeneinander, sondern an den Punkten A, C, 
D liegen, sage ich, ist das Fünfeck ABCDE gleichwinklig.

Denn wenn BD gezogen wird, dann sind, da die Seiten BA, AE den Seiten BC, CD gleich sind 
und da die Winkel, die sie einschließen, gleich sind, die Dreiecke ABE, BCD gleich, da damit 
ihre Grundseiten BE, BD gleich sind. Auch die übrigen Winkel dieser Dreiecke sind gleich, 
denn sie liegen gleichen Seiten gegenüber. 

Somit ist der Winkel AEB gleich dem Winkel CDB und, da der Winkel BED gleich dem Winkel
BDE ist, ist BE gleich BD und ist der Winkel AED gleich dem Winkel CDE. Da, wie 
angenommen, der Winkel CDE den Winkel an A, C gleich ist, ist auch der Winkel AED den 
Winkeln an A, C gleich. 

Aus den gleichen Gründen ist der Winkel ABC den Winkeln an A, C, D gleich. Deshalb ist das 
Fünfeck ABCDE gleichwinklig, was zu zeigen war.
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XIII.8.
Die Sehnen unter zwei nebeneinanderliegenden Winkeln eines gleichseitigen und 
gleichwinkligen Fünfecks schneiden sich in stetiger Teilung, wobei die größeren Teile 
den Seiten des Fünfecks gleich sind.

Wenn im gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfeck ABCDE sich die unter den Winkeln an A, 
B liegenden Sehnen AC, BE im Punkt H schneiden, dann, sage ich, werden sie im Punkt H in 
stetiger Teilung geteilt, wobei die größeren Teile den
Seiten des Fünfecks gleich sind.

Es ist um das Fünfeck ABCDE der Kreis ABCDE zu
beschreiben [wie IV.14.]. 

Da die beiden Seiten EA, AB den beiden Seiten AB, BC
gleich sind und gleiche Winkel einschließen, ist BE gleich
AC und ist somit das Dreieck ABE gleich dem Dreieck
ABC, wobei die übrigen Winkel den anderen übrigen
Winkeln gleich sind und gleiche Seiten gegenüberliegen.
Also ist der Winkel BAC gleich dem Winkel ABE. 

Der Winkel AHE ist gleich zwei Winkeln BAH [wie
I.32.]. Es ist der Winkel EAC gleich zwei Winkeln BAC, denn der Kreisbogen EDC ist das 
doppelte des Kreisbogens CB, und somit ist der Winkel HAE gleich dem Winkel AHE. Damit 
ist HE gleich EA und gleich AB.
Da die Seite BA gleich der Seite AE ist, ist der Winkel ABE gleich dem Winkel AEB.

Es ist, wie gezeigt, der Winkel ABE gleich dem Winkel BAH und somit der Winkel BEA gleich 
dem Winkel BAH. Die Dreiecke ABE, ABH haben denselben Winkel ABE, also ist der Winkel 
BAE gleich dem Winkel AHB.

Da die Dreiecke ABE, ABH gleichwinklig sind, verhält sich EB zu BA wie AB zu BH, wobei 
BA gleich EH ist. Damit verhält sich BE zu EH wie EH zu HB. Da BE größer als EH ist, ist 
EH größer als HB. 

Deshalb ist BE in H in stetiger Teilung geteilt, wobei der größere Teil HE den Seiten des 
Fünfecks gleich ist, und ist auf  gleiche Weise zu zeigen, dass AC in H in stetiger Teilung geteilt 
ist, wobei der größere Teil CH den Seiten des Fünfecks gleich ist, was zu zeigen war.

XIII.9.
Die Seiten eines demselben Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Sechsecks und eines 
gleichseitigen Zehnecks zusammen ergeben eine Strecke, die in stetiger Teilung geteilt
ist, wobei die Seite des Sechsecks der größere Teil ist.

Wenn in den Kreis ABC ein gleichseitiges Zehneck und ein gleichseitiges Sechseck 
einbeschrieben werden und an die Seite BC des Zehnecks die Seite CD des Sechsecks auf  die 
selbe Gerade gelegt wird, dann ist, sage ich, die ganze Strecke BD in stetiger Teilung geteilt, 
wobei CD der größere Teil ist.

Es sind vom Mittelpunkt E des Kreises EB, EC, ED zu ziehen und es ist BE bis A zu 
verlängern. Da BC die Seite eines gleichseitigen Zehnecks ist, ist der Kreisbogen ACB das 
Fünffache des Kreisbogens BC und ist der Kreisbogen AC das Vierfache des Kreisbogens CB.
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Der Kreisbogen AC verhält sich zum Kreisbogen CB wie der Winkel AEC zum Winkel CEB, 
also ist der Winkel AEC das Vierfache des Winkels CEB. Der Winkel EBC ist gleich dem 
Winkel ECB und der Winkel AEC damit das Doppelte des Winkels ECB [wie I.32.]. 

Es ist EC gleich CD, denn die Seiten des Sechsecks, das
dem Kreis ABC einbeschrieben ist, sind dem Radius
gleich [wie IV.15. Zusatz]. Damit ist der Winkel CED
gleich dem Winkel CDE und ist der Winkel ECB das
Doppelte des Winkels EDC.

Da, wie gezeigt, der Winkel AEC gleich dem Doppelten
des Winkels ECB ist, ist der Winkel AEC gleich dem
Vierfachen des Winkels EDC und gleich dem
Vierfachen des Winkels BEC. Also ist der Winkel EDC
gleich dem Winkel BEC.

Die beiden Dreiecke BEC, BED haben den gleichen
Winkel EBD, womit der Winkel BED gleich dem
Winkel ECB ist. Somit sind die Dreiecke EBD, EBC
gleichwinklig und es verhält sich DB zu BE wie EB zu BC und, da EB gleich CD ist, verhält 
sich BD zu DC wie DC zu CB, wobei BD größer als DC und DC größer als CB ist. 

Deshalb ist BD in stetiger Teilung geteilt, wobei DC der größere Teil ist, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Ist der Radius  r = CD  des Kreises, dann ist  BC  der größere Teil einer in stetiger Teilung geteilten 

Strecke und es ist die Seite des Zehnecks   s10 = r · (5½ – 1) / 2  [wie XIII.2.].

XIII.10.
Das Quadrat über der Seite eines in einen Kreis einbeschriebenen gleichseitigen 
Fünfecks ist gleich den Quadraten über den Seiten des diesem Kreis einbeschriebenen 
gleichseitigen Sechsecks und des ihm einbeschriebenen gleichseitigen Zehnecks 
zusammen.

Wenn in den Kreis ABCDE ein gleichseitiges Fünfeck einbeschrieben ist, dann ist, sage ich, das
Quadrat über einer seiner Seiten gleich den Quadraten über den Seiten des dem Kreis ABCDE 
einbeschriebenen gleichseitigen Sechsecks und des einbeschriebenen gleichseitigen Zehnecks 
zusammen.

Es ist durch den Kreismittelpunkt F der Radius AF zu ziehen und bis G zu verlängern, es ist 
FB zu ziehen, es ist auf  AB die Senkrechte FH durch F zu errichten und bis K zu verlängern, 
es sind dann AK, KB zu ziehen, es ist auf  AK die Senkrechte FL durch F zu errichten und bis 
M zu verlängern und es ist KN zu ziehen.

Der Kreisbogen ABCG ist gleich dem Kreisbogen AEDG und der Kreisbogen ABC ist gleich 
dem Kreisbogen AED, also ist der Kreisbogen CG gleich dem Kreisbogen GD.

Da CD ein Kreisbogen über einer Seite des Fünfecks ist, ist CG ein Kreisbogen über der Seite 
eines Zehnecks.
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Die Radien FA, FB sind gleich, FH ist Senkrechte, womit der Winkel AFK gleich dem Winkel 
KFB und somit AK gleich KB ist. Es ist damit der Kreisbogen AB das Doppelte des 
Kreisbogens BK und damit AK die Seite eines gleichseitigen Zehnecks.

Aus den gleichen Gründen ist der Kreisbogen AK das Doppelte des Kreisbogens KM. 
Da der Kreisbogen AB das Doppelte des Kreisbogens BK ist und da der Kreisbogen CD gleich
dem Kreisbogen AB ist, ist der Kreisbogen CD das Doppelte des Kreisbogens BK. Da der 
Kreisbogen CD das Doppelte des Kreisbogens CG ist, ist der Kreisbogen CG gleich dem 
Kreisbogen BK. Der Kreisbogen BK ist das Doppelte des Kreisbogens KM, somit ist der 
Kreisbogen CG das Doppelte des Kreisbogens KM. 

Der Kreisbogen CB ist das Doppelte des
Kreisbogens BK, denn der Kreisbogen CB ist dem
Kreisbogen BK gleich, also ist der
zusammengesetzte Kreisbogen GB das Doppelte
des Kreisbogens BM. Somit ist der Winkel GFB
das Doppelte des Winkels BFM.
Da der Winkel GFB das Doppelte des Winkels
FAB ist und da der Winkel FAB ist gleich dem
Winkel ABF, ist der Winkel BFN gleich dem
Winkel FAB.

Die beiden Dreiecke ABF, BFN haben den selben
Winkel ABF, also ist der Winkel AFB gleich dem
Winkel BNF [wie I.32.] und die Dreiecke ABF,
BFN sind gleichwinklig. Damit verhält sich AB zu
BF wie FB zu BN, womit das Rechteck aus AB mit
BN gleich dem Quadrat über BF ist [wie VI.17.]. 

Es ist AL gleich LK, es ist LN Senkrechte, somit ist KN gleich AN und der Winkel LKN gleich
dem Winkel LAN. Der Winkel LAN ist im Dreieck AKB gleich dem Winkel KBN. Damit ist 
der Winkel LKN gleich dem Winkel KBN.

Den Dreiecken AKB, AKN ist der Winkel am Punkt A gemeinsam, womit der Winkel AKB 
gleich dem Winkel KNA ist und die Dreiecke KBA, KNA gleichwinklig sind. Es verhält sich 
damit BA zu AK wie KA zu AN und ist das Rechteck aus BA mit AN gleich dem Quadrat über
AK. Wie gezeigt, ist das Rechteck aus AB mit BN gleich dem Quadrat über BF. Also ist das 
Rechteck aus AB mit BN zusammen mit dem Rechteck aus BA mit AN gleich dem Quadrat 
über BF zusammen mit dem Quadrat über AK, die damit dem Quadrat über BA gleich sind. 
Dabei ist BA die Seite des Fünfecks, BF des Sechsecks und AK des Zehnecks.

Deshalb ist das Quadrat über der Seite eines, einem Kreis einbeschriebenen, gleichseitigen 
Fünfecks gleich den Quadraten über den Seiten eines gleichseitigen Sechsecks und eines 
gleichseitigen Zehnecks zusammen, die demselben Kreis einbeschrieben sind, was zu zeigen 
war.

Anmerkung:

Bei Radius  AF = r  ist das Quadrat über der Seite des Sechsecks  s6
2 =  r2

   und ist  [wie XIII.9.]  das Quadrat über der Seite des Zehnecks    s10
2 =  r2 · (3 – 5½) / 2 = ((5½ – 1) / 2)²,

                      damit ist das Quadrat über der Seite des Fünfecks     s5
2  =  s6

2 + s10
2 =  r2 · (5 – 5½) / 2.



XIII.11.
Die Seite eines gleichseitigen Fünfecks, das einem Kreis mit rationalem oder quadriert 
rationalem Durchmesser einbeschrieben ist, ist konjugiert apotomisch.

Wenn in den Kreis ABCDE, dessen Durchmesser eine rationale oder quadriert rationale Größe
hat, das gleichseitige Fünfeck ABCDE einbeschrieben ist, dann ist, sage ich, die Seite des 
Fünfecks konjugiert apotomisch [wie X.76.].

Es sind vom Mittelpunkt F des Kreises die Radien AF, FB einzutragen und bis G, H zu 
verlängern, es ist AC zu ziehen und die Strecke FK, die einem Viertel des Radius AF gleich ist, 
einzutragen.

Da AF rational ist, ist FK rational. Da BF rational ist, ist die zusammengesetzte BK rational.

Der Kreisbogen ACG ist gleich dem Kreisbogen
ADG und der Kreisbogen ABC gleich dem
Kreisbogen AED, somit ist der Kreisbogen CG
gleich dem Kreisbogen GD.

Die von AL im Punkt L mit CD gebildeten
Winkel sind rechte Winkel, da CD das Doppelte
von CL ist. Aus dem gleichem Grund sind die
Winkel im Punkt M rechte Winkel, wobei AC das
Doppelte von CM ist.

Da der Winkel ALC gleich dem Winkel AMF ist
und die Dreiecke ACL, AMF den selben Winkel
LAC haben, ist der Winkel ACL gleich dem
Winkel MFA [wie I.32.] und sind damit die
Dreiecke ACL, AMF gleichwinklig. Damit verhält
sich LC zu CA wie MF zu FA und verhält sich, die Vorderglieder verdoppelt, das Doppelte von 
LC zu CA wie das Doppelte von MF zu FA. 

Da sich das Doppelte von MF zu FA verhält wie MF zur Hälfte von FA, verhält sich das 
Doppelte von LC zu CA wie MF zur Hälfte von FA und verhält sich, die Hinterglieder halbiert,
das Doppelte von LC zur Hälfte von CA wie MF zum Viertel von FA.

Das Doppelte von LC ist gleich DC, die Hälfte von CA ist gleich CM und ein Viertel von FA 
ist gleich FK, also verhält sich DC zu CM wie MF zu FK. 

In vergrößerten Verhältnissen [wie V.18.] verhält sich damit DC, CM zusammen zu CM wie 
MK zu KF und verhält sich das Quadrat über DC, CM zusammen zum Quadrat über CM wie 
das Quadrat über MK zum Quadrat über KF.

Die Sehne AC, die unter einem Winkel des gleichseitigen Fünfecks gezogen ist, wird von einer 
ebensolchen Sehne in stetiger Teilung geteilt, wobei der größere Teil gleich einer Seite des 
Fünfecks und damit gleich CD ist [wie XIII.8.]. Es ist CM die Hälfte von AC und es ist damit 
das Quadrat über DC, CM zusammen gleich dem fünffachen Quadrat über CM [wie XIII.1.]. 

Wie gezeigt, verhält sich das Quadrat über DC, CM zusammen zum Quadrat über CM wie das 
Quadrat über MK zum Quadrat über KF.  Somit ist das Quadrat über MK gleich dem 
fünffachen Quadrat über KF.

Das Quadrat über KF ist rational, da der Durchmesser rational ist, und damit ist das Quadrat 
über MK rational. 
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Es ist BF gleich dem vierfachen FK, also BK gleich dem fünffachen KF, damit ist das Quadrat 
über BK gleich dem fünfundzwanzigfachen Quadrat über KF. Das Quadrat über MK ist gleich 
dem fünffachen Quadrat über KF, denn das Quadrat über BK ist gleich dem fünffachen 
Quadrat über KF. 

Die Quadrate über BK und über KM stehen deshalb nicht in einem Verhältnis wie 
Quadratzahlen, womit BK, KM der Länge nach inkommensurabel sind [wie X.9.]. Da BK 
rational ist, sind somit BK, KM nur im Quadrat kommensurabel.

Wird von einer rationalen oder quadriert rationalen Strecke eine Strecke weggenommen, die zu 
ihr nur im Quadrat kommensurabel ist, dann ist die restliche Strecke irrational und wird 
apotomisch genannt [wie X.73.]. Also ist BM eine apotomische Strecke, die von MK zur BK 
ergänzt wird.

Es ist, sage ich, MB eine quadriert apotomische Strecke vierter Art [wie Unterteilung 4., vor 
X.85.].

Es sei nun das Quadrat über KM zusammen mit
dem Quadrat über einem N gleich dem Quadrat
über BK. 

Da KF zu FB kommensurabel ist, ist auch die
zusammengesetzte KB zu FB kommensurabel.
Da BF zu BH kommensurabel ist, ist auch BK
zu BH kommensurabel.

Das Quadrat über BK ist das Fünffache des
Quadrates über KM. Somit verhält sich das
Quadrat über BK zum Quadrat über KM wie
Fünf  zu Eins. 

Es verhält sich dann das Quadrat über BK zum
Quadrat über N wie Fünf  zu Vier und verhält
sich damit nicht wie eine Quadratzahl zu einer
anderen Quadratzahl. Damit ist BK zu N
inkommensurabel [wie X.9.].

Das Quadrat über BK ist also um ein Quadrat über einer zu BK inkommensurablen Strecke 
größer als das Quadrat über KM. Da BK zur ganzen BH kommensurabel ist, ist somit MB eine
quadriert apotomische Strecke vierter Art.

Wenn das von einer rationalen Strecke und einer quadriert apotomischen Strecke vierter Art 
eingeschlossene Rechteck irrational ist, dann ist die Strecke, deren Quadrat dem Rechteck gleich
ist, konjugiert apotomisch [wie X.94.]. 

Es ist das Quadrat über AB gleich dem Rechteck aus HB mit BM, denn da, wenn AH 
eingetragen wird, die Dreiecke ABH, ABM gleichwinklig sind, verhält sich HB zu BA wie AB 
zu BM [wie VI.17.].

Deshalb ist AB, die Seite des Fünfecks, konjugiert apotomisch, was zu zeigen war.

Anmerkung: 

Mit Radius  r  ist die Seite des Fünfecks   r · ((5 + 2 · 5½)½  –  (5  –  2 · 5½)½) / 2  =  r · (10  –  2 · 5½)½ / 2.



XIII.12.
Das Quadrat über der Seite eines gleichseitigen Dreiecks, das einem Kreis 
einbeschrieben ist, ist gleich dem dreifachen Quadrat über dem Radius.

Wenn dem Kreis ABC das gleichseitige Dreieck ABC einbeschrieben ist, dann ist, sage ich, das 
Quadrat über der Seite des Dreiecks ABC gleich dem dreifachen Quadrat über dem Radius des 
Kreises ABC.

Es ist vom Mittelpunkt D des Kreises ABC der Radius AD
zu ziehen und bis E zu verlängern und es ist BE
einzutragen. 

Da das Dreieck ABC gleichwinklig ist, ist der Kreisbogen
BEC ein Drittel vom Umfang des Kreises ABC. 
Der Kreisbogen BE ist somit ein Sechstel vom
Kreisumfang, womit BE die Seite eines einbeschriebenen
Sechsecks ist. Also ist BE gleich DE [wie IV.15. Zusatz].

Da AE gleich dem doppelten DE ist, ist das Quadrat über
AE gleich dem vierfachen Quadrat über DE und dem
vierfachen Quadrat über BE. Das Quadrat über AE ist
gleich dem Quadrat über AB und dem Quadrat über BE zusammen. 

Damit sind die Quadrate über AB, BE zusammen gleich dem vierfachen Quadrat über BE. 
Beidem dasselbe weggenommen ist das Quadrat über AB gleich dem dreifachen Quadrat über 
BE.

Es ist BE gleich DE, also ist das Quadrat über AB gleich dem dreifachen Quadrat über DE.

Deshalb ist das Quadrat über der Seite des Dreiecks gleich dem dreifachen Quadrat über dem 
Radius, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Mit Seitenlänge  AB = s  des gleichseitigen Dreiecks und  
Radius  DE = r   des umschriebenen Kreises ist   

s² = 3 · r²   und   s = r · 3½.
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XIII.13.
Ein Tetraeder einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben. 
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem 
einundeinhalbfachen Quadrat über der Kante des Tetraeders.

Es ist der gegebene Durchmesser AB der Kugel im Punkt C so zu teilen, dass AC gleich der 
doppelten CB ist, es ist über AB der Halbkreis ADB zu schlagen, es ist auf  AB in C die 
Senkrechte CD zu errichten und es ist DA zu ziehen.

Es ist um einen Punkt H mit Radius DC der Kreis EFG zu schlagen und diesem das 
gleichseitige Dreieck EFG einzubeschreiben [wie IV.2.]. 

Es sind EH, HF, HG zu ziehen und es ist mit rechtem Winkel zu ihnen in H auf  der Ebene des
Kreises EFG die Strecke HK gleich AC zu errichten [wie XI.4.]. Es sind dann KE, KF, KG zu 
ziehen.

Auf  der Ebene des Kreises EFG steht dann KH senkrecht und bildet mit allen schneidenden 
Geraden der Ebene rechte Winkel. 

Somit ist HK senkrecht zu jeder der Strecken HE, HF, HG.
Da HK gleich AC und da HE gleich CD ist und diese einen rechten Winkel einschließen, ist 
KE gleich DA. 

Aus den gleichen Gründen sind
KF, KG gleich DA. Damit sind
KE, KF, KG gleich.

Da AC gleich dem doppelten CB
ist, ist AB gleich dem dreifachen
BC. 

Es verhält sich AB zu BC wie
das Quadrat über AD zum
Quadrat über DC, wie im
Korollar gezeigt wird, womit das
Quadrat über AD gleich dem
dreifachen Quadrat über DC ist. 

Das Quadrat über FE ist gleich dem dreifachen Quadrat über EH [wie XIII.12.], wobei DC 
gleich EH ist, also ist DA gleich EF. 

Wie gezeigt, sind DA, KE, KF, KG gleich, womit jede der EF, FG, GE jeder der KE, KF, KH 
gleich ist. Somit sind die Dreiecke EFG, KEF, KFG, KEG gleichseitig. 

Damit ist ein Tetraeder [wie XI. Erklärung 26.] errichtet, dessen Grundfläche das Dreieck EFG
und deren Spitze der Punkt K ist.

Es ist nun zu zeigen, dass dieses Tetraeder der gegebenen Kugel einbeschrieben und das 
Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem einundeinhalbfachen Quadrat über der 
Kante des Tetraeders ist.

Es ist KH in ihrer Richtung um HL, die gleich CB ist, zu verlängern. 

Da sich AC zu CD wie CD zu CB verhält [wie VI.8. Zusatz] und da AC gleich KH, da CD 
gleich HE und da CB gleich HL ist, verhält sich KH zu HE wie EH zu HL und es ist das 
Rechteck aus KH mit HL gleich dem Quadrat über EH [wie VI.17.].
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Wird EL eingetragen, dann ist der Winkel LEK ein rechter Winkel, denn KHE, EHL sind 
rechte Winkel und die Dreiecke ELH, EKH sind gleichwinklig [wie VI.6.]. Damit liegt der 
Punkt E auf  dem Halbkreis über KL.

Werden FL, LG gezogen, dann sind aus den gleichen Gründen die Winkel, die KL 
gegenüberliegen, an den Punkten F, G rechte Winkel.

Der bis zur Ausgangslage gedrehte Halbkreis über KL geht bei festgehaltener KL deshalb 
durch die Punkte F, G und erzeugt eine Kugel [wie XI. Erklärung 14.], auf  der die Eckpunkte 
des Tetraeders liegen und deren Durchmesser KL gleich AB ist, denn KH ist gleich AC und HL
gleich CB.

Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel, sage ich nun, ist gleich dem 
einundeinhalbfachen Quadrat über der Kante des Tetraeders.

Denn da AC gleich dem doppelten CB und AB gleich dem dreifachen BC ist, ist BA gleich der 
einundeinhalbfachen AC. Es verhält sich BA zu AC wie das Quadrat über BA zum Quadrat 
über AD, also ist das Quadrat über BA gleich dem einundeinhalbfachen Quadrat über AD; 
dabei ist BA der Durchmesser der Kugel und AD die Kante des Tetraeders.

Deshalb ist das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem einundeinhalbfachen 
Quadrat über der Kante des Tetraeders, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Mit dem Kugeldurchmesser d und der Kante des Tetraeders  k4  ist   d² = k4
2 · 3 / 2  und  k4 = d · (2 / 3)½.

Lemma XIII.13:
Es ist zu zeigen, dass sich AB zu BC verhält wie das Quadrat über AD zum Quadrat 
über DC.

Es ist in der obigen Figur des Halbkreises DB zu
ziehen, es ist über AC das Quadrat EC zu errichten
und das Parallelogramm FB zu ergänzen.

Da sich BA zu AD verhält wie DA zu AC, denn die
Dreiecke DAB, DAC sind gleichwinklig, ist das
Rechteck aus BA mit AC gleich dem Quadrat über AD
[wie VI.17.].

Es verhält sich AB zu BC wie EB zu BF, wobei EB das
Rechteck aus BA mit AC und BF das Rechteck aus AC
mit CB ist, denn CF ist gleich AC. 
Damit verhält sich AB zu BC wie das Rechteck aus BA
mit AC zum Rechteck aus AC mit CB.

Das Rechteck aus BA mit AC ist gleich dem Quadrat über AD und das Rechteck aus AC mit 
CB ist gleich dem Quadrat über DC, denn die Senkrechte DC ist das mittlere Glied in 
fortlaufend gleicher Proportion mit AC, CB [wie VI.8. Zusatz], da ADB ein rechter Winkel ist.

Deshalb verhält sich AB zu BC wie das Quadrat über AD zum Quadrat über DC, was zu 
zeigen war. 
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XIII.14.
Ein Oktaeder einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben. 
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem doppelten Quadrat
über der Kante des Oktaeders.

Es ist der gegebene Durchmesser AB der Kugel in C in zwei gleiche Teile zu teilen, es ist über 
AB der Halbkreis ADB zu schlagen, in C die Senkrechte CD auf  AB zu errichten und DB zu 
ziehen. 

Es ist ein Quadrat EFGH, dessen Seite gleich DB ist, zu errichten und es sind HF, EG zu 
ziehen, die sich in K schneiden. Im Punkt K ist senkrecht zur Ebene, in der EFGH liegt, KL zu
errichten, es sind EK, FK, GK, HK zu ziehen, es ist KL auf  der andern Seite der Ebene um 
KM zu verlängern, wobei KL, KM der EK gleich
sind. Es sind LE, LF, LG, LH, ME, MF, MG, MH
zu ziehen.

Da KE gleich KH und der Winkel EKH ein
rechter Winkel ist, ist das Quadrat über HE gleich
dem doppelten Quadrat über EK. 
Da LK gleich KE und der Winkel LKE ein rechter
Winkel ist, ist das Quadrat über EL gleich dem
doppelten Quadrat über EK.
Damit ist das Quadrat über LE gleich dem
Quadrat über EH und es ist LE gleich EH.

Aus den gleichen Gründen ist LH gleich HE. 
Damit ist das Dreieck LEH gleichseitig.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass auch die
übrigen Dreiecke, deren Grundseiten die Seiten
des Quadrats EFGH und deren Spitzen die Punkte
L, M sind, gleichseitig sind. 

Also ist dieses Oktaeder aus acht gleichseitigen
Dreiecken errichtet [wie. XI. Erklärung 27.]

Es ist nun zu zeigen, dass dieses Oktaeder der
Kugel einbeschrieben und das Quadrat über dem
Durchmesser der Kugel gleich dem doppelten Quadrat über der Kante des Oktaeders ist.

Da LK, KM, KE gleich sind, liegt der Punkt E auf  dem Halbkreis über LM.
Der bis zur Ausgangslage gedrehte Halbkreis über LM geht bei festgehaltener LM deshalb 
durch die Punkte F, G, H und erzeugt eine Kugel [wie XI. Erklärung 14.], auf  der die 
Eckpunkte des Oktaeders liegen.

Da LK, KM gleich sind und mit KE rechte Winkel bilden, ist LE gleich EM. Der Winkel LEM 
ist ein rechter Winkel. Damit ist das Quadrat über LM gleich dem doppelten Quadrat über LE. 

Da AC gleich CB ist, ist AB gleich dem doppelten BC.
Es verhält sich AB zu BC wie das Quadrat über AB zum Quadrat über BD, weshalb das 
Quadrat über AB gleich dem doppelten Quadrat über BD ist. 

Da, wie gezeigt, das Quadrat über LM gleich dem doppelten Quadrat über LE ist, ist somit das 
Quadrat über DB gleich dem Quadrat über LE. 
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Es ist EH gleich DB. Also ist das Quadrat über AB gleich dem Quadrat über LM und ist AB 
gleich LM. Dabei ist AB der gegebene Durchmesser, der damit dem Durchmesser LM der 
Kugel gleich ist.

Deshalb ist dieses Oktaeder der gegebenen Kugel einbeschrieben und ist das Quadrat über dem
Durchmesser der Kugel gleich dem doppelten Quadrat über der Kante des Oktaeders, was zu 
zeigen war.

Anmerkung:   mit Kugeldurchmesser  d  ist  d² = 2 · k8
2   und die Kante des Oktaeders  k8 = d / 2½.

XIII.15.
Einen Würfel einer Kugel mit gegebenem Durchmesser einbeschreiben.
Das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel ist dann gleich dem dreifachen 
Quadrat über der Kante des Würfels.

Es ist der gegebene Durchmesser AB der Kugel im Punkt C so zu teilen, dass AC gleich der 
doppelten CB ist, es ist über AB der Halbkreis ADB zu schlagen, es ist auf  AB in C die 
Senkrechte CD zu errichten und es ist DB zu ziehen.

Es ist das Quadrat EFGH, dessen Seite gleich DB ist, anzulegen, in den Punkten E, F, G, H 
sind mit rechten Winkeln auf  der Ebene, in der das Quadrat EFGH liegt, EK, FL, GM, HN, 
die jedem der EF, FG, GH, HE gleich sind, zu errichten und sind KL, LM, MN, NK zu ziehen.

Damit ist ein Würfel aus sechs gleichen
Quadraten errichtet [wie XI. Erklärung 25.].

Es ist nun zu zeigen, dass er einer Kugel
einbeschrieben und das Quadrat über dem
Durchmesser der Kugel gleich dem dreifachen
Quadrat über der Kante des Würfels ist.

Es sind KG, EG zu ziehen.
Da der Winkel KEG ein rechter Winkel ist und
da KE senkrecht zu EF auf  der Ebene mit EG
steht, geht der Halbkreis über KG durch den
Punkt E. Da GF sowohl zu FL wie zu FE und
zur Ebene, in der FK liegt, senkrecht ist, ist die
zu ziehende FK senkrecht zu GF und es geht
der Halbkreis über GK durch F. Ebenso geht
der Halbkreis durch die übrigen Punkte des
Würfels.

Der bei festgehaltener KG bis zur Ausgangslage
gedrehte Halbkreis über KG erzeugt deshalb
eine Kugel, auf  der alle Punkte des Würfels
liegen.

Es ist zu zeigen, dass dies die gegebene Kugel ist.
Da GF gleich FE und der Winkel an F ein rechter Winkel ist, ist das Quadrat über EG gleich 
dem doppelten Quadrat über EF. Da EF gleich EK ist, ist das Quadrat über EG gleich dem 
doppelten Quadrat über EK. Damit sind die Quadrate über GE und EK zusammen gleich dem
dreifachen Quadrat über EK und gleich dem Quadrat über GK.
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Es ist AB gleich dem dreifachen BC und es verhält sich AB zu BC wie das Quadrat über AB 
zum Quadrat über BD, also ist das Quadrat über AB gleich dem dreifachen Quadrat über BD.

Wie gezeigt, ist das Quadrat über GK gleich dem dreifachen Quadrat über BD, wobei KE 
gleich BD und somit KG gleich AB ist. Es ist AB der gegebene Durchmesser, der damit dem 
Durchmesser der Kugel gleich ist.

Damit wurde einer gegebenen Kugel ein Würfel einbeschrieben, wobei das Quadrat über dem 
Durchmesser der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat über der Kante des Würfels ist, was zu 
zeigen war.

XIII.16.
Ein Ikosaeder einer Kugel mit gegebenem rationalem oder quadriert rationalem 
Durchmesser einbeschreiben.
Die Kante des Ikosaeders ist dann irrational und zwar konjugiert apotomisch.

Es ist der gegebene rationale oder quadriert rationale Durchmesser AB der Kugel in C so zu 
teilen, dass AC gleich dem vierfachen CB ist, es ist über AB der Halbkreis ADB zu schlagen, es 
ist auf  AB in C die Senkrechte CD zu
errichten und es ist DB zu ziehen.

Es ist der Kreis EFGHK mit dem
Radius DB zu ziehen und in ihn das
gleichseitige Fünfeck EFGHK
einzubeschreiben, es sind die Kreisbögen
EF, FG, GH, HK, KE in den Punkten L,
M, N; O, P in zwei zwei gleiche Teile zu
teilen und es sind LM, MN, NO,  OP,
PL, EP zu ziehen. Da LMNOP ein
gleichseitiges Fünfeck ist, ist EP die Seite
eines Zehnecks. 

Es sind in den Punkten E, F, G, H, K
senkrecht zur Ebene, in der der Kreis
EFGHK liegt, EQ, FR, GS, HT, KV, die
dem Radius DB des Kreises gleich sind,
zu errichten und es sind QR, RS, ST, TV,
VQ, QL, LR, RM, MS, SN, NT, TO, OV,
VP, PQ einzutragen.

Da EQ, KV senkrecht auf  der selben
Ebene des Kreises stehen, ist EQ parallel
zu KV und, da EQ der KV gleich ist,
sind auch die ihre Endpunkte
verbindenden Strecken gleich und
parallel, womit QV, EK gleich und
parallel sind [wie I.33.]. 

Da EK die Seite eines gleichseitigen Fünfecks ist, ist auch QV die Seite eines gleichseitigen 
Fünfecks, das dem Kreis EFGHK einzubeschreiben ist. 
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Aus den gleichen Gründen sind QR, RS, ST, TV Seiten eines gleichseitigen Fünfecks, das dem 
Kreis EFGHK einzubeschreiben ist. Damit ist das Fünfeck QRSTV gleichseitig.

Es ist QE die Seite eines Sechsecks und EP die Seite eines Zehnecks, denn der Winkel QEP ist 
ein rechter Winkel, QP ist die Seite eines Fünfecks und das Quadrat über der Seite eines in 
einen Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Fünfecks ist gleich den Quadraten über den Seiten 
des diesem Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Sechsecks und des ihm einbeschriebenen 
gleichseitigen Zehnecks zusammen [wie XIII.10.].

Aus den gleichen Gründen ist PV die Seite eines Fünfecks und da auch QV die Seite eines 
Fünfecks ist, ist das Dreieck QPV gleichseitig. Aus diesen gleichen Gründen sind die Dreiecke 
QLR, RMS, SNT, TOV gleichseitig.

Da, wie gezeigt, QL, QP Seiten eines Fünfecks sind und auch LP die Seite eines Fünfecks ist, 
ist das Dreieck PLQ gleichseitig. Aus den gleichen Gründen sind auch die Dreiecke LRM, 
MSN, NTO, OVP gleichseitig.

Es ist im Mittelpunkt W des Kreises
EFGHK senkrecht zur Fläche, in der
der Kreis liegt, WX zu errichten, sie
um XZ und sie auf  der anderen Seite
der Fläche um WY zu verlängern,
wobei WX gleich der Seite eines
einbeschriebenen Sechsecks und WY,
XZ der Seite eines einbeschriebenen
Zehnecks gleich sind. 

Es sind dann QZ, QX, VZ, EW, LW,
LY, YM zu ziehen.

Da WX, QE auf  der Ebene des
Kreises senkrecht stehen, sind WX,
QE parallel, und da sie gleich sind, sind
auch EW, QX gleich und parallel. Es
ist EW gleich der Seite eines
einbeschriebenen Sechsecks, denn es
ist QX die Seite eines solchen Sechsecks, weil XZ die Seite eines Zehnecks, der Winkel QXZ 
ein rechter Winkel und QZ die Seite eines Fünfecks ist [wie XIII.10.].

Aus den gleichen Gründen ist VZ die Seite eines Fünfecks, denn wenn WK, XV gezogen 
werden, die gleich sind und an gleichen Strecken gegenüber liegen, dann ist WK eine dem 
Radius gleiche Seite eines eingeschriebenen Sechsecks, womit auch XV die Seite eines solchen 
Sechsecks ist. XZ ist die Seite eines eingeschriebenen Zehnecks, der Winkel VXZ ist ein rechter
Winkel und QV ist die Seite eines Fünfecks, also ist das Dreieck QVZ gleichseitig.

Aus den gleichen Gründen ist jedes der Dreiecke gleichseitig, deren Grundseiten QR, RS, ST, 
TV sind und deren Spitzen der Punkt Z ist. 

Da WL die Seite eines eingeschriebenen Sechsecks ist, WY die Seite eines Zehnecks und da der 
Winkel LWY ein rechter Winkel ist, ist LY die Seite eines Fünfecks. 

Aus den gleichen Gründen ist MY, da MW die Seite eines Sechsecks ist, die Seite eines 
Fünfecks. LM ist die Seite eines Fünfecks, womit das Dreieck LMY gleichseitig ist. 



Aus den gleichen Gründen ist jedes der Dreiecke gleichseitig, deren Grundseiten MN, NO, OP, 
PL sind und deren Spitzen der Punkt Y ist. Damit ist ein Ikosaeder aus zwanzig gleichen 
Dreiecken errichtet [wie XI. Erklärung 28.].

Es ist nun zu zeigen, dass das Ikosaeder der gegebenen Kugel einbeschrieben und seine Kante 
irrational und zwar konjugiert apotomisch ist.

Denn da WX die Seite eines eingeschriebenen Sechsecks, da XZ die Seite  eines Zehnecks und 
da die Strecke WZ in X in stetiger Teilung geteilt ist [wie XIII.9.], wobei WX der größere Teil 
ist, verhält sich ZW zu WX wie WX zu XZ.

Da WX gleich WE und da XZ gleich WY
ist, verhält sich ZW zu WE wie EW zu
WY.

Die Winkel ZWE, EWY sind rechte
Winkel, also ist mit eingetragener EZ der
Winkel YEZ ein rechter Winkel, denn die
Dreiecke YEZ, WEZ sind gleichwinklig
[wie VI.8.].

Aus den gleichen Gründen, da sich ZW
zu WX verhält wie WX zu XZ, da ZW
gleich YX und da WX gleich XQ ist,
verhält sich YX zu XQ wie QX zu XZ.

Da mit eingetragener QY der Winkel an
Q ein rechter Winkel ist, geht der
Halbkreis über YZ durch den Punkt Q. 

Der bei festgehaltener YZ bis zur
Ausgangslage gedrehte Halbkreis über
YZ durch Q erzeugt deshalb eine Kugel, auf  der alle übrigen Punkte des Ikosaeders liegen.

Ich sage nun, dass dieses Ikosaeder in der gegebenen Kugel eingeschrieben ist.

Denn wenn WX in U in zwei gleiche Teile geteilt ist, dann, da WZ in X in stetiger Teilung 
geteilt ist, wobei ZX der kleinere Teil ist, ist das Quadrat über UZ gleich dem fünffachen 
Quadrat über UX [wie XIII.3.]. 

Da ZY gleich dem doppelten ZU und da WX gleich dem doppelten UX ist, ist das Quadrat 
über ZY gleich dem fünffachen Quadrat über XW.
Da AC gleich der vierfachen CB ist, ist AB gleich der fünffachen BC. Es verhält sich AB zu BC 
wie das Quadrat über AB zum Quadrat über BD. Damit ist das Quadrat über AB gleich dem 
fünffachen Quadrat über BD.

Wie gezeigt, ist das Quadrat über ZY gleich dem fünffachen Quadrat über WX und ist DB 
gleich WX, das dem Radius des Kreises EFGHK gleich ist. Somit ist AB gleich YZ. Dabei ist 
AB der Durchmesser der gegebenen Kugel und ist YZ der Durchmesser der Kugel, der das 
Ikosaeder einbeschrieben ist.

Ich sage nun, die Kante des Ikosaeders ist irrational und zwar konjugiert apotomisch.
Denn da der Durchmesser der Kugel rational oder quadriert rational und das Quadrat über 
dem Durchmesser gleich dem fünffachen Quadrat über dem Radius des Kreises EFGHK ist, 
ist der Radius und der Durchmesser des Kreises EFGHK quadriert rational. 



Da die Seite eines gleichseitigen Fünfecks, das einem Kreis mit rationalem oder quadriert 
rationalem Durchmesser einbeschrieben ist, konjugiert apotomisch ist [wie XIII.11.], ist deshalb
die Kante des Ikosaeders konjugiert apotomisch.

Zusatz XIII.16:
Offensichtlich ist das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem fünffachen
Quadrat über dem Radius des Kreises, über dem das Ikosaeder errichtet ist, und ist der
Durchmesser der Kugel gleich der Seite des Sechsecks und der doppelten Seite des 
Zehnecks, die jenem Kreis einbeschrieben sind, zusammen. 

Anmerkung:

Das Quadrat über dem Radius r des Kreises dem ein Fünfeck mit der Seitenlänge a, der Kante des 
Ikosaeders  a = k20 ,  einbeschrieben ist, ist   r² = k20² · (5 + 5½) / 10 

und das Quadrat über dem Durchmesser D der Kugel ist   5 · r²  = k20² · (5 + 5½) / 2 = D².  

Da   k20² = 10 · r² / (5 + 5½) = r² · (10 – 2 · 5½) / 4   ist

k20 =  r · (10 – 2 · 5½)½ / 2 =  r · ((5 + 2 · 5½)½  –  (5 – 2 · 5½)½) / 2     konjugiert apotomisch.

XIII.17.
Ein Dodekaeder einer Kugel mit gegebenem rationalem oder quadriert rationalem 
Durchmesser einbeschreiben.
Die Kante des Dodekaeders ist dann irrational und zwar apotomisch.

Es sind an zwei senkrecht aufeinander stehenden Seiten eines Würfels, der einer Kugel mit 
gegebenem Durchmesser einbeschrieben ist [wie XIII.15.], die Kanten AB, BC, CD, DA, EF, 
EB, FC in den Punkten G, H, K, L M, N, O in zwei gleiche Teile zu teilen und GK, HL, MH, 
NO, zu ziehen, die sich in Q, P schneiden.

Es sind NP, PO, HQ in stetiger Teilung in
den Punkten R, S, T so zu teilen, dass RP,
PS, TQ die größeren Teile sind. In den
Punkten R, S, T sind senkrecht auf  den
äußeren Seiten des Würfels RV, SW, TX zu
errichten, wobei RV gleich RP, wobei SW
gleich PS und wobei TX gleich TQ ist. Es
sind dann VB, BX, XC, CW, WV zu ziehen.

Das Fünfeck VBXCW, sage ich, ist
gleichseitig, liegt vollständig in einer Ebene
und ist gleichwinklig.

Es sind RB, SB, WB zu ziehen.
Da NP in R in stetiger Teilung geteilt ist,
wobei RP der größere Teil ist, ist das
Quadrat über PN zusammen mit dem
Quadrat über NR gleich dem dreifachen
Quadrat über RP [wie XIII.4.]. 
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Es ist PN gleich NB und es ist PR gleich RV, also ist das Quadrat über BN zusammen mit dem 
Quadrat über NR gleich dem dreifachen Quadrat über RV. 

Das Quadrat über BR ist gleich dem Quadrat über BN zusammen mit dem Quadrat über NR, 
somit ist das Quadrat über BR gleich dem dreifachen Quadrat über RV und es ist das Quadrat 
über BR zusammen mit dem Quadrat über RV gleich dem vierfachen Quadrat über RV.

Das Quadrat über BV ist gleich dem Quadrat über BR zusammen mit dem Quadrat über RV, 
also ist das Quadrat über BV gleich dem vierfachen Quadrat über RV und ist BV gleich dem 
doppelten RV. Da WV gleich dem doppelten VR ist, denn SR ist gleich dem doppelten PR und 
gleich dem doppelten RV, ist BV gleich VW. Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass jede der BX, 
XC, CW jeder der BV, VW gleich sind. Deshalb ist das Fünfeck VBXCW gleichseitig.

Ich sage nun, dass es vollständig in einer Ebene liegt.

Denn wenn in P parallel zu RV, SW auf  der äußeren Seite des Würfels PY errichtet wird und 
wenn YH, HX gezogen werden, dann, sage ich, liegt YHX auf  einer Geraden.
Denn da HQ in T in stetiger Teilung geteilt ist, wobei QT der größere Teil ist, verhält sich HQ 
zu QT wie QT zu TH. Da HQ gleich HP und da QT gleich TX und gleich PY ist, verhält sich 
HP zu PY wie XT zu TH.

Es ist TX parallel zu HP, denn beide sind senkrecht zur Fläche BD, und es ist TH parallel zu 
PY, denn beide sind senkrecht zur Fläche BF. 

Die beiden Dreiecke YPH, HTX haben einen gemeinsamen Eckpunkt und zwei Seiten des 
einen stehen im gleichen Verhältnis wie zwei Seiten des anderen, die zu ihnen parallel sind, 
womit ihre übrigen Seiten auf  derselben Geraden liegen [wie VI.32.]. Damit liegt das Fünfeck 
VBXCW vollständig in einer Ebene.

Ich sage nun, es ist auch gleichwinklig.

Denn da NP im Punkt R in stetiger
Teilung geteilt ist, wobei RP der größere
Teil und gleich PS ist, ist NS in stetiger
Teilung geteilt, wobei NP der größere
Teil ist. Somit ist das Quadrat über NS
zusammen mit dem Quadrat über SP
gleich dem dreifachen Quadrat über NP
[wie XIII.4.].

Da NP gleich NB und da PS gleich SW
ist, ist das Quadrat über NS zusammen
mit dem Quadrat über SW gleich dem
dreifachen Quadrat über NB. Die
Quadrate über WS, SN, NB zusammen
sind somit gleich dem vierfachen
Quadrat über NB.

Das Quadrat über SB ist gleich dem
Quadrat über SN zusammen mit dem
Quadrat über NB [wie I.47.]. Also sind
die Quadrate über BS, SW zusammen
gleich dem vierfachen Quadrat über NB und gleich dem Quadrat über BW, denn der Winkel 
WSB ist ein rechter Winkel. 



Damit ist WB gleich dem doppelten BN.
Da BC gleich dem doppelten BN ist, ist BW gleich BC

Die beiden Strecken BV, VW sind den beiden Strecken BX, XC gleich und liegen über den 
gleichen Grundseiten BW, BC, also ist der Winkel BVW gleich dem Winkel BXC.
Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass der Winkel VWC gleich dem Winkel BXC ist. 
Somit sind die drei Winkel BXC, BVW, VWC gleich. 

Wenn im gleichseitigen Fünfeck drei Winkel gleich sind, dann ist das Fünfeck gleichwinklig [wie
XIII.7.]. Also ist das Fünfeck VBXCW gleichwinklig. Da es, wie gezeigt, auch gleichseitig ist, ist 
das Fünfeck VBXCW gleichseitig und gleichwinklig. 

Das Fünfeck liegt auf  der einen Kante BC des Würfels. Indem auf  jeder der zwölf  Kanten des 
Würfels ein gleiches Fünfeck errichtet wird, wird ein Körper von zwölf  gleichseitigen und 
gleichwinkligen Fünfecken begrenzt, der Dodekaeder genannt wird.

Es ist zu zeigen, dass er der gegebenen Kugel einbeschrieben und die Kante des Dodekaeders 
irrational und zwar apotomisch ist.

Es ist YP bis zum Schnittpunkt Z der Diagonalen des Würfels zu verlängern.
Da die Diagonalen im Punkt Z halbiert werden, ist Z der Mittelpunkt der Kugel, dem der 
Würfel einbeschrieben ist [wie XI.38.]. Es ist ZP gleich einer halben Kante des Würfels.

Es ist VZ zu ziehen.
Da die Strecke NS in P in stetiger Teilung geteilt ist, wobei NP der größere Teil ist, sind die 
Quadrate über NS, SP zusammen gleich dem dreifachen Quadrat über NP [wie XIII.4.].

Es ist NS gleich YZ, denn NP ist gleich PZ, YP ist gleich PS. 
Da PS gleich YV und PS gleich RP ist,
sind die Quadrate über ZY, YV
zusammen gleich dem dreifachen
Quadrat über NP. Da das Quadrat über
VZ gleich den Quadraten über ZY, YV
ist, ist das Quadrat über VZ gleich dem
dreifachen Quadrat über NP. 

Damit ist das Quadrat über dem Radius
der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat
über der halben Kante des Würfels. Wie
zuvor gezeigt, ist das Quadrat über dem
Durchmesser der Kugel, der ein Würfel
einbeschrieben ist, gleich dem dreifachen
Quadrat über der Kante des Würfels [wie
XIII.15.]. 

Wie das Ganzen des einen sich zum
dreifachen Ganzen des anderen verhält,
so verhält sich die Hälfte des einen zur
dreifachen Hälfte des anderen. 

NP ist die halbe Kante des Würfels, somit ist VZ der Radius der Kugel, der der Würfel 
einbeschrieben ist, und Z ist deren Mittelpunkt. Dabei liegt der Punkt V auf  der Oberfläche der
Kugel. Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass auch die übrigen Eckpunkte des Dedekaeders auf  
der Oberfläche der Kugel liegen. Also ist das Dodekaeder der gegebenen Kugel einbeschrieben.



Ich sage nun, die Kante des Dodekaeders ist irrational und zwar apotomisch.

Da RP der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten Strecke NP ist und da PS der größere 
Teil der in stetiger Teilung geteilten Strecke PO ist, ist RS der größere Teil der in stetiger 
Teilung geteilten Strecke NO. 

Es verhält sich NP zu PR wie PR zu RN. Da sich jeweils das Doppelte davon verhält wie diese 
Strecken, verhält sich NO zu PS wie PS zu NR und SO zusammen. Da NO größer als RS ist, 
ist RS größer als NR und SO zusammen. 

Also ist NO in stetiger Teilung geteilt, wobei RS der größere Teil ist. Da RS gleich VW ist, ist 
VW der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten Strecke NO.

Da der Durchmesser der Kugel rational oder quadriert rational ist und das Quadrat über ihm 
gleich dem dreifachen Quadrat über der Kante des Würfels ist, ist NO, das der Kante des 
Würfels gleich ist, quadriert rational. 

Wenn eine Strecke rationaler oder quadriert rationaler Länge in stetiger Teilung geteilt ist, sind 
ihre Teile irrational und werden apotomisch genannt [wie XIII.6.]. Also ist die Kante des 
Dodekaeders irrational und zwar apotomisch.

Zusatz:

Offensichtlich ist die Kante eines Dodekaeders der größere Teil der in stetiger Teilung 
geteilten Kante eines Würfels, wobei beide der gleichen Kugel einbeschrieben sind, was
zu zeigen war.

Anmerkung: 

Der größere Teil  x  einer in stetiger Teilung geteilten Strecke  s  ist     x = s · (5½ – 1) / 2.

Die Kante  k6  des Würfels, der in eine Kugel mit Radius  r einbeschrieben ist,   k6 = 2 · r / 3½

Damit ist die Kante eines der Kugel einbeschriebenen Dodekaeders     k12 =  (5½ – 1) · r / 3½.

XIII.18.
Die Kanten der fünf  verschiedenen Polyeder, die Kugeln mit gleichem Durchmesser 
einbeschrieben sind, darstellen und vergleichen.

Wird der gegebene Durchmesser AB der Kugel in C so geteilt, dass AC gleich CB ist, und in D 
so geteilt, dass AD gleich der doppelten DB
ist, wird über AB der Halbkreis AEB
geschlagen, werden auf  AB in C, D die
senkrechten CE, DF errichtet und werden AF,
FB, EB gezogen, dann, da AD gleich dem
doppelten DB ist und da AB gleich dem
dreifachen BD ist, ist BA gleich der
einundeinhalbfachen AD und es verhält sich
BA zu AD wie das Quadrat über BA zum
Quadrat über AF [wie V. Erklärung 9.].

Da das Dreieck AFB dem Dreieck AFD gleichwinklig ist [wie VI.8.], ist das Quadrat über BA 
gleich dem einundeinhalbfachen Quadrat über AF. 
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Da das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem einundeinhalbfachen Quadrat 
über der Kante des Tetraeders ist [wie XIII.13.] und da AB der Durchmesser der Kugel ist, ist 
AF die Kante eines einbeschriebenen Tetraeders.

Es ist AD gleich der doppelten DB und es ist AB gleich der dreifachen BD, also verhält sich 
AB zu BD wie das Quadrat über AB zum Quadrat über BF [wie V. Erklärung 9.]. Damit ist das 
Quadrat über AB gleich dem dreifachen Quadrat über BF. 

Da das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat über der 
Kante des Würfels ist [wie XIII.15.] und da AB der Durchmesser der Kugel ist, ist BF die 
Kante eines einbeschriebenen Würfels.

Es ist AC gleich CB und ist AB gleich der doppelten BC, somit verhält sich AB zu BC wie das 
Quadrat über AB zum Quadrat über BE. Damit ist das Quadrat über AB gleich dem doppelten 
Quadrat über BE. Da das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem doppelten 
Quadrat über der Kante des Oktaeders ist [wie XIII.14.] und da AB der Durchmesser der 
Kugel ist, ist BE die Kante eines einbeschriebenen Oktaeders.

Wird im Punkt A auf  AB die Senkrechte AG errichtet, wobei AG gleich AB ist, und wird GC 
gezogen und durch deren Schnittpunkt H mit dem Halbkreis AEB die zu AB senkrechte HK 
gezogen, dann, da GA gleich der doppelten AC ist, denn GA ist gleich AB, verhält sich GA zu 
AC wie HK zu KC [wie VI.4.] und ist HK gleich der doppelten KC.

Damit ist das Quadrat über HK gleich dem
vierfachen Quadrat über KC. Also ist das
Quadrat über HK zusammen mit einem
Quadrat über KC gleich dem fünffachen
Quadrat über KC und gleich dem Quadrat
über HC [wie I.47.]. 

Da HC gleich CB ist, ist das Quadrat über BC
gleich dem fünffachen Quadrat über CK. Da
AB gleich der doppelten CB ist und da AD ist
gleich der doppelten DB ist, ist BD gleich der
doppelten DC. 

Damit ist BC gleich der dreifachen CD und ist
das Quadrat über BC gleich dem neunfachen
Quadrat über CD.

Da das Quadrat über BC gleich dem fünffachen Quadrat über CK ist, ist somit das Quadrat 
über CK größer als das Quadrat über CD und ist damit CK größer als CD.

Wird auf  AB die Strecke CL, die gleich CK ist, eingetragen, in L auf  AB die Senkrechte LM 
errichtet und MB gezogen, dann, da das Quadrat über BC gleich dem fünffachen Quadrat über 
CK ist, da AB gleich der doppelten BC und da KL gleich der doppelten CK ist, ist das Quadrat 
über AB gleich dem fünffachen Quadrat über KL.

Da das Quadrat über dem Durchmesser der Kugel gleich dem fünffachen Quadrat über dem 
Radius des Kreises ist, über dem das Ikosaeder errichtet ist [wie XIII.16. Zusatz], und da AB 
der Durchmesser der Kugel ist, ist KL der Radius des Kreises über dem ein einbeschriebenes 
Ikosaeder errichtet ist. KL ist auch gleich der Seite eines Sechsecks, das diesem Kreis 
einbeschrieben ist [wie IV.15. Zusatz].



Da der Durchmesser der Kugel gleich der Seite des Sechsecks zusammen mit der doppelten 
Seite des Zehnecks ist, das jenem Kreis einbeschrieben ist [wie XIII.16. Zusatz] und da AB der 
Durchmesser der Kugel ist und da KL die Seite eines Sechsecks ist, ist AK, das gleich LB ist, 
die Seite eines Zehnecks, das dem Kreis einbeschrieben ist, über dem ein einbeschriebenes 
Ikosaeder zu errichten ist.

Es ist LB die Seite eines Zehnecks und es ist ML die Seite eines Sechsecks, denn ML ist gleich 
KL und ist gleich HK, die gleich weit vom Mittelpunkt entfernt ist, denn KL ist gleich der 
doppelten KC, also ist MB die Seite eines Fünfecks [wie XIII.10.], das jenem Kreis 
einbeschrieben ist. Die Seite dieses Fünfecks ist die Kante des Ikosaeders [wie XIII.16.]. Also 
ist MB die Kante des Ikosaeders, das der Kugel einbeschrieben ist.

Wird FB, die Kante des einbeschriebenen Würfels, in N in stetiger Teilung so geteilt, dass NB 
der größere Teil ist, ist NB die Kante des einbeschriebenen Dodekaeders [wie XIII.17. Zusatz].

Wie gezeigt, ist das Quadrat über dem
Durchmesser der Kugel gleich dem
einundeinhalbfachen Quadrat über AF, der
Kante eines Tetraeders, ist gleich dem doppelten
Quadrat über BE, der Kante eines Oktaeders,
und ist gleich dem dreifachen Quadrat über FB,
der Kante eines einbeschriebenen Würfels. 

Wird das Quadrat über dem Durchmesser der
Kugel in sechs gleiche Teile geteilt, sind deshalb
vier davon gleich dem Quadrat über der Kante
des Tetraeders, drei gleich dem Quadrat über der
Kante des Oktaeders und zwei Teile gleich dem
Quadrat über der Kante des einbeschriebenen
Würfels. 

Somit ist das Quadrat über der Kante des Tetraeders gleich vier Dritteln des Quadrats über der 
Kante des Oktaeders und ist gleich dem Doppelten des Quadrats über der Kante des Würfels 
und es ist das Quadrat über der Kante des Oktaeders das Einundeinhalbfache des Quadrats 
über der Kante des Würfels. 

Also stehen die Kanten dieser drei Körper, des Tetraeders, des Oktaeders, des Würfels 
zueinander in den Verhältnissen quadriert rationaler Zahlen.

Die Kanten der übrigen beiden Körper, des Ikosaeders und des Dodekaeders, stehen weder in 
einem rationalen, noch in einem quadriert rationalen Verhältnis, da sie irrational sind. Es ist 
nämlich die Kante des Dodekaeders apotomisch [wie XIII.17.] und ist die Kante des Ikosaeders
konjugiert apotomisch [wie XIII.16.]. 

Es ist zu zeigen, dass die Kante MB des Ikosaeders größer als die Kante NB des Dodekaeders 
ist. Da das Dreieck FDB dem Dreieck FAB gleichwinklig ist, verhält sich DB zu BF wie BF zu 
BA. 

Wenn drei Größen in einer fortlaufend gleichen Proportion stehen, dann steht die erste zur 
dritten in dem Verhältnis wie die mit sich multiplizierte erste zur mit sich multiplizierten 
zweiten Größe [wie V. Erklärung 9.], also verhält sich DB zu BA wie das Quadrat über DB zum
Quadrat über BF und verhält sich, in umgekehrten Verhältnissen, AB zu BD wie das Quadrat 
über BF zum Quadrat über BD.



Es ist AB gleich der dreifachen BD, also ist das Quadrat über FB gleich dem dreifachen 
Quadrat über BD. Es ist das Quadrat über AD gleich dem vierfachen Quadrat über DB, also ist
AD gleich dem doppelten DB. 

Damit ist das Quadrat über AD größer als das Quadrat über FB und ist AD größer als FB. 
Umso mehr ist AL größer als FB. 

Es ist AL in K in stetiger Teilung geteilt, wobei KL der größere Teil ist, denn KL ist die Seite 
eines Sechsecks und KA die Seite eines Zehnecks [wie XIII.9.]. 
Es ist FB in N in stetiger Teilung geteilt, wobei BN der größere Teil ist. 
Also ist KL größer als BN. Da KL gleich LM ist, ist ML größer als BN. 

Da BM größer als ML ist, ist MB, die Kante des Ikosaeders, größer als BN, die Kante des 
Dodekaeders, was zu zeigen war.

Zusatz XIII.18:
Außer den fünf  erwähnten Körpern kann kein Polyeder konstruiert werden, das von 
gleichen, gleichseitigen und gleichwinkligen Flächen begrenzt wird.

Denn aus zwei Winkeln eines Dreiecks oder aus zwei Winkeln einer Figur, die in einer Ebene 
liegt, lässt sich kein Raumwinkel bilden [wie XI. Erklärung 11.].

Mit drei Winkeln gleicher und gleichseitiger Dreiecke wird der Raumwinkel des Tetraeders, mit 
vier der des Oktaeders, mit fünf  der des Ikosaeders gebildet. 

Mit sechs Winkeln gleicher, gleichseitiger und gleichwinkliger Dreiecke, die in einem Punkt 
zusammenstoßen, kann kein Raumwinkel gebildet werden, denn je drei dieser Winkel sind 
gleich zwei rechten Winkeln, somit sind sechs dieser Winkel gleich vier rechten Winkeln. 
Damit einen Raumwinkel zu bilden ist nicht möglich, denn die ebenen Winkel, die einen 
Raumwinkel bilden, sind zusammen kleiner als vier rechte Winkel [wie XI.21.], aber auch aus 
mehr als sechs solcher Winkel kann, aus den gleichen Gründen, kein Raumwinkel gebildet 
werden.

Mit drei Winkeln gleicher Quadrate wird der Raumwinkel des Würfels gebildet. Mit vier solcher
Winkel einen Raumwinkel zu bilden ist nicht möglich, da es vier rechte Winkel sind.

Mit drei Winkeln gleicher, gleichseitiger und gleichwinkliger Fünfecke wird der Raumwinkel des
Dodekaeders gebildet. Mit vier solcher Winkel den Raumwinkel eines Polyeders zu bilden ist 
nicht möglich, denn der Winkel eines gleichseitigen Fünfecks ist gleich einem und einem 
Fünftel eines rechten Winkels, womit vier dieser Winkel größer als vier rechte Winkel sind.

Aus den gleichen Gründen ist es nicht möglich, aus den Winkeln anderer Polygone einen 
Winkel eines Polyeders zu bilden.

Deshalb gibt es außer den fünf  erwähnten Körpern keinen Körper, der von gleichen, 
gleichseitigen und gleichwinkligen Polygonen begrenzt wird, was zu zeigen war.
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Lemma XIII.18.
Der Winkel eines gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfecks ist gleich einem und 
einem Fünftel eines rechten Winkels. 

Es ist um das gleichseitige und gleichwinklige Fünfeck ABCDE der Kreis ABCDE mit dem 
Mittelpunkt F zu beschreiben [wie IV.14.] und es
sind FA, FB, FC, FD, FE zu ziehen, durch die die
Winkel an A, B, C, D, E in zwei gleiche Teile geteilt
werden.

Da die fünf  Winkel an F gleich und gleich vier
rechten Winkeln sind, ist jeder dieser Winkel,
damit AFB, gleich einem weniger einem Fünftel
eines rechten Winkels. 

Damit sind die Winkel FAB, ABF zusammen
gleich einem und einem Fünftel eines rechten
Winkels. 

Es ist der Winkel FAB gleich dem Winkel FBC,
deshalb ist der daraus zusammengesetzte Winkel ABC gleich einem und einem Fünftel eines 
rechten Winkels, was zu zeigen war.
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Euklid: Stoicheia.  Buch XIV.

Über eingefügte Hypertextverknüpfungen kann der griechische Text in der Fassung von F. Peyrard aufgerufen werden.

XIV.1.
Die senkrechte Strecke von der Seite eines Fünfecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem 
es einbeschrieben ist, ist die Hälfte der Strecke aus den Seiten eines Sechsecks und 
eines Zehnecks zusammen, die demselben Kreis einbeschrieben sind. 

Wenn in den Kreis ABC mit dem Mittelpunkt D das Fünfeck ABC mit der Seite BC 
einbeschrieben und auf  BC die senkrechte DE durch D errichtet und um EF und DA 
verlängert ist, dann, sage ich, ist DE die Hälfte der
Strecke aus den Seiten eines Sechsecks und eines
Zehnecks zusammen, die demselben Kreis
einbeschrieben sind.

Es sind DC, CF zu ziehen, es ist GE, das gleich EF
ist, abzutragen und es ist vom Punkt G bis C die GC
einzutragen. Da der ganze Kreisumfang das
Fünffache des Kreisbogens BFC, da ACF die Hälfte
des Kreisumfangs und da FC die Hälfte des
Kreisbogens BFC ist, ist ACF das Fünffache des
Kreisbogens FC und ist AC das Vierfache des
Kreisbogens FC.

Es verhält sich der Kreisbogen AC zum Kreisbogen
FC wie der Winkel ADC zum Winkel FDC [wie
VI.33.]. Der Winkel ADC ist damit das Vierfache des
Winkels FDC und der Winkel ADC das Doppelte des Winkels AFC [wie III.20.]. 

Der Winkel CGF ist gleich dem Winkel GFC, also ist der Winkel EFC gleich dem Winkel EGC.
Damit ist der Winkel EGC gleich dem doppelten Winkel GDC und ist DG gleich GC. 

Es ist CG gleich CF, denn es ist GE gleich EF, und somit ist DG gleich FC.

Es ist deshalb DE gleich EF, FC zusammen und, beidem DE hinzugefügt, ist DF, FC 
zusammen gleich der doppelten DE.

Da DF die Seite eines einbeschriebenen Sechsecks und FC die Seite eines einbeschriebenen 
Zehnecks ist, ist DE die Hälfte der Strecke aus der Seite eines Sechsecks und eines Zehnecks 
zusammen, die demselben Kreis einbeschrieben sind, was zu zeigen war.
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Lemma XIV.2.
Das Quadrat über der Sehne unter zwei Seiten eines gleichseitigen und gleichwinkligen
Fünfecks zusammen mit dem Quadrat über einer Seite des Fünfecks ist gleich dem 
fünffachen Quadrat über dem Radius des Kreises, dem es einbeschrieben ist.

Wenn in den Kreis ABC mit dem Mittelpunkt D das Fünfeck ABC einbeschrieben, auf  dessen 
Seite AC die senkrechte DF zu errichten und bis B, E zu verlängern und AB gezogen ist, dann, 
sage ich, ist das Quadrat über BA zusammen mit dem Quadrat über AC gleich fünffachen 
Quadrat über DE.

Denn wenn AE gezogen wird, ist AE eine Seite
eines einbeschriebenen Zehnecks.
Da BE gleich der doppelten ED ist, ist das Quadrat
über BE gleich dem vierfachen Quadrat über ED. 

Da das Quadrat über BA zusammen mit dem
Quadrat über AE gleich dem Quadrat über BE ist,
sind die Quadrate über BA, AE zusammen gleich
dem vierfachen Quadrat über DE und sind die
Quadrate über BA, AE, ED zusammen gleich dem
fünffachen Quadrat über DE.

Es ist das Quadrat über AC gleich den Quadraten
über DE, EA zusammen [wie XIII.10.], somit sind
die Quadrate über AB, AC zusammen gleich dem
fünffachen Quadrat über DE, was zu zeigen war.

XIV.2.
Die fünfeckige Seitenfläche eines Dodekaeders und die dreieckige Seitenfläche eines 
Ikosaeders, die derselben Kugel einbeschrieben sind, haben den gleichen Umkreis.

Wenn in eine Kugel mit dem Durchmesser AB ein Dodekaeder mit der fünfeckigen 
Seitenfläche CDEFG und ein Ikosaeder mit der
dreieckigen Seitenfläche KLH einbeschrieben
sind, dann, sage ich, haben deren Umkreise den
gleichen Radius und es ist das Fünfeck CDEFG
und das Dreieck KLH dem gleichen Kreis
einzubeschreiben.

Denn wenn DG gezogen wird, ist DG die Kante
eines der Kugel einbeschriebenen Würfels [wie in
XIII.17.]. 

Es ist dann eine Strecke MN so anzulegen, dass
das Quadrat über AB gleich dem fünffachen
Quadrat über MN ist.

Es ist das Quadrat über dem Durchmesser der
Kugel gleich dem fünffachen Quadrat über dem Radius des Kreises, über dem ein der Kugel 
einbeschriebenes Ikosaeder errichtet ist [wie XIII.16. Zusatz].
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Damit ist MN gleich dem Radius des Kreises,
über dem das Ikosaeder errichtet ist.

Wird MN in O in stetiger Teilung so geteilt,
dass MO der größere Teil ist, dann ist MO die
Seite eines diesem Kreis einbeschriebenen
Zehnecks [wie XIII.10.].

Da das Quadrat über AB gleich dem fünffachen Quadrat über MN und da das Quadrat über 
BA gleich dem dreifachen Quadrat über DG ist [wie XIII.15.], ist das dreifache Quadrat über 
DG gleich dem fünffachen Quadrat über MN.

Somit verhält sich das dreifache Quadrat über DG zum dreifachen Quadrat über CG wie das 
fünffache Quadrat über MN zum fünffachen Quadrat über MO.
Da das fünffache Quadrat über MO zusammen mit dem fünffachen Quadrat über MN gleich 
dem fünffachen Quadrat über KL ist [wie XIII.10.], ist das fünffachen Quadrat über KL gleich 
dem dreifachen Quadrat über CG zusammen mit dem dreifachen Quadrat über DG.

Das fünffache Quadrat über KL ist gleich dem fünfzehnfachen Quadrat über dem Radius des 
Kreises, dem das Dreieck HKL einbeschrieben ist [wie XIII.12.]. 

Das dreifache Quadrat über DG zusammen mit dem dreifachen Quadrat über CG ist gleich 
dem fünfzehnfachen Quadrat über dem Radius des Kreises, dem das Fünfeck CDEFG 
einbeschrieben ist [wie XIV.2. Lemma], denn wie gezeigt, ist das Quadrat über DG zusammen 
mit dem Quadrat über CG gleich dem fünffachen Quadrat über dem Radius des Kreises, dem 
das Fünfeck CDEFG einbeschrieben ist. 

Da die fünfzehnfachen Quadrate über den erwähnten Radien gleich sind, ist der Durchmesser 
des Kreises der gleiche.

Deshalb haben die fünfeckige Seitenfläche eines Dodekaeders und die dreieckige Seitenfläche 
eines Ikosaeders, die derselben Kugel einbeschrieben sind, den gleichen Umkreis, was zu zeigen
war.

Anmerkung:

Die Seite  a5  eines Fünfecks, das einem Kreis mit Radius  r  einbeschrieben ist,  a5  =  r · 10½ / (5 + 5½)½

der Radius  R  der Kugel mit einbeschriebenem Dodekaeder, dessen Kante  k12 = a5 ist,

R =  k12 · 3½  · (1 + 5½) / 4

R =  r · 6½ · 5½ · (1 + 5½) / (4 · (5 + 5½)½)

R =  r · 6½ · (5 + 5½)½ / 4

Die Seite  a3  eines Dreiecks, das einem Kreis mit Radius  r  einbeschrieben ist,  a3 = r · 3½

der Radius  R  der Kugel mit einbeschriebenem Ikosaeder, dessen Kante  k20 = a3  ist,   

R =  k20 · 2½  · (5 + 5½)½ / 4

R =  r · 6½  (5 + 5½)½ / 4.



XIV.3.
Das dreissigfache Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines 
gleichseitigen und gleichwinkligen Fünfecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem es 
einbeschrieben ist, mit einer Seite des Fünfecks ist gleich der Oberfläche dessen 
Dodekaeders.
Das dreissigfache Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines 
gleichseitigen und gleichwinkligen Dreiecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem es 
einbeschrieben ist, mit einer Seite des Dreiecks ist gleich der Oberfläche dessen 
Ikosaeders.

Wenn das gleichseitige und gleichwinklige Fünfeck ABCDE dem Kreis ACD mit dem 
Mittelpunkt F einbeschrieben und von F auf  CD die senkrechte FG errichtet ist, dann, sage ich,
ist das dreissigfache Rechteck aus CD mit FG gleich
dem zwölffachen Fünfeck ABCDE.

Denn wenn CF, FD gezogen werden, ist das
Rechteck aus CD mit FG gleich dem doppelten
Dreieck CDF und ist das fünffache Rechteck aus
CD mit FG gleich dem zehnfachen Dreieck CDF.

Da das zehnfache Dreieck dem doppelten Fünfeck
gleich ist, ist, jeweils versechsfacht, das dreissigfache
Rechteck aus CD mit FG gleich der Oberfläche des
Dodekaeders aus zwölf  Fünfecken ABCDE.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen, dass das
dreissigfache Rechteck aus der senkrechten Strecke
DE von der Seite BC eines gleichseitigen und gleichwinkligen Dreiecks ABC zum Mittelpunkt 
D des Kreises ABC, dem es einbeschrieben ist, mit BC
gleich der Oberfläche dessen Ikosaeders ist.

Denn wenn BD, CD gezogen werden, ist das Rechteck
aus DE mit BC gleich dem doppelten Dreieck DBC
und ist das dreifache Rechteck aus DE mit BC gleich
dem sechsfachen Dreieck DBC.

Da das sechsfache Dreieck DBC gleich dem doppelten
Dreieck ABC ist, ist, jeweils verzehnfacht, das
dreissigfache Rechteck aus DE mit BC gleich der
Oberfläche des Ikosaeders aus zwanzig Dreiecken ABC,
was zu zeigen war.

Zusatz XIV.3:
Offensichtlich verhält sich die Oberfläche eines Dodekaeders zur Oberfläche eines Ikosaeders 
wie das Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines gleichseitigen und 
gleichwinkligen Fünfecks zum Mittelpunkt des Kreises mit einer Seite des Fünfecks zum 
Rechteck aus der senkrechten Strecke von der Seite eines gleichseitigen und gleichwinkligen 
Dreiecks zum Mittelpunkt des Kreises, dem sie einbeschrieben sind, mit einer Seite des 
Dreiecks.
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XIV.4.
Die Oberfläche eines Dodekaeders verhält sich zur Oberfläche eines Ikosaeders wie die
Kante eines Würfels zur Kante des Ikosaeders.

Wenn ABC der Umkreis eines Fünfecks des Dodekaeders und eines Dreiecks des Ikosaeders 
ist, die der gleichen Kugel einbeschrieben sind, wobei CD die Kante des Ikosaeders und somit 
die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist, das dem Kreis ABC mit dem Mittelpunkt E 
einbeschrieben ist, und wobei AC die Kante des Dodekaeders ist, und wenn von E senkrecht 
zu DC, CA die Strecken EF, EG gezogen, EG um GB verlängert, BC eingetragen und die 
Kante H des der Kugel einbeschriebenen Würfels ist, dann, sage ich, verhält sich die 
Oberfläche des Dodekaeders zur Oberfläche des Ikosaeders wie H zu CD.

Denn da die Strecke aus BE, BC zusammen in
stetiger Teilung geteilt ist, wobei BE der größere
Teil ist [wie XIII.9.], da EG gleich der halben
Strecke aus EB, BC zusammen ist [wie 14.1.]
und da EF gleich der halben BE ist [wie in
XIII.12.], ist die Strecke EG in stetiger Teilung
geteilt, wobei EF der größere Teil ist.

Wird H in stetiger Teilung geteilt, wobei CA der
größere Teil ist [wie XIII.17. Zusatz], dann
verhält sich H zu CA wie EG zu EF [wie
Lemma XIV.4.]. 

Da dann das Rechteck aus FE mit H gleich dem
Rechteck aus CA mit EG ist [wie VI.16.], verhält
sich H zu CD wie wie das Rechteck aus FE mit
H zum Rechteck aus CD mit FE [wie VI.1.].
Das Rechteck aus CA mit EG ist gleich dem
Rechteck aus FE mit H, also verhält sich H zu CD wie das Rechteck aus CA mit EG zum 
Rechteck aus CD mit FE.

Damit verhält sich die Kante des Würfels zur Kante des Ikosaeders wie die Oberfläche des 
Dodekaeders zur Oberfläche des Ikosaeders [wie XIV.3. Zusatz], was zu zeigen war..

Anmerkung:

Die Kanten regulärer Polyeder, in eine Kugel mit Radius  R  einbeschrieben, sind:

Würfel k6  = 2 · R / 3½,

Ikosaeder k20 = 4 · R / (2 · (5 + 5½))½.

Die Oberflächen der Polyeder sind:

Dodekaeder O12 = 8 · R² · (5 · (5 + 2 · 5½))½ / (3 + 5½)

Ikosaeder O20 = 40 · R² · 3½ / (5 + 5½)

Es ist O12 / O20  = 8 · R² · (5 · (5 + 2 · 5½))½  · (5 + 5½) / ((3 + 5½) · 40 · R² · 3½)

= k6 / k20 = 2 · R · (2 · (5 + 5½))½ / (4 · R · 3½)

denn 2 · (5 · (5 + 2 · 5½))½ · (5 + 5½) / ((3 + 5½) · 5) = (2 · (5 + 5½))½,

beide Seiten quadriert und durch 2 geteilt:

10 · (5 + 2 · 5½) · (5 + 5½)² / ((3 + 5½)² · 25) = (5 + 2 · 5½) · (6 + 2 · 5½) / (7 + 3 · 5½)

        = (50 + 22 · 5½) / (7 + 3 · 5½)  =  5 + 5½,
da   (5 + 5½) · ( 7 + 3 · 5½) = 50 + 22 · 5½.
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Lemma XIV.4.
Sind zwei Strecken in stetiger Teilung geteilt, dann verhält sich die eine Strecke zu 
ihrem größeren Teil wie die andere Strecke zu ihrem größeren Teil.

Wenn AB in C so in stetiger Teilung geteilt ist, dass AC der größere Teil ist, und wenn DE in F 
so in stetiger Teilung geteilt ist, dass DF der größere Teil ist, dann, sage ich, verhält sich AB zu 
AC wie DE zu DF.

Denn da das Rechteck aus AB mit BC gleich dem Quadrat über AC und da das Rechteck aus 
DE mit EF gleich dem Quadrat über DF ist [wie VI.17.], verhält sich das Rechteck aus AB mit 
BC zum Quadrat über AC wie das Rechteck aus DE mit EF zum Quadrat über DF und 
verhalten sich vier Rechtecke aus AB mit BC zum Quadrat über AV wie vier Rechtecke aus DE 
mit EF zum Quadrat über DF.

In vergrößerten Verhältnissen verhalten sich somit
vier Rechtecke aus AB mit BC zusammen mit dem
Quadrat über AC zum Quadrat über AC wie vier
Rechtecke aus DE mit EF zusammen mit dem
Quadrat über DF zum Quadrat über DF.

Damit verhält sich das Quadrat über der Strecke
aus AB, BC zusammen zum Quadrat über AC wie
das Quadrat über der Strecke aus DE, EF zusammen zum Quadrat über DF [wie II.8.]. 

Also verhält sich die Strecke aus AB, BC, AC zusammen zu AC wie die Strecke aus DE, EF, DF
zusammen zu DF, somit verhält sich die doppelte AB zu AC wie die doppelte DE zu DF und 
verhält sich AB zu AC wie DE zu DF, was zu zeigen war.

XIV.5.
Die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer in stetiger Teilung geteilten 
Strecke zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, verhält sich 
zur Seite des Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem 
Quadrat über dem kleineren Teil gleich ist, wie die Kante eines Würfel zur Kante eines 
Ikosaeders.

Wenn AB der Umkreis eines Fünfecks des Dodekaeders und eines Dreiecks des Ikosaeders ist, 
die der gleichen Kugel einbeschrieben sind, und zum Mittelpunkt C der Radius CB gezogen 
und in D in stetiger Teilung so geteilt ist, dass CD der größere Teil ist, dann ist CD die Seite 
eines Zehnecks, das demselben Kreis einbeschrieben ist.

Ist E die Kante des Ikosaeders, F die Kante des Dodekaeders und G die Kante des Würfels, 
dann ist E die Seite eine gleichseitigen Dreiecks und F die Seite eines Fünfecks, die demselben 
Kreis einbeschrieben sind. Der größere Teil der in stetiger Teilung geteilten Kante G des 
Würfels ist dann die Kante F des Dodekaeders [wie XIII.17. Zusatz].

Da E die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist und da das Quadrat über der Seite eines 
gleichseitigen Dreiecks, das einem Kreis einbeschrieben ist, gleich dem dreifachen Quadrat über
dem Radius ist [wie XIII.12.], somit das Quadrat über CB zusammen mit dem Quadrat über 
BD gleich dem dreifachen Quadrat über CD ist [wie XIII.4.], verhält sich das Quadrat über E 
zum Quadrat über CB wie die Quadrate über CB, BD zusammen zum Quadrat über CD. 
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Nach Umordnung [wie V.16.], verhält sich das
Quadrat über E zu den Quadraten über CB,
BD zusammen wie das Quadrat über CB zum
Quadrat über CD und wie das Quadrat über
G zum Quadrat über F, denn F ist der
größere Teil der Strecke G.

Damit verhält sich das Quadrat über E zu den
Quadraten über CB, BD zusammen wie das
Quadrat über G zum Quadrat über F und,
nach Umordnung, verhält sich das Quadrat
über G zum Quadrat über E wie das Quadrat
über F zu den Quadraten über CB, BD
zusammen.

Da die Quadrate über BC, CD zusammen gleich dem Quadrat über F ist, denn das Quadrat 
über der Seite eines einem Kreis einbeschriebenen Fünfecks ist gleich den Quadraten über den 
Seiten des diesem Kreis einbeschriebenen Sechsecks und Zehnecks zusammen [wie XIII.10.], 
verhält sich das Quadrat über G zum Quadrat über E wie die Quadrate über BC, CD 
zusammen zu den Quadraten über CB, BD zusammen.

Also verhält sich das Quadrat über G zum Quadrat über E wie die Seite des Quadrats, das den 
Quadraten über einer in stetiger Teilung geteilten Strecke zusammen mit dem Quadrat über 
dessen größeren Teil gleich ist, zur Seite des Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen 
Strecke zusammen mit dem Quadrat über dem kleineren Teil gleich ist. 
Dabei ist G die Kante eines Würfels und E die Kante eines Ikosaeders.

Deshalb verhält sich die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer in stetiger Teilung 
geteilten Strecke zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, zur Seite des
Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat über dem 
kleineren Teil gleich ist, wie die Kante eines Würfels zur Kante eines Ikosaeders, die der 
gleichen Kugel einbeschrieben sind, was zu zeigen war.

Anmerkung:

Die Kanten regulärer Polyeder, in eine Kugel mit Radius  R  einbeschrieben, sind:

Würfel k6  = 2 · R / 3½

Ikosaeder k20 = 4 · R / (2 · (5 + 5½))½.

Der größere Teil  x  einer in stetiger Teilung geteilten Strecke mit Länge 1 ist   x = (5½ – 1) / 2

        und der kleinere Teil y ist   y = (3 – 5½) / 2.
Damit ist x² = (3 – 5½) / 2   und   y² = (7 – 3 · 5½) / 2.

Es ist             (x² +1)½ / (y² + 1)½ = (5 – 5½)½ / (9 – 3 · 5½)½    =    k6 / k20 = (2 · (5 + 5½))½ / (2 · 3½)  

denn, beide Seiten quadriert,

(5 – 5½) / (9 – 3 · 5½) = (5 + 5½) / 6

da (9 – 3 · 5½) · (5 + 5½) = 6 · (5 – 5½).



XIV.6.
Das Volumen eines Dodekaeders verhält sich zum Volumen eines Ikosaeders wie die 
Kante eines Würfels zur Kante eines Ikosaeders.

Die Umkreise des Fünfecks des Dodekaeders und des Dreiecks des Ikosaeders, die der gleichen
Kugel einbeschrieben sind, sind gleich [wie XIV.2.]. Gleiche Kreise auf  der Oberfläche einer 
Kugel sind gleich weit von deren Mittelpunkt entfernt, denn die senkrechten Strecken vom 
Mittelpunkt der Kugel zu den Ebenen, in denen die Kreise liegen, sind gleich und gehen durch 
die Mittelpunkte der Kreise. Also verhalten sich die Pyramiden, deren eine Grundfläche das 
Fünfeck des Dodekaeders und deren andere Grundfläche das Dreieck des Ikosaeders ist, wobei
ihre Spitzen der Mittelpunkt der Kugel ist, wie ihre Grundflächen, denn ihre Höhen sind gleich 
und Pyramiden gleicher Höhe verhalten sich wie ihre Grundflächen [wie XII.6.].

Damit verhält sich das Fünfeck zum Dreieck wie die Pyramide, deren Grundfläche das 
Fünfeck, zur Pyramide, deren Grundfläche das Dreieck ist, wobei ihre Spitze jeweils der 
Mittelpunkt der Kugel ist. 

Es verhalten sich damit zwölf  Fünfecke zu zwanzig Dreiecken wie zwölf  Pyramiden, deren 
Grundflächen gleich dem Fünfeck, zu zwanzig Pyramiden, deren Grundflächen gleich dem 
Dreieck sind.

Da zwölf  Fünfecke die Oberfläche des Dodekaeders und zwanzig Dreiecke die Oberfläche des 
Ikosaeders sind, verhält sich die Oberfläche des Dodekaeders zur Oberfläche des Ikosaeders 
wie zwölf  Pyramiden, deren Grundflächen gleich dem Fünfeck, zu zwanzig Pyramiden, deren 
Grundflächen gleich dem Dreieck sind. Dabei haben zwölf  Pyramiden, deren Grundflächen 
gleich dem Fünfeck sind, das Volumen des Dodekaeders und haben zwanzig Pyramiden, deren 
Grundflächen gleich dem Dreieck sind, das Volumen des Ikosaeders.

Somit verhält sich die Oberfläche des Dodekaeders zur Oberfläche des Ikosaeders wie das 
Volumen des Dodekaeders zum Volumen des Ikosaeders.
Wie gezeigt, verhält sich die Oberfläche eines Dodekaeders zur Oberfläche eines Ikosaeders 
wie die Kante eines Würfels zur Kante des Ikosaeders [wie XIV.4.]. 

Deshalb verhält sich die Kante eines Würfels zur Kante des Ikosaeders wie das Volumen des 
Dodekaeders zum Volumen des Ikosaeders.

Anmerkung:

Die Volumen der Polyeder, die einer Kugel mit Radius R einbeschrieben sind:

Dodekaeder V12 = 8 · R³ · (15 + 7 · 5½) / (12 · 3½ · (2 + 5½))

Ikosaeder V20 = 8 · R³ · 5 · (3 + 5½) / (3 · (5 + 5½) · (2 · (5 + 5½))½)

Wie in  XIV.5.  ist das Verhältnis der Kante des Würfels zur Kante des Ikosaeders:

k6 / k20    = (2 · (5 + 5½))½ / (2 · 3½)  

Es ist V12 / V20 = (15 + 7 · 5½) · 3 · (5 + 5½) · (2 · (5 + 5½))½ / (60 · 3½ · (2 + 5½) · (3 + 5½))

 = 30 · (11 + 5 · 5½) · (2 · (5 + 5½))½ / (60 · 3½ · (11 + 5 · 5½))

 = (2 · (5 + 5½))½ / (2 · 3½).
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Zusatz XIV.6.:

Es verhält sich die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer in stetiger Teilung 
geteilten Strecke zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, zur 
Seite des Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem 
Quadrat über dem kleineren Teil gleich ist, wie die Kante eines Würfel zur Kante eines 
Ikosaeders [wie XIV.5.].

Wie gezeigt, verhält sich die Oberfläche eines Dodekaeders zur Oberfläche eines Ikosaeders 
wie die Kante eines Würfels zur Kante des Ikosaeders [wie XIV.4.].

Das Volumen eines Dodekaeders verhält sich zum Volumen eines Ikosaeders wie die Kante 
eines Würfels zur Kante eines Ikosaeders [wie XIV.6.], wobei das Fünfeck des Dodekaeders 
und das Dreieck des Ikosaeders dem gleichen Kreis und Dodekaeder und Ikosaeder der 
gleichen Kugel einbeschrieben sind, und diese verhalten sich wie die Seite des Quadrats, das 
dem Quadrat über einer beliebigen in stetiger Teilung geteilten Strecke zusammen mit dem 
Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, zur Seite des Quadrats, das dem Quadrat über der 
ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat über dem kleineren Teil gleich ist.

Deshalb verhält sich ein Dodekaeder zu einem Ikosaeder, der der gleichen Kugel 
einbeschrieben ist, wie die Seite des Quadrats, das dem Quadrat über einer beliebigen in stetiger
Teilung geteilten Strecke zusammen mit dem Quadrat über dessen größeren Teil gleich ist, zur 
Seite des Quadrats, das dem Quadrat über der ganzen Strecke zusammen mit dem Quadrat 
über dem kleineren Teil gleich ist.
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Euklid: Stoicheia.  Buch XV.

Über eingefügte Hypertextverknüpfungen kann der griechische Text in der Fassung von F. Peyrard aufgerufen werden.

XV.1.
Einem gegebenen Würfel ein Tetraeder einbeschreiben.

Dem gegebenen Würfel ABCDEFGH ist ein Tetraeder
einzubeschreiben.

Es sind AC, AE, CE, AG, EG, GC zu ziehen.

Offensichtlich sind die Dreiecke AEC, AGE, AGC,
GCE gleichseitig, denn ihre Seiten sind Diagonale
gleicher Quadrate.

Damit ist das Tetraeder AECG dem gegebenen Würfel
einbeschrieben, denn seine Ecken liegen in der
Oberfläche des Würfels, was auszuführen war.

XV.2.
Einem gegebenen Tetraeder ein Oktaeder einbeschreiben.

Dem gegebene Tetraeder ABCD ist ein Oktaeder einzubeschreiben.

Es sind AC, AB, BC, CD, AD, BD in den
Punkten E, F, G, H. K, L jeweils in zwei
gleiche Teile zu teilen und es sind HE,
EK, KF, FL, LG, GH, HK, KL, LH, EF,
FG, GE zu ziehen.

Da AC gleich der doppelten FG und
gleich der doppelten KH ist, ist FG der
KH gleich und parallel. Aus gleichen
Gründen ist zu zeigen, dass KF der HG
gleich und parallel und dass HE, EK,
KF, FL, LG, GH, HK, KL, LH, EF, FG,
GE gleich sind. 

Damit sind die Dreiecke, die auf  den Seiten des Parallelogramms HKFG errichtet und deren 
Spitzen L, E sind, gleichseitig und gleich. 

Also ist das Oktaeder EHKFGL dem gegebenen Tetraeder einbeschrieben, denn seine Ecken 
liegen in den Kanten des Tetraeders, was auszuführen war.
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XV.3.
Einem gegebenen Würfel ein Oktaeder einbeschreiben.

Wenn ABCDEFGH ein gegebener Würfel ist und K, L, M, N die Mittelpunkte der seinen 
quadratischen Seitenflächen einbeschriebenen Kreise sind [wie IV.8.], dann sind KL, LM, MN, 
NK zu ziehen, womit, sage ich, KLMN ein Quadrat ist.

Denn wenn durch K, L, M, N die zu AB, BC,
CD, DA parallelen OQ, QT, TP, PO gezogen
werden, ist PO gleich der doppelten OK und
ist QO gleich der doppelten OL, womit KO
gleich OL ist. 

Aus den gleichen Gründen ist MQ gleich QL.
Damit ist das Quadrat über KL gleich dem
doppelten Quadrat über OL. Aus den gleichen
Gründen ist das Quadrat über ML gleich dem
doppelten Quadrat über LQ. 

Damit ist das Quadrat über KL gleich dem
Quadrat über ML. KLMN ist deshalb
gleichseitig und offensichtlich auch rechtwinklig.

Von den Mittelpunkten R, S der den Quadraten BD, EG einbeschriebenen Kreise [wie IV.8.] 
aus sind RL, RM, RK, RN, SK, SL, SM, SN zu ziehen. Offensichtlich sind die Kanten des so 
gebildeten Oktaeders gleich, ebenso wie seine dreieckigen Seitenflächen damit gleich sind. 

Damit ist das Oktaeder SKLMNR dem gegebenen Würfel einbeschrieben, was auszuführen 
war.

XV.4.
Einem gegebenen Oktaeder einen Würfel einbeschreiben.

Wenn ABCDEF ein gegebenes Oktaeder
und G, H, K, L die Mittelpunkte der den
Dreiecken ABC, ACD, ADE, AEB
einbeschriebenen Kreise sind [wie IV.4.],
dann, sage ich, ist GHKL ein Quadrat.

Es sind durch G, H, K, L die zu BC, CD,
DE, EB parallelen MN, NO, OP, PM und
dazu GH, HK, KL, LG zu ziehen. 

Da das Dreieck ABC gleichseitig ist, teilt
die Gerade AG durch den Mittelpunkt G
des Kreises, der dem Dreieck ABC
einbeschrieben ist, den Winkel an A und
das Dreieck AMN in zwei gleiche Teile. 

Es ist somit MG gleich NG. 
Aus den gleichen Gründen ist NH gleich HO.
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Da MN gleich NO ist, ist somit GM gleich NH. Der Winkel MNO ist ein rechter Winkel, also 
ist offensichtlich GL gleich GH. Aus den gleichen Gründen sind auch GH, HK, KL gleich.

Damit ist GHKL ein Parallelogramm, das vollständig in einer Ebene liegt [wie XI.7.].

Da jeder der Winkel LGM, HGN gleich der Hälfte eines rechten Winkel ist, ist der ergänzende 
Winkel LGH ein rechter Winkel. Ebenso sind auch die Winkel GHK, HKL, KLG rechte 
Winkel. Deshalb ist GHKL ein Quadrat.

Ebenso wie in der Pyramide ABCDE die parallelen MN, NO, OP, PM gezogen und LG, GH, 
HK, KL eingetragen und das Quadrat GHKL errichtet wurde, ist mit den übrigen Pyramiden 
mit den Spitzen B, C, D, E, F zu verfahren und sind Quadrate zu errichten.

Damit ist in dem gegebenen Oktaeder ein Würfel einbeschrieben, was auszuführen war.

XV.5.
Einem gegebenen Ikosaeder ein Dodekaeder einbeschreiben.

Ist ABCDEF eine der zwölf  Pyramiden mit fünfeckiger Grundfläche [wie QRSTVZ in 
XIII.16.] des Ikosaeders, dann sind den Dreiecken AFE, AFB, BFC, FCD, DFE Kreise [wie 
IV.4.] mit den Mittelpunkten G, H, K, L, M einzuschreiben. Es sind GH, HK, KL, LM, MG zu 
ziehen. Es sind FG, FH, FK zu ziehen, bis Q, N, O zu verlängern und NQ, NO einzutragen.

Es werden somit EA, AB, BC in
den Punkten Q, N, O in zwei
gleiche Teile geteilt.

Da sich NQ zu NO verhält wie
GH zu HK ist GH gleich HK.

Auf  gleiche Weise ist zu zeigen,
dass im Fünfeck GHKLM alle
Seiten gleich sind.

Das Fünfeck GHLKM, sage ich,
ist gleichwinklig, da NQ, NO den
GH, HK parallel sind und gleiche
Winkel einschließen [wie XI.10.].

Die Senkrechte im Mittelpunkt S des Kreises, dem das Fünfeck ABCDE einbeschrieben ist, auf
der Ebene, in der das Fünfeck liegt, geht durch F und schließt mit den Geraden der Ebene 
durch N, O, Q rechte Winkel ein. 

Die Parallele zu QS durch G schneidet SF und bildet mit SF im Schnittpunkt T einen rechten 
Winkel. Auch TH, TK, schließen mit SF rechte Winkel ein und sind damit parallel zu NS, OS. 
Somit liegen TG, TH, TK, TL, TM in einer Ebene. 

Es liegt deshalb das Fünfeck GHKLM vollständig in einer Ebene.

Ebenso wie mit der Pyramide ABCDEF ist mit den übrigen elf  Pyramiden des Ikosaeders zu 
verfahren und sind die dem GHKLM gleichen Fünfecke zu errichten. Damit sind zwölf  
Fünfecke zu errichten, die das Dodekaeder begrenzen.

Also ist ein Dodekaeder einem gegebenen Ikosaeder einbeschrieben, was auszuführen war. 
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XV. 6.
Die Anzahl der Kanten und Ecken der fünf  Polyeder bestimmen.

Das Ikosaeder wird von zwanzig Dreiecken begrenzt. Diese haben insgesamt sechzig Seiten. Da
jeweils zwei Seiten eine Kante bilden, ist davon die Hälfte zu nehmen und deshalb hat das 
Ikosaeder dreißig Kanten.

Es ist also zur Bestimmung der Anzahl der Kanten eines Polyeders die Anzahl aller Seiten aller 
Seitenflächen zusammen zu nehmen und ist diese zu halbieren. 

Da das Dodekaeder von zwölf  Fünfecken begrenzt wird, die zusammen sechzig Seiten haben, 
hat das Dodekaeder damit dreißig Kanten. Auf  gleiche Weise sind die Anzahlen der Kanten 
auch der übrigen Polyeder zu bestimmen.

Um die Anzahl der Ecken eines Polyeders zu bestimmen ist die Anzahl der Ecken aller 
Seitenflächen zusammen zu nehmen, die den Polyeder begrenzen, und ist diese durch die 
Anzahl der ebenen Winkel zu teilen, die einen Raumwinkel [wie XI. Erklärung 11.] in der Ecke 
des Polyeders bilden.

Da das Ikosaeder von zwanzig Dreiecken mit zusammen sechzig Ecken begrenzt wird und der 
Raumwinkel in einer Ecke des Ikosaeders von fünf  ebenen Winkeln gebildet wird, hat somit 
das Ikosaeder zwölf  Ecken.

Da das Dodekaeder von zwölf  Fünfecken mit zusammen sechzig Ecken begrenzt wird und der 
Raumwinkel in der Ecke des Dodekaeders von drei ebenen Winkeln gebildet wird, hat das 
Dodekaeder zwanzig Ecken. Offensichtlich ist gezeigt, dass auf  gleiche Weise auch die 
Anzahlen der Ecken der übrigen Polyeder zu bestimmen sind, was auszuführen war.

XV.7.
Die Neigungen der Seitenflächen an den Kanten der fünf  Polyeder bestimmen.

Beim Würfel bildet eine Seitenfläche mit einer anliegenden offensichtlich einen rechten Winkel.

Für das Tetraeder sind um die Endpunkte einer Seite der
Dreiecke, die den Tetraeder begrenzen, Kreise mit dem Radius,
der gleich der Höhe des Dreiecks ist, zu schlagen. 

Die Geraden durch einen Schnittpunkt der Kreise und durch die
Mittelpunkte der Kreise schneiden sich dann mit dem Winkel,
den eine Seitenfläche des Tetraeders mit einer anliegenden bildet.

Für das Oktaeder sind um die Endpunkte der
Diagonalen des Quadrats über einer Seite der
Dreiecke, die das Oktaeder begrenzen, Kreise mit
dem Radius, der gleich der Höhe des Dreiecks ist,
zu schlagen. 

Die Geraden durch einen Schnittpunkt und durch
die Mittelpunkte der Kreise schneiden sich dann
mit dem Neigungswinkel der Ebenen, in den zwei
aneinanderliegende Seitenflächen des Oktaeders liegen.
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Für das Ikosaeder ist über einer Seite der Dreiecke, die das Ikosaeder begrenzen, ein 
gleichseitiges Fünfeck zu errichten und ist eine Gerade durch die Eckpunkte zweier seiner 
Seiten zu ziehen. Um die Eckpunkte sind
mit dem Radius, der gleich der Höhe des
Dreiecks ist, Kreise zu schlagen.

Die Geraden durch einen Schnittpunkt und
durch die Mittelpunkte der Kreise
schneiden sich dann mit dem
Neigungswinkel der Ebenen, in denen zwei
aneinanderliegende Seitenfläche des
Ikosaeders liegen.

Für das Dodekaeder ist in einem der
Fünfecke, die das Dodekaeder begrenzen,
eine Gerade durch die Eckpunkte zweier seiner Seiten zu ziehen. Um die Eckpunkte sind mit 
dem Radius, der gleich der senkrechten Strecke vom Mittelpunkt der Geraden zur gegenüber 
liegenden Seite ist, Kreise zu schlagen.

Die Geraden durch einen Schnittpunkt und durch die
Mittelpunkte der Kreise schneiden sich dann mit dem
Neigungswinkel der beiden Ebenen, in denen
aneinanderliegende Seitenflächen des Dodekaeders liegen.

Denn ist in einer der vier gleichseitigen Dreiecke ABC,
die das Tetraeder ABCD mit der Spitze D begrenzen, die
Kante AD in E in die zwei gleichen Teile BE, EC geteilt,
dann, da die Dreiecke ADB, ADC gleichseitig sind, sind
BE, CE zu AD senkrecht.

Es ist, sage ich, der Winkel BEC ein spitzer Winkel. 
Denn da AC gleich der doppelten AE ist, ist das Quadrat über AC gleich dem vierfachen 
Quadrat über AE. 

Es ist das Quadrat über AC gleich den Quadraten über AE, EC zusammen [wie I.47.], also 
verhält sich das Quadrat über AC zum Quadrat über CE wie Vier zu Drei. 

Da CE gleich EB ist, ist das Quadrat über BC kleiner als die Quadrate über BE, EC zusammen.
Damit ist der Winkel BEC ein spitzer Winkel [wie II.13.]. Die
Flächen ABD, ADC schneiden sich in AD, zu der die in den
Flächen liegenden BE, EC senkrecht sind und einen spitzen
Winkel einschließen. Damit ist der Winkel BEC der Winkel,
den die Ebenen bilden [wie XI. Erklärung 6.], in dem die
Dreiecke liegen. 

Der Winkel BEC kann wie angegeben bestimmt werden, denn
mit der gegebenen Strecke BC können BE, EC bestimmt
werden, da sie senkrecht auf  der Seite AD gleichwinkliger
Dreiecke stehen. Kreise um B, C mit diesem Radius, der gleich
der Höhe der Dreiecke ist, schneiden sich und die von B, C zu
den Schnittpunkten gezogenen Geraden schließen dann den Neigungswinkel der Ebenen ein, 
in denen zwei aneinanderliegende Seitenflächen des Tetraeders liegen. 



Die Kreise um B, C mit dem Radius BE wenn sie in der Ebene, in der ABC liegt, gezogen 
werden, schneiden sich offensichtlich, denn Kreise mit dem Radius gleich der halben BC 
berühren sich und Kreise mit einem Radius kleiner als die halbe BC schneiden und berühren sie
sich nicht. Da aber BE, EC größer als die halbe BC sind, schneiden sie sich die Kreise mit 
diesem Radius. 

XV.7b  Neigungswinkel am Octaeder

Ist die Pyramide ABCDE mit der Spitze E über dem Quadrat ABCD die Hälfte eines 
Oktaeders, dann sind die Kanten gleich und die
dreieckigen Seitenflächen gleichseitig. 

Es ist die Kante AE in F in zwei gleiche Teile zu
teilen und es sind BF, DF zu ziehen. BF, DF sind
dann gleich und stehen senkrecht auf  AE.

Der Winkel BFD, sage ich, ist ein stumpfer Winkel.

Denn wenn BD gezogen wird, ist, da AC ein
Quadrat mit der Diagonalen BD ist, das Quadrat
über BD gleich dem doppelten Quadrat über DA
und es verhält sich, wie im Vorigen, das Quadrat
über DA zum Quadrat über DF wie Vier zu Drei. 
Damit verhält sich das Quadrat über BD zum
Quadrat über DF wie Acht zu Drei.

Da die DF gleich der FB ist, ist das Quadrat über BD größer als die Quadrate über BF, FD 
zusammen. Deshalb ist der Winkel BFD ein stumpfer Winkel [wie II.12.].

Da die Dreiecke ABE, ADE die gleiche Seite AE haben, wobei AE Schnittgerade der Ebenen 
ist, in der ABE, ADE liegen, und die in den Ebenen liegenden BF, DF senkrecht zu AE sind 
und einen stumpfen Winkel einschließen, ist der Winkel BFD der Neigungswinkel der Ebenen, 
in denen die Seitenflächen ABE, ADE liegen.

Der Winkel BFD kann wie angegeben bestimmt werden, denn mit den Dreiecken des 
gegebenen Oktaeders kann die Seite AD und mit seinem Quadrat AC dessen Diagonale BD 
gegeben werden. BF, DF stehen senkrecht auf  Dreieckseiten, womit auch sie mit dem Winkel 
BFD, den sie bilden, gegeben werden können. 

Denn wenn mit dem Radius DF um B, D Kreise geschlagen werden, die in einer Ebene liegen, 
schneiden sie sich in den Schnittpunkten mit dem Winkel BFD, der damit der Neigungswinkel 
zweier Ebenen ist, in denen aneinanderliegende Seitenflächen des Oktaeders liegen.

Offensichtlich schneiden sich diese Kreise um B, D, da FD größer als die halbe BD ist, denn es 
verhält sich das Quadrat über BD zum Quadrat über DF wie Acht zu Drei und es verhält sich 
das Quadrat über BD zum Quadrat über der halben BD wie Vier zu Drei. Also sind BF, BD 
größer als die halbe BD.
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XV.7c  Neigungswinkel am Icosaeder

Ist die Pyramide ABCDEF mit dem gleichseitigen Fünfeck ABCDE und der Spitze F Teil eines
Ikosaeders, dann sind die dreieckigen Seitenflächen gleichseitig.

Es ist die Kante FC in G in zwei gleiche Teile zu teilen und es sind BG, GD zu ziehen, die dann
gleich sind und senkrecht auf  CF stehen.

Der Winkel BGD, sage ich, ist ein stumpfer Winkel.
Denn wenn BD unter dem stumpfen Winkel BCD
gezogen wird, ist der Winkel BGD größer als der
Winkel BCD, da BC, CD zusammen größer als BG,
GD zusammen sind [wie I.21.].
Auf  die gleiche Weise wie im Vorigen ist zu zeigen,
dass der Winkel BGD, der mit den beiden Dreiecken
BCF, DCF gefunden wird, auch der Neigungswinkel
zweier Ebenen ist, in denen aneinanderliegende
Seitenflächen des Ikosaeders liegen. 

Der Winkel BDG kann bestimmt werden, indem
unter zweien der Seiten des Fünfecks, die Seiten der
Dreiecke sind, die das Ikosaeder begrenzen, die
Strecke BD eintragen wird und BG, GD gezogen
werden, die senkrecht auf  der gemeinsamen Seite stehen.

Denn wenn um die Endpunkte der Strecke BD mit dem Radius BG Kreise geschlagen werden, 
schneiden diese sich mit dem Winkel BGD, der damit der Neigungswinkel zweier Ebenen ist, in
denen aneinanderliegende Seitenflächen des Ikosaeders liegen.

Wie im Vorigen schneiden sich diese Kreise um B, D,
da sowohl BG wie GD größer als die halbe BD sind.
Um dies zu zeigen, ist auf  einer Seite des gleichseitigen
Dreiecks HKL das Fünfeck KMNQL zu errichten und
ML zu ziehen. Auf  einer Seite des Dreiecks HKL ist
die Senkrechte HO durch H zu errichten. Die Strecke
HO, sage ich, ist dann größer als die halbe ML. Denn
wird auf  ML die Senkrechte KP durch K errichtet, ist
der Winkel KLP größer als ein Drittel eines rechten
Winkels, somit ist der Winkel KLP größer als der
Winkel KHO.

Es ist der dem Winkel KHO gleiche Winkel PLR
anzulegen. Damit ist PL senkrecht zu einem
gleichseitigen Dreieck, dessen Seite RL ist.

Da sich dann das Quadrat über RL zum Quadrat über
LP verhält wie Vier zu Drei und KL größer ist als LR,
ist das Verhältnis des Quadrats über KL zum Quadrat
über LP größer als Vier zu Drei [wie V.8.].

Da sich auch das Quadrat über KL zum Quadrat über HO verhält wie Vier zu Drei, ist das 
Verhältnis von KL zu LP größer als KL zu HO [wie V.10.], und somit ist HO größer als LP.

http://opera-platonis.de/euklid/B15g/B15_7_C.htm


XV.7d  Neigungswinkel am Dodekaeder

Ist ABCD das Quadrat über dem ein Dodekaeder errichtet ist und sind AEBFG, GDHCF zwei
Seitenflächen des Dodekaeders, dann, sage ich, kann ihr Neigungswinkel bestimmt werden.
Es ist FG in K in zwei gleiche Teile zu teilen und es sind auf  FG die Senkrechten KL, KM 
durch L, M in den Ebenen der
Seitenflächen zu errichten. 

Der Winkel MKL, sage ich, ist ein
stumpfer Winkel.

Da, wie bei der Konstruktion des
Dodekaeders [wie XIII.17.] gezeigt, die
auf  der Ebene des Quadrats ABCD
errichtete senkrechte Strecke durch K
gleich der halben Seite des Fünfecks ist,
ist diese kleiner als die halbe ML. 

Es ist deshalb ist der Winkel MKL ein
stumpfer Winkel, denn wie bei der
erwähnten Konstruktion des
Dodekaeders ebenfalls gezeigt, ist das
Quadrat über KL gleich dem Quadrat
über der halben Seite des Würfels
zusammen mit dem Quadrat über der
Seite des Fünfecks.

KL, KM sind gleich und somit ist jede der beiden größer als die halbe ML.

Der Winkel MKL kann wie angegeben bestimmt werden, denn die beiden Geraden, die den 
Neigungswinkel der Ebenen bilden, in denen aneinanderliegende Seitenflächen liegen, können 
gegeben werden. Denn da die Seite des Quadrats ABCD die Strecke von einer Ecke des 
Fünfecks zur gegenüber liegenden Ecke ist, und das Fünfeck gegeben ist, kann ML gegeben 
werden. Damit können auch MK, KL gegeben werden, denn sie sind senkrecht zu FG durch 
die Mittelpunkte von AB und ihrer Parallelen errichtet.

Um die Geraden zu erhalten, die den Neigungswinkel bilden, sind deshalb um die Endpunkte 
der ML, die der Kante des Würfels gleich ist, Kreise mit dem Radius KL zu schlagen und sind 
von diesen Endpunkten Gerade durch einen der Schnittpunkte zu ziehen. MK, KL schließen 
dann den Winkel ein, den die beiden Ebenen bilden, in denen nebeneinanderliegende 
Seitenflächen des Dodekaeders liegen. 

Wie im Vorigen gezeigt, schneiden sich die Kreise, da der Radius KL größer als die halbe ML 
ist, wobei mit den Geraden von den Kreismittelpunkten zu einem ihrer Schnittpunkte der 
gesuchte Neigungswinkel zu bestimmen ist, was auszuführen war.

Lector. Vale.
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